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VERZAMELING 

TAI 

WISKUNSTIGB 
<^    9    «    4  ^    1    ir» 

iMxm 
DE     LEDEN    f/ji.^E^' 

VAB  HET  %TiJbur^^^./' 

VISKDIVDIG  GENOOTSCHAP, 

»a  SrKBUKB   VOBRBHDl: 

EESONVËimOEIDE  ARBEID  KOMT  ALLES  TE  BOVEN, 

ELXlHDXa  TOT   OHDfiRUÜGB   OEVBRUIG    0P6EGBTE9. 

EERSTE  DEEL. 
(Gedrukt  voor  rekening  tan  het  Genootschap.) 


tEt  2lm0fcrbam ,  lii) 

WEIJTINGH  en  tan  der  HAART, 

BoekTerkoopers  I  in  de  Warmóesstraat  bij  de  Oudo 
Kerksteeg ,  N^  K4. 

1850. 
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NAANLUST 


LEDEN 

▼AN  BET 

ülDSKUMDie  «EHOOTACIIAPt 

OKDER  DE  ZINSPREUK  : 

EENONFERMOEIDE  ARBEID  KOMT  ALLES  TE  BOFBlf, 

TB  AMSTERDAM, 
OP   DEIf  1»  MEI   MDCCCL. 


BESTUURDERS. 
F.  J.  Stamkart,  Maih.  Mag.  ei  JPkil.  Nai.  Doctor  ^  Ud 
der  !•.  Klasse  ran  het  Koninklijk  Nederl.  Institaat  ran 
Wetenschappen,  LeUerkonde  en  Schoone  Knnsten,  Tan 
het  Bataaisch  Genootschap  der  Proefonderyindelijke  WQs> 
begeerte,  te  Rotterdam,  van  het  Pror.  ITtrechtsch  Gen. 
te  IJirecfU,  enz.  <inz.,  Arrondissements-Ukcr  te  Amster* 
dam,FoorMitter. (♦)  18M. 

H.  TAH   WiSSBH,  JaCOBUSX 1814, 

A.  TAii  Dia  SwAii ,  Amanuenstê  bij  het  Hoofdbestaor  der 
fibatsch.:  Tot  Nut  van  *t  Algemeen ,  enz.  enz.,  Fioe» 
Foorsitter 1818. 

D.  W.  HiRSB 1834. 

C.  F.  Jours    . 1826. 

Jacos  Swart,  Ridder  van  de  Orde  van  de  Eikenkroon, 
Examinator  der  Zee-OIBcteren,  Lid  der  Gomm.  roor  den 
Zee-Almanak ,  Lector  in  de  Wis-  en  Zeevaartknnde,  te- 
Tens  belast  met  het  beheer  en  de  bewaring  van 's  Rijks 
Zee-Instramenten,  Lid  van  het  Prov.  Utrechrsch  Gen.  ta 
Utrecht,  Bestnnrder  van  het  Volks-Onderw.  in  de  Wis-, 
Natnor-,  Schei-  en  Werktaigkonde,  opgerigt  door  de 
iMide  Amstd.  Dept  der  Maatseh. :  Ti4  Nta  tan  U  Al- 
gemeen,  enz.,  enz 1832. 

(^)    Jaartülhn  van  dê  ê$rst9  V9¥kiesing  als  Lid  van  het  Bestuur. 
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J.  Bador  CfHiiitv,  Ridder  Tan  de  Orde  Tan  den  Neder- 
landfchen  Leêow,  Korrespondent  der  1^  Klasse  van  liet 
Konink),  NederU  Institoot  van  Wetensch,,  Letterk.  en 
Schoone  Kansten,  Lid  van  het  Prov.  Utrechtsck  Gen. 
van  Kansten  en  Wetenschappen ,  te  Utfwhi ,  Lector  in 
de  Wiskonde  aan  de  Kontnkl.  Militaire  Akademie,  te 
Breda  f  enz.,  enz.,  Eente  SecretarU.  •      •     •     •     •  1835. 

B.  G.  WiTLAGB,  Tweede  Secretarie 1818. 

H.  WiMTiRo,  Penmngmeeeter. 1825. 

BUITENGEWONE  LEDEN  VAN  VERDIENSTE 
IN  HET  WETENSCHiPPELUKË  VAK. 

J.  P.  Dblpbat,  Kommandcar  van  de  Orde  van  de  Eiken- 
kroon  ,  Ridder  van  de  Orde  van  den  Nederl.  Leeaw , 
Lnitenant-Kolonel-Ingeniear ,  Kommandant  der  Koninkl, 
Militaire  Akademie,  te  Breda,  Lid  der  1*.  Klasse  van 
het  Koninkl.-Nederl.  Institaat  van  Weteasch.,  Letterk. 
en  Schoone  Kansten,  Lid  der  1*.  Klasse  van  het 
Koninkl.  Institaat  van  Ingeniears,  te  Delft,  Lid  van 
het  Prov.  ütrechtsch  Genootschap  van  Kunsten  en  Weten- 
schappen, te  Utrecht,  van  het  Bataafiwh  Genootschap 
der  Proefondervindelijke  Wijsbegeerte  ,  te  Rotterdam , 
enz.,  enz.i  Oud*  1*.  Secretaris  des  Genootschap,  te 
Breda (*)  1829, 

J.  Badov  GoiJitzf ,  Ridder  van  de  Orde  van  den  Nederl. 
Leeaw,  Korrespondent  der  1*.  Klasse  van  het  Kon.- 
Nederl,  Institaat  van  Wetensch.,  Letterk.  en  Sehoone 
Kansten,  Lid  van  het  Prov.  Ütrechtsch  Genootschap  van 
Kansten  en  Wetenschappen,  te  Utrecht,  Lector  in  de 
Wiskande  aan  de  Koninkl.  Militaire  Akademie,  te  Breda, 
enz.,  enz,,  Eente  Secretaris  des  Gcnootschaps. .     .      .  1836^ 

B,  LoiATTO,  Math,  Mag.  et  PhiL  Nat.  Doctor,  Ridder 
▼an  dé  Orde  van  den  Nederl.  Leenvr,  Hoogleeraar  in  de 
Hoogere  Wiskande  aan  de  Koninkl.  Akademie  ter  oplei- 
ding van  Bai|[er]ijke  Ingeniears,  enz.,  te  Delft,  Advi- 
seur voor  de  Zaken  der  Maten  en  Gcwigten  bij  het 
Ministerie    van    Binnenlandsche    Zaken,  Lid    van   de 


(*)    J^rtulis^  van  dê  bsnosming  tot  lid  van  Verdienste ,  ens. 
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1*.  IkMB  im  bet  I«itaU.-NdM.  SattiÈuatna  Wclaa* 
«kappen,  LettetbuMla  en  Scboana  loiMlen,  cas,  eni., 
te  J>»V*" 18». 

BUITENGEWONE  LEDEN  TAN  VERDIENSTE 

IN  HET  HUISHOUDELIJKE  VU. 

H.  TAH  Wittn,  Jagobvss,  te  Amsterdam.    •     .     .     •  1819.* 

H.  G.  WiTLiat,  Ie  Amsterdam y  Tweede  Secretarie.     •  182&. 

B.  WiUTivey  te  Amsterdam^  PeMuagmeesier.  .     •     •  1829. 

C  F.  JoLiw,  te  Amsterdawu •  1843. 

A.  HiJiBSBOJitB,  te  J7eeM«te<b 1848. 

LEDEN  VAN  DE  WEIENSCHiPPELUKE  COJHUISSIE. 

J.  P.  DftLFftiTy  Kommandanl  der  KoniiilL  Hilitaire  Aka* 
demiey  eoz.,  (e  Breda.  (Zie  boTen)» 1821« 

J.  Binoai  GflUsiH,  Lector  in  de  Witkonde  aan  de  KoninU. 
IClitaire  Aiademie,  enz.,  te  Breda.  (Zie  boTen)  .   1830. 

6.  A.  TAi  KiiKWUK^  Korrespondent  van  do  l'.RIatse  Tan 
hel  Koninkl.  Nederl.  Institaal  .van  Wetenicb.  ^  Letterk. 
en  Schoone  Kanalen,  Eerst*Aanwezend  logenienr  te 
rUBsimgen. 1840. 

R.  LoB4TTo,  Maih.  Mag.  et  Phil  Nat.  Doctor  y  Hoog- 
leeraar  in  de  floo|^ere  Wiskande  aan  de  ILoninkl.  Mili- 
taire Akademie  ter  opleidii^  van  Burgerlijke  Ingenieora, 
te  Ddfty  enz.  (Zie  boven) 1840. 

F.  J.  SranuaT,  MaJtk.  Mag.  ef  Pkil.  Nait.  Doctor  ^  eni.^ 
Ie  Amsterdam.  (Zie  boven) «     .   1824. 

BIBLIOTHECARIS. 
H.  WiUTiaa,  Ie  Amsterdam.^     .......  1843. 

LEDEN  VAN  VERDIENSTE  SER  TWEEDE  KLASSE. 

A.  L.  Hbctob  ,  Onderwijxer  in  de  Wis*  en  Zcevaartkande, 
eat.y  teMiddelbufg 1812. 

A.  FocK ,  Ridder  van  de  Orde  van  den  Nederl.  Leeaw , 
Siieeteor  van  de  Nederl.  Bank ,  Lid  van  het  Hoofdbe- 
abnir  der  Haataeh.:  Tot  Vut  van  U  Algemeen,  eni., 
U  jémeiêrdam. •  W12. 
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F.  J.  SfftmtT,  MM.  Mag.  9$  Pkü  JKm.  Dodar,  cns^ 
jimtfméam*  • 1824. 

W.  Tor,  Wzv.,  Kostodioonioader  te  Ztmksee..     •     .  1824. 

1.  Bissiir,  Onderv.  in  de  Widniiide,  ^eot,,  te  Amêterdtm.  1827. 

J.  loHEVUT ,  Maih.  ei  PkiL  Niü*  Cand. ,  Onderwijzer  in 
de  Wis-  en  Zce?aarlkunde  in  de  Kweekicbeol  voor  de 
2IeeTaart,  te  Amsterdam  ^  onder  Nieuwer^AmeleL  •     .  1827. 

A  TAH  BUiTKnr,  Maih.  Mug.  ei  Fhil.  Nat.  Doctor^ 
Slads-Leclor  in  do  Wi«-  en  Natourkondige  Welen* 
acbappcn,  te  Zwolle •     «     •  1833* 

4.  AcQUoT,  Onderwijzer,  te  Amsterdam. 1837« 

'S.  Bik,  CoRifz.y  InueDieor  ^an  den  Waterataat-cn  'sLands 
Gebouwen ,  in  ambobmle  dienst,  in  NeétL  Itufië,  Ibans 
te  Panaroeidn,  op  Java. 1842. 

Jonkb.  W.  J.  C  RAXHBLKAir  Ëuirnt,  te  Ledden.  \     .  1846. 

G.  W.  F.  Bakhb,  Leecaar  in  de  Wiskunde  aan  bet  Ste- 
delijk-Gymnaaiom,  iQ  Middelburg.    .      ...      .      .  1848. 


KORRESPONDENTEN. 

A.  HAKESBoitB,  te  Heemstede,  ?opr  Haarlem 1802. 

J.  G.  AaB05,  Ridder  ?an  de  Orde  van  den  Nederl.  Leenw, 
Lector  in  de  Wis-  en  Zee?aartkande  bij  de  Koninkl. 
Harine,  Lid  tan  de  Commissie  tot  bet  examineren  der 
Zee-OOicieren ,  enz.,  te  Rotterdam,  Toor  Rotterdam.   •   1813. 

A.  L.  HcCTOB,  te  Middelburgs  Yoor  de  Provincie  jZeelaad. 
(Zie  bo?en)  i 1827. 

J.  DbbibxaVi  Oud'2\  Secretarie  p  te  Deventer  ^  voor  de 

Provincie  Overijssel  en  een  gedeelte  van  Gelderland  '  •  1837. 

C  J.  Bolten,  Ingenieur  yan  den  Waterstaat  en  der  Pa- 
blicke  Werken,  te  Leeuwarden ^  voor  de  Provincie 
Vriesland. 1837. 

J.  Tboip,  Ridder  van  de  Orde  van  den  Nederl.  Leeuw, 
Bestorend  Lid  van  bet  BataviaascbGenootscbapvanXnns- 
ten  en  Wetenscb.,  lloofJ-Ingenieor  van  den  Waterstaat 
en  van  'sLands  Gebouwen  in  NeérUIndië^  te  Batavia} 
voor  Neérl  O.  Indië .  1848. 

6.  Tin  Bbüimbibe,  Wz.  Onderwijzer  in  de  Wiskunde,  te 
'sBag»,voór'sHage 1849. 
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fiEWONE  LBDnr. 
A.  HAMiBoirti,  te  Beemeiede.  (Zie  boftn)    ...(*)  1798. 
H.  6.  WiTLAGiy  2:Secreianê;  te  Jmtterdam  (Zie  ix»feD)  1804. 
A.  L.  HicTOKy  Oüderw.,  te  Miiêeïburg.  (Zie  boten)  .      .  1806. 
A.  Tia  Bm  SwAir,  Beêiwurder,  te  iluwfeniam.  (Zie  boren)  1807. 
A.  FocK,  Omd-Bettwurder  f  te  Amsterdam*  (Zie  boTen)   •  1808. 
L  TM  fisDSDKif ,  Opzigter  bij   de   Werken  tan  's  Rijkt 
Broogmakerigëa  aan  den  Uiihoom  ......   1808. 

D.  S.  WiTBBMAir  y  Landmeter  der  1«.  tlasao    Tan   bet  Ka- 
daster Toor  de  Dienst  te  Yelde,  te  Amsterdatn»     •     •  1808. 

R.  LoBiTTo,  te  Delft.  (Zie  boren). 1813. 

J.  DmiKAir,  Oud'  2^ ,  Seerefaris,  te  Deventer.  (Zie  boven)  1818. 

S.  J.  HoLDim,  Doctor  in  de  Wijsbegeerte ,  Inspectear  der 

Nederlandscb  Israëlitisebe  Godsdienstige  Scholen ,  Onder- 

'w^zer  m  de  Hebreenvscfae  Taal  aan  bet  Stedelijk  Gym- 

nanmn,  enz.  enz.,  Beëcdigd  Translatenr,  te  Amsterdam  1813. 

H.  TAR  WaasKH,  Jzn.,    Bestuurder,  it  Amsterdam,  (Zie 

boten) 1813. 

H.  F.  ViniJB ,  Ingeniear  tan  den  Waterstaat  en  der  Pa- 

blieke  Werken,  te  Groningen 1813. 

J.  G.  AtioB ,  te  i{<7^fen2ffm.  (Zie  boven) 1813. 

C  J.  Glatihars,  Ridder  tatn  de  Orde  van  den  Nederl.  Leenw, 
L\A  der  1*.  Klasse  ran  bet  Kon.-Nederl.  Institaat  van  We- 
teoscb.,  Letterk.  en  Sehoone  Kansten ,  Lid  van  het  ProT. 
Ulrechtsch  Genootschap  van  Kansten  en  Wetenschappen , 
te  Utrecht,  tan  bet  Bataafsch  Genootsóhap  der  Proefon- 
dervindelijke  Wijsbegeerte,  te  Rotterdam,  Constmctear 
bij  het  Departement  der  Marine  van  de  Haas,  enz.,  enz. , 

te  Rotterdam 1814. 

C,  J.  BoiTBR,  te  Leeuwarden.  (Zie  boven)  ....  1818. 
S.  F.  Klursxi,  Kommandear  van  de  Orde  van  de  Eiken- 
kroon,  Ridder  Tan  ^e  Militaire  Willems-Orde  4«.Khisse  en 
vsD  de  Orde  van  den  NedeH.  Leeaw ,  Lait-Kolonel;  Inge- 
niear en  Kommandant  van  bet  Bataljon  Minears  en  Sap- 
peon^Lid  tan  bet  Ph>v.  Utrechtscb  Genootschap  ran  Kan- 
sten en  Wetenacb.,  te  Utrecht,  enz.,  enz.,  te^^mAem.  1819. 
^•P.  BnraiT,  Oud'  V. Secretaris,  te  Breda.  (Zieboren)  1819. 

n   Jèariathn  tan  dên  aanvang  van  kêi  Lidmaattehap. 
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W.  To»,  Wi.,  Kofttthoottioiidflr,  te  ZUrihm:  (Zie  bofen)  1819. 

C.  F.  Jouvt,  ÜMfimnbr,  Oaderwijier,  te  AwMÈurimm. 
(Zie  boveo) 1820. 

6.  A.  TAN  Kbikwiik,  te  Flüiingm,  (Zie  boren).     .     .  1820. 

C.  TAH  HBimMBROBR,  Aii.  Lib.  Mag.  PUL  ei  Mêd. 
Doctor  f  eerste  Hoogleenar  der  WisLonde  aan  liet  Ko- 
ntoklijke  Inatitnot  Toor  de  Marine ,  te  Medemblik.  •      •   1821 « 

H.  Wbijtiho  I  Penmng$neeHer  en  BiblioAecaris  des  Ge- 
Dootschaps  I  te  uilvMlef  (bm,  (Zie  boTen)  •     .     •     •     •   1822. 

J.  Basuv  ,  Onderwijser  in  de  Wiskunde ,  te  jiwulordam. 
(Zie  boven). , 1822. 

J.  AoQooT,  Onderwijzer,  te  Jmiierdam.  (Zie  boven).     •  1822. 

F.  J«  Staulabt,  Buiiêwder,  te  ^mslenbrn.  (Zie  boTen).  1828. 

J.  JoHKOBBT,  onder  Niouwor^AmsteL  (Zie  boven).     •      .  1823 « 

P.  H.  TAB  DBB  Mbolbb,  Kapitein  der  Artillerie,  te  Breda,  1824. 

J.  DooBKAH,  Kapitein  der  Artillerie,  te  Uireehi  .     •     .   1825. 

P.  HoiDBKOf BB ,  Staatsraad  in  Baitengewone  Dienst ,  Kom- 
mandenr  van  de  Orde  Tan  den  Nederl.  Leenw ,  Oad- 
Borgemeester  en  thans  Lid  Tan  den  Raad  der  Stad  ^m- 
eterdam ,  cns. ,  enx. ,  te  Amtierdom.  .     •      .     •  1826 . 

6.  Gbaaflahp,  te  's  Gtaioenkage •     .  1820. 

E.  Olitibb,  Dz.  ,  Eextte-Landmeter  bij  de  Algemeene 
dienst  van  den  Waterstaat,  te  's  Hago, 1827. 

Jonkh.  W.  J.  C  Rahxbuiar  Eubtibb  ,  te  Londen.  (Zie 
boven)    .     , 1827. 

W.  A.  Fboobb  ,  Ridder  van  de  Orde  van  de  Eikenkroon 
en  Ond-  1'.  Luitenant  Ingenieur ,  te  Amaierdam*    .      .  1828 . 

J,  Badoh  Ghubbn,  V,SterHari8fit  Breda,  (Zie  boven).  1828. 

N.  L  Babbrds,  te  AmaUfdam 1828. 

L.  J.  ÜLHAB,  Arrondissements-Uker,  enz.,  enz.,  te  ^«i* 
Êlordam 1829. 

Jacob  SwABT,  uBesHitfficIsf ,  te  Amaterdam.  (Zie  boTen)     •  1829. 

IsAAc  WABBsncKy  Voüo  Sdcretttrü  Tan  de  4*.  Klasse  Tan 
het  Koninkl.  Nederl.  Instituut  Tan  Wetensch.,  Letterk. 
en  Schoone  Kunsten,  Lid  Tan  den  Raad  Tan  Bestuur  der 
Koninkl.  Akademie  Tan  Beeldende  Kunsten  en  Secretaris 
TBo  de  Haatschapi»] :  Tot  betordering  der  Bouwkunst, 
te  Amsterdam 1829. 

B.  Spboit  ,    1*.  Leermeester   bij  de  Diaconie  Seholen ,  te 

A 
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.  1829. 

£  YAM  Bi^iiUH ,  te  Zwoüe.  (Zie  boTCo) 1830. 

J.  KoLlBWUR,  Kostfchoolhoiider,  te  Sehotmkoven.     «     .  18S0. 

H.  L.  TAS  Hoofi,  to  Zutpken 1831. 

Mr.   E.   BoAi,  Kanton-Regter  van  het  l^  KantOQ»  te  ^m* 
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MIT   BIBIILTIl 


OJ^TBINDINGEN. 


].     Voorste  I.. 
Door  T.  A.  F.  DsLPRiiT. 

JzÊen   vraagt    eenige  van  de  voornaamête  etgemchappên  ên 
de    vergelijkingen   der  kegeieneden  af  te  leiden ,  uit  de  be* 
•chouwing  van  twee  hollen ,  welke,,  het  vlak  der  kegelenede 
aanrakende,  door  het  kegelvlak  omhuld  worden. 
Opgelost  door  T.  A.  F.  De  lp  r  at- 
Oplossing  van  T.  A.  F.  Di:lprat.. 

A.  Laten  O  en  O'  (Fig.  1)  de  niiddelpanten  zqn  van 
twee  bollen  y  aan  dezelfde  zgde  van  den  top  S  des  omhaU 
lenden  kegels  gelegen;  z^  voorts  APBQ  een  plat  vlak,  bet- 
welk  deze  bollen  in  F  en  F'  raakt ,  dan  zal  men ,  daar  de 
loodlgnen  OF  en  O' F'  op  dat  vlak  onderling  evenw^dig  zijn, 
door  deze  loodiynen  en  de  as  SO'  een  vlak  MSN  kunnen 
brengen;  dit  vlak  MSN,  bet  ombullende  kegelvlak,  volgens 
de  lijnen  SM  en  SN  sn^dende,  zal  dan  loodrégt  op  bet  vlak 
APBQ  z^n,  en  betzelve  sngden  volgens  de  l^n  AB,  welke 
door  de  raakpunten  F  en  F'  gaat.  Van  de  kromme  lijn 
APBQ,  Tolgens  welke  bet  kegelvlak  nu  door  bet  platte  vlak 
APfiQ  gesneden  wordt,  kunnen  w!g  dan,  op  eene  eenvou- 
dige   wijze,  de  volgende  belangr^ke  eigenschappen  opsporen. 

1®.  Trekken  wg,  door  eenig  pqnt  F  van  de  kromme,  de 
l^nen  SC' ,  FF  en  PF' ,  dan  zal  SC'  eene  beschrgvende  I^'n 
van  bet  kegel?lak  z^n,  en  dus  met  de  cirkelomtrekken  KL 
en  MN,  volgens  *  welke  de  bolli^n  ombuld  worden,  de  pun- 
ten C  i^n  C'  gemeen  bebben.  Daar  deze  cirkels  loodrégt  op 
^e  ai  SO'  en  dns  onderling  erenwqdig  z^n,  zoo  zgn  de 
Blokken   CC' ,    KM  en   LM ,  door  bon  van  de  beschrgvenda 

L  Dril.  •  A 
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lijnen  afgeanedeni  even  groot.  Ook  ia  PF  =  PC  en 
PF  =r  PC' ,  a]8  z^nde  deze  l^nen ,  twee  aan  twee ,  raak- 
lijnen  uit  een  zelfde  punt  boitea  een  bol  aan  dien  bol'ge- 
trokken. 

WQ  hebben  dsa 
PF  +  PF'  =  PC  +  PC'  =  CC'  =  KM  =  LN, 
en  daar  deze  eigenschap  doorgaat ,  Toor  elk  willekenrig  pnnt 
P  der  kromme,  zoo  Tolgt  hierait:  dat  deze  in  een  plat  vlak 
gelegene  y  onafgebrokene  en  in  zich  zelve  wederkeerende 
kromme  l^n,  de  eigenschap  heeA,  dat  de  som  der  l^nen,  nit 
eenig  pant  P  van  dezelve,  naar  de  in  haar  vlak,  gelegene 
panlen  F  en  F'  getrokken,  overal  even  groot,  en  wel  gelijk 
aan  KM  of  LM  m1  s^n. 

'  2^.    Deze  eigenschap  ook  plaats  hebbende  voor  de  pnnlen 
A  en  B,  zoo  is 

AF+  AF  =Bf  H-  BP; 
en  hiervan  aan  weerszijden  f  F'  ^rekkende  ,^  vinden  wij^ 
AF  ^  BF. 
De    pnnten   F   en  F'  liggea  alzoo  even  ver  van  de  nitein- 
den  A  en  B ,  en  dus  ook  van  het.  midden  £  der  Iqa.  A  8. 
3^.     Hiernit  volgt  verder,  dat  ^ij,,  in  plaats  van 
AF  +  AF  =  CC', 
ook  zullen  mogen  scbrqven 

AF  +   BF   —  CC';, 
dat  is  AB  =  CC'. 

De  som  der  l^nen  PF  en  PF*^  i^  dus  o.veraJ  gjelijk  aan  AB. 
4^.  Ondidrstellen,  wq,  dat  in  he^  vlak  APBQ  e^me  lijn  BV 
gelrokken  is,  de  kronyne  in  eenig  pnnt  P  rakende,  dAft  zal 
deze  raakl^n  geheel  gelegen  zgn  ia  een  vlak ,  hetwelk  den 
kegel  volgens^  SC',  en  ^ns  d^  bollen  in  C  en  C'  raakt. 
Worden  dus,  nit  eeni^  punt  R  der  raaklqn,  de  lijneo  RFi 
eni  BC'  getrokken ,  zoo  zqllen  deze  lignen  den  bol  MFN  T»r 
b?n,^  en  de  driehoeken  RF'P  en  RC'P  zqa  dan  gelgk.  en 
gejygkvQrmig,   onpdAt  RF   =   RC'   en  PF  =32  PC'  is;  hiev^ 

hoêk  FPR  =  haêi  RPC'. 
"Worden  even^oo,  uit  eenig.  pnnt  Y  der  ranklfn,,  de  I^nen 
TfF  en   yC  g^etcokke^^  zoo  r^ken  deze  lijnen  dien^  bol  KFL^ 
en.  dnü.zqa  da»  opk  weder,  qmd#t  VF  =3:  VC  es^PF.ssPC 
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IA,  de  drleboekêti  TfP  en  VCP  gelgk  eik  gélijkVortiiig,  wAar- 
ait  Tolgt 

hoek  FPV  -=:  hoek  CFT. 

Maar  de  hoeked  ftPC'  en  CPY  xijn  al»  overstaande  hoe- 
ken aan  elkandel^  g^^^k,  en  éerbatve  is  dan  óok 

hoêk  FPV  —  hoek  F  PR; 
waaruit  bl^kt,  dat  de  Igtién  tF  en  PE'  met  de  raaklqn  BV 
gel^ke  koeken  maken. 

5^  De  in  3^  bewetene  eigenaehap  eiiïdeUjk  is  toereikend, 
om  de  Yergel^king  der  krottfme  te  vinden. 

flemen  tv^  daartoe  de  Ign  A6  tot  aa  der  x,  en  haar  mid- 
den £  tot  oorsprong  dei^  onderling  regthoekige  coördina- 
ten aan;  atellen  wQ  AB  j^  2tf,  PF  rr  •,  PF'  zrt  9', 
£F  =r  EF  =2  a,  en  laten  ir  en  5^  de  coördinaten  V^an  het 
pont  P  z^n ,  dan  hebben  wij 

V  =i/{y»  +  (a  +  x)^) 
en  v'  ==:i/{y^  +  {»  -  *j  =  }, 

vraarait  door  optelling  volgt ,  omdat  v  +  t'  z:^  2a  ik , 

of   2a   -   x/{y^  +  (a  -  »)«}=  |/{y-  +  (e  +  x}«}; 
deze   tergel^king   in    (et   vierkafAtt   brengende,    kortifl    er    na 
herleiding 

II*  —  aj^  ±f:  «  i/{y»  4-  («—*)"}  , 
en   aoö  w§^  deze   andéfcnaal    tot  de  tweccfe  mrfgf  tefhefR^i», 
gaat  arQ'  crvièr  in 

Dé  woatde'  van  y ,  ^eïke  met  ^  =t}  O  evereénstemt ,  cbev 
5  Tooratellende ,  is  « ■  •***  a*  i=:  4*  ;  en  hierdoor  Wordt  de 
gevondene  Vérgel^kiWf  géëne  andere,  daii  dé  gemene  vergelijk 
kiag  der  ellips 


B*  Indien -de  tii^éè  bT>l]%É  thtn  tv^^tslB^efl  van  den  top  S 
des  omhnllenden  kegela^  glspMatat  ii^  f  ioe  als  in  Fig.  2  ia 
voorgesteld ;  en  wg  dan ,  dotff  de  b^  die  figiiui^  geplantstê 
letters ,  déZeB^e'  of  té  oVereeilkóAisIfigëi  lianen  ^h  tl^tteïi  als 
1^'  Fig.  \  cMdaiJéli'y  kMttëtt  w$  dnok,  öp  eè>ne  eKi^n<  eetrvonu 
d^  itüftt  >  ^e  éigeMtttffpM  de»  ki^èfmme  1^  APfiQ  vanden, 
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volgena  welke  het  omhullende  kegeWlak  gesneden  wordl  dooi; 
het  platte  vlak  APBQ,  dat  de  hollen  in  F  en  F  raakt. 

P.    Voor   eeaig  punt  P  van  die  kromme ,  hebben  wij  na^ 
meiijk  weder  PF  =  PC  en  PF'  =  PC',  waaruit  volgt 

PF  —  PF'  =  PC  —  PC  =  CC'  =  KM  =  LN; 
het   verscliil    der  afstanden,    van  eenig  punt  P  der  kromme 
tol   de    punten    F    en  F',  is  akoo  standvastig  gelgk  aan  KM 
of  LN- 

2^.     Voor  do  punten  A  en  B  hebbeu  wg  dus  ook 
AF—  AF'  =  BF  —  BF; 
en  hiervan  aan  weerszijden  AB  aftrekkende,  vinden  wij 

AF'  =  BF, 
waaruit    blgkt,    dat   ook    hier    de  panten  F  en  F'  even  ver 
van    de    uileindeu    A    en  fi,  en  dus  ook  van  bet  midden  £ 
der  lijn  AB  verwijderd  zijn. 

3^.     Diensvolgens  zullen  wg,  in  plaats  van 
AF  —  AP  =  CC', 
wederom  mogen  schrijven 

AF  -  BF  =  CC', 
dat  ia  AB  =  CC'; 

zoodat    nu    het    verschil    der   Ignen    PF  en  PF'  overal  gelijk 
aan  AB  is* 

4**.     Hetgeen    in    A ,    ouder   4** ,  voor  de  ellips  gezegd  is , 
letterlek  op  Fig.  2  toepassende ,  vinden  wij  ook  hier  weder 

hoek  F' PR  =  hoek  RPC'  en  hosk  FPV  =  hoek  CPV  ; 
maar  alsnn  zijn  de  hoeken  RPC'  en  CPV  elkanders  supple- 
menten ,  en  bijgevolg  is  dan  ook  de  hoek  FPV  bet  supplement 
van  den  hoek  FPR ,  of  gelijk  aan  den  hoek  FPV,  zoodat 
bij  de  kromme  van  Fig.  2 ,  de  raaklgn  van  eenig  punt  P , 
den  hoek  FPF  middendoordeell. 

5^.    De  Ign  AB  tot  as  der  x,  en  haar  midden  £  tot  oor- 
sprong   der   onderling    regthoekige  coördinaten  aannemende, 
geraken  wg ,  even  als  in  A ,  tot  de  vergelijkingen 
v'  =  l/{y«  +  (*  -  ey\ 

en  t»   =  V{lf^  +  {'  +  •)*}  ; 

waaruit  nn  door  aftrekking  volgt 

.    2a  =  i/{y»  +  (*  +  ey)  -  i/(y*  +  (*  -  «J»}  ; 

na    verdrijving   der   worlelgrootheden  komt  er  dan,  zoo  wg 

0^^a^:^i^  stellen,  de  gewone  vergelijkiiyg  der  hyperbool 
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C  Laat  na  nog  O  (Fig.  d)  het  middelpant  van  éénea  bol 
sqn ,  die  volgens  den  cirkel  KCL  omhald  wordt  ^  door  een 
kegeWlak  waarvan  MSN  eene  centrale  doorsnede  voorstelt; 
zq  verder  QBP  een  plat  vlak ,  loodregt  op  bet  vlak  MSN , 
evenw^dig  met  de  bescbrqvende  lijn  SM ,  en  den  bol  in  bet 
punt  F  rakende,  dan  zal  dit  vlak  QBP  bet  kegelvlak,  vol- 
gens  eene  in  bet  oneindige  voortloopende  kromme  Iqn  QBP, 
snqden  ,  vrelker  voornaamste  eigenscbappen  op  de  volgende 
wi|ze  kannen  gevonden  wprden. 

1^.  Trekken  wij ,  uit  eenig  pont  P  van  de  kromme,  de 
bescbrfvende  lijn  PS,  alsmede  de  Iqn  PF,  zoo  blijkt  al  da- 
cWgk,  dat  PF  =  PC  =  LH  is;  maar  BH  =  AB  en 
fiL  =  BF  z^nde,  zoo  is  LH  =  AB  +  BF,  en  dus  ook 
PF  =  AB  +  BF. 
Alsoo  is  de  afstand  van  elk  pant  P  der  kromroe  tot  bet 
pnnt  F,  gel^k  aan  de  projectie  van  baren  boog  BP  op  de 
]i|ri  £(y,  opgeteld  met  de  standvastige  BF. 

2<>.  Brengen  wq,  door  de  bescbrgvende  Iqn  SP,  een  ra- 
kend vlak  aan  den  kegel ,  en  zij  V  deszelfs  snijpunt  met  de 
lijn  AB;  indien  w^  dan  in  dat  vlak  de  Ignen  VP  en  VC 
trekken,  zal  VP  eene  raakl^n  der  kromme  in  bet  pant  Pt 
zqn,  terwijl  VC  den  bol  KL  F  in  C  zal  raken.  Wij  bebben 
dan  weder  VF  =  VC,  en  daar  ook  PF  =  PC  is,  agn 
alzoo  de  drieboeken  VFP  en  VCP  gelqk  en  gelijk?ormig , 
waaruit  volgt 

hoek  FPV  =  hoek  CPV, 
Brengen   wg    verder   door  bet   pant   O',   alwaar  het  vlak 
QBP    de   as    SO'  sngdt,  een  vlak  MN  loodregt  op  deze  as, 
dan  sal  liet  pant  P  zich  op  het  vlak  MN  in  een  pant  J  van 
den    straal   (YE  projecteren;. voorts  zal  eene  Ign  PD,  even- 
wijdig   met  BO'    getrokken ,  de  gemeene  doorsnede  QR  der 
vltkken   QBP  en  MN  ergens  in  D  ontmoeten ;  terwgl  einde- 
Igk  de   dooranede   RE ,  van  het  rakende  vlak  SPV  met  hel 
vlak  MN,  loodregt  op  den  straal  0'£  zal  staan,  en  de  door- 
snede QR   in    een    zelfde   pant    R   met  de  raaklgn  VR  zal 
ontnoitent 
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Daar  nu  de  hoeken  POEl  en  P£R  beide  regt  zgn^  en 
PO  =  MG  =  P£  18,  zign  de  driehoeken  POa  en  PER  , 
welke  bovendien  nog  de  zi}de  PB  gemeen  hebben  ,  gelijk  en 
gel^kvormig  i  hieruit  volgt 

hoek  DPR  =;:  ho0k  ^?E  ^  hmsk  QPV , 
maar   vv^   vonden   reeelf  ho^k    FPV  ss  hotk  CPV ,   eu  dtts 
is  ook 

hoek  DPR  se;  Aoe^  f PV. 

De  raaklqn  RV  maakl  «Izoo  gelijke  hoekeu  loet  de  lyneii 
PD  en  PF. 

3^    Wqder»  ia  ook  nog  boek  DPR  =;::  hoek  EVP,  eq  dtia 
hoek   FPV   =    hoek  FVP ,    waaruit  Wijkt ,  dat  de  drielioek 
FPV  geli^kbeenig  is,  en  men  alzoo  heeft 
PF  =  VF. 

De  raaklqn  VR  snijdt  derhalve  de  liju  AB  ergens  in  een 
punt  V  I  dat  op  denzelfden  afstand  als  bet  punt  P  van  F 
verwijderd  is. 

4^  In  P  vonden  vf^,  dat  PF  =  AB  -f-  BF  is;  dus 
hebben  wij  dan  mede 

VF  =  AB  +  BF    of    VF  -*  BF  =  AB, 
dat  n  BV  =:  AB; 

die  subtangens  AV  is  b^gevolg  het  dabbel  van  de  abscis  AB. 

5^»  Memen  wg  BO'  tot  as  der  jp  ,  en  B  lot  oorsprong  der 
onderling  regthoekige  coördinaten  aan ;  stellen  wQ  BF  =3  ^, 
PF  =  I»  en  laten  »  en  y  de  ooördinaten  van  het  punt  P 
syn,  dan  hebben  wq  dadelijk 

terwijl,  zoo  als  wi)  in  P  vonden 

is.    Hieruit  volgt  dan 

of  na  vereenvon<}igi|ig 

en  zoo  wq  4g  =:  ;r  steliea 

i0  bdcende  vergelqkiag  der  parabooL 

AAitMWKXiieb.    Daar   i9«i    ona  tfeiidi&a  worsjy^dt^i  ^  qua  de 
algemeen    bekende  eigenschappen   der  kegelsnedeo  «p>  «eoe 
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cenToudiga  wqze  te  ▼iftd«D|  hebbeii  ^  ons  tot  het  boven- 
staande bepaald ,  ea  ter  bdrt>rlhig  opsettèlqk  weggelaten  alle 
gevolgtrekkingen y  welke  de  gedaante,  dé  symmetrie ,  ene.  der 
kfommen  betreffen;  aoo  ook  de  eigemcliappèA  der  brandpants- 
ordinaten^  en  der  raaklQaen  tot  dete  ordinaten  behoorende; 
gelijk  mede  de  beschonwing  van  ket  aaaUl  ponten  ,  welke 
de  niQ-  of  makl^nen  met  de  krörniM  kunnen  gemeen  heb- 
ben. Al  hetwelk  nit  de  eeilvoadigeCe  eigenschappen  des  ke- 
gels,  en  naaf  aanleiding  Van  de  bovenverkregene  oitkomsten, 
seer  gemakkel^^  te  vinden  y  eH  kniaeri  bq  al  onae  fefters 
overhand  is.  W^  willen  das  alleen  nog  de  volgende  bq- 
sonderheid  doen  opmerken ,  die  met  de  voorgaande  beschen- 
•wingen  in  een  ittéer  onmiddell^k  verband  staal. 

Dit  de  vergelqking  der  ellips  blijkt ,  dat  dexe  krémme  lijn 
geheel  bepaald  i* ,  door  de  groote  as  %m  en  de  aitmiddelpno- 
tigbeid  e.  Nemen  w^  das ,  op  den  in  Fig.  1  voorgeetelden 
straal  OF ,  eenig  punt  O'  (Fig*  4)  •!•  middelpunt  van  eeden 
nienwen  bol  aan ,  welke  0'F  tot  straal  heeft,  «oo  kan  men 
deaelfde  ellips  APBQ  ook  besehonwen  als  de  doorsnede  van 
een  kègêWtak  AS'B ,  helwelk  deaen  nienwen  bol  omhult; 
want  o  en  ^  blqven  hierdoor  onveranderd.  De  toppen  Hn 
der  verschillende  kegels,  die  op  deae  w^e  alk  deselfde  el- 
iips  APBQ  gemeen  hebben ,  liggen  in  eene  hyperbool. 

Om  dit  aan  te  toonen  hebben  w§ 

AS'  =  AK'  +  K'S'  =  AF  +  L'S' 
en  BS'  =:  BL'  +  L'8*  =t  BF  -^  L'S', 

waanrit  door  aftrekkitig  volgt 

AS'  —  BS'  =2:  AF  —  BF  SS  FF  =  2*; 
de   meetkttöitige  plaats  der   k^lloppen    S ,  S',  enk.  is  dds 
eene   hyperbool,  waarvan   A  en  B  de  bfandpunten,  FF'  de 
eerste  as ,  F  en  F  de  toppen  s^n. 

De  hyperbool  vAu  Fig.  2,  op  eene  overeenkomstige  w^ae, 
beschouwende  ids  tot  verschillende  ömhallénde  kegels  te  bsk 
booreü ,  vindt  men  gemakkelijk  Voor  de  meetkanstige  plaats 
dier  kegdtoppett  eene  effips ;  terw^l  men  deigelqks  vinden 
zal  dat  de  toppen  der  dmhnllèitde  kegels ,  tot  de  parabool 
vgn  Fig.  3  béhootettde»  wederom  in  eene  parabool  géh- 
9ti. 
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il*      V    o   o    B   6    T    E    I.» 

Door  T.  A.  F.  Dejcpbat. 
Twoe  giasen  pluieu  êiuiien  zoodmnig  aan  eikander  ^  dmt 
*9  tenen  zeer  kleinen  iweeviakkigen  koek  wormen,  en  »or- 
den  in  dien  toestand  zóó  in  een  vat  met  water  geêteld,  dai' 
de  ribbe  van  den  genoemden  iweeviakkigen  koek  loodregi 
op  den  waterspiegel  êtaat.  Men  vraagt  te  bewezen,  dat  kei 
water,  door  de  eapillariteit  tueechen  de  platen  opryzende , 
op  dezelve  eene  kyperbool  zal  af  teekenen ,  alsmede  de  ver^ 
gelpking  van  die  kyperbool  te  vinden. 

Opgelost    door   T.   A.  F.  Oeupbat  ,  J.  S.  Speijer  en  R. 
TAN  DB  Weerj>. 

Oplossing  van  T.  A.  F.  Delpeat* 
Laat  AC  (Figt  5)  de  ribbe  van  den  tweevlakkigen  hoek  ver- 
beelden ,  gevormd  door  de  glazen  platen  fiC  en  b  C ,  welke 
zoodanig  in  een  vat  met  water  gesteld  zijn,  dat  de  ribbe 
AC  loodregt  op  den  waterspiegel  VW  slaat;  dan  zal  de  wa^ 
terspiegel  den  genoemden  tweevlakkigen  boek  volgens  zijnen 
slandboek  BA  b  snijden.  Indien  nu  deze  hoek  fiA  b  kleiu 
genoeg  genomen  wordt ,  om  door  de  capillaire  werking  der 
platen ,  het  vocht  tusschen  deze  te  doen  rijzen,  zal  op  hunne 
binnenzijde,  door  het  vocht  eene  hyperbool  afgebeeld  worden, 
waarvan  wij ,  door  de  volgende  beschouwingen  geleid  ,  ge- 
makkelijk de  vergelijking  kunnen  opmaken. 

Oe  proeven  en  berekeningen  omtrent  de  eapillariteit  heb* 
ben  geleerd:  Vooreerst  ^  dat  in  de  zoogenaamde  capillaire- 
of  haar-bnizen  de  opklimming  van  het  vocht ,  boven  den 
omringenden  vochtspiegcl ,  altijd  omgekeerd  evenredig  is  met 
de  middellijn  der  buis;  en  ten  andere,  dat  bij  twee  concen- 
trische cilinders  AB  en  ab  (Fig.  6),  het  vocht  in  de  tus- 
schengelegene  ciliuder'roimte  ABab  eene  hoogte  zal  berei- 
ken, gelijk  aan  d^e,  welke  bereikt  zou  worden  in  eene  haar- 
huis, het  verschil  der  stralen  tot  straal,  of  tweemaal  den 
afstand  Aa  tot  middellqn  hebbende,  (zie  deswegens  Povil- 
LET,  Elem.  de  Phys. ,  4e  £d. ,  Tom.  11 ,  pag.  8J. 

Oeze  laatste  wet ,  alleen  afhankelijk  zignde  van  het  ver- 
schil der  stralen,  en  niet  van  de  grootte  der. stralen  selveu 
zal  alzoo  waar  blqven,  hoe  groot  deze  ook  genomen  worden, 
en   das  ook  nog  voor  twee  evenwijdige  platte  vlakken  door- 
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gum ,  welke  men  als  oilindervlakken ,  met  oneindig  groote 
•Inlen  beschreven ,  mag  beschouwen*  Bq  evenwqdige  platen 
Afi  eii  ab  (Fig«  7)  sal  dienvolgens  de  opklimming  van  bet 
vocht  omgekeerd  evenredig  z^n  met  hannen  afstand  A  a, 
en  onafhankelijk  van  hunne  breedte  AA'  of  aa'.  Dese  ge- 
volgtrekking is  bovendien  door  proeven  voldingend  bewezen. 
Het  xij  men  dus  de  plaats  hebbende  capillaire  werking , 
bq  de  in  ons  vraagstuk  bedoelde  platen  (Fig.  5)|  vergelqke 
bil  die  eener  reeks  van  haarhuizen  tnsschen  de  platen  gesteld; 
ol  wel  dat  men  in  elke  doorsnede  ^  ioodregt  op  de  lijn  ge* 
nomen  ^  welke  den  hoek  BA  b  middendoordeelt ,  het  vocht 
beschouwt  als  .tnsschen  twee  evenwijdige  verticale  strooken 
QP  en  qp  geplaatst  te  zijn;  dit  is  zeker:  dat  in  beide  ge» 
vallen  de  opklimming  omgekeerd  evenredig  zal  z^n  met  Q  q. 
Wanneer  wg  nu^  het  punt  A  tot  oorsprong  der  onderling 
regthoekige  coördinaten  aannemende ,  AQ  zz:  x,  PQ  ^  y, 
A£  =  ^  en  B  b  ^  a  Biellen ,  hebben  wq  de  evenredigheid 

è  i  X  zn  a  :  Qq; 
maar  ingevolge  het  boven  aangemerkte ,  hebben  wij  ook  nog 

y  :  BD  =  a  :  Qq, 
waarin  BD,  of  de  opklimming  bij  B,  afhankelijk  is  van  den 
afstand  a  en  van  den  aard  der  gebezigde  stoffen.  Oeze  twee 
evenredigheden  geven  ons 

è  :  X  :=z  y  :  BD 
en  hieruit  volgt,  zoo  wg  il  X  BO  =  m^  stellen ^ 

xy  =  «I»  ; 
de  bekende  vergelijking  eener  gel^kz^dige  hyperbool,  ten  óp- 
zigte  van  de  onderling  loodregte  asymptoten  AB  en  AC. 

Aammebkiko.  De  hoogte  welke  het  vocht  langs  AC  zal 
bereiken^  is  even  als  BD  afhankelijk  van  den  aard  der  ge- 
bezigde stoffen,  en  wordt  dus  in  deze  algemeene  beschou- 
wing onaangeroerd  gelaten ,  daar  wij  ons  slechts  voorstelden 
den  vorm  der  kromme,  door  het  vocht  op  de  binnenzijde 
der  platen  afgebeeld,  na  te  gaan. 

W^  onderstelden  eindelijk ,  dat  de  capillaire  werking  het 
vocht  aan  de  binnenzQde  der  platen  werkelijk  boven  den 
omringenden  vochlspiegel  optrok  ;  of  volgens  eene  daartoe  ge- 
bruikelijke uitdrukking,  dat  het  vocht  de  platen  nat  maakte, 
en  b.  V.  bij  water  en  glas  het  geval  is.  Heeft  er  eéno 
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tegengestelde  werUng  pleatf ,  xoo  ali  b.  Vt  b^  kwik  en  gHift, 
ot  b^  water  eu  vet  glas ,  bet  geval  loa  «jn ,  dan  sal  het 
Tocbt  binnen  de  platen  beneden  den  omringenden  vochtspte* 
gel  blijven;  doch  daar  het  r^zen  en  dalen ^  ten  gevolge  der 
capUlanteit ,  volkomen  deseUde  wetten  volgt ,  soo  snllen 
wij  voor  dit  laatste  geval  slechts  y  als  negatief  behoeven  aan 
te  merken  I  en  daardoor  een  hyperbool  ia  den  stand  GDi' 
verkrijgen. 

UI.     VOOESTSL. 

Door  T.  A.  F.  Dzlp&at. 

Eene  horizontaal  geplaatste  êiaaf,  die  men  ah  onhuig* 
baar  en  zonder  gewigt  aanneemt ,  rust  in  A  en  B  (Fig.  8J 
op  twee  steunpunten^  waarvan  de  uiterste  draagvermogens 
P  en  Q  gegeven  saijn.  Wanneer  men  nu  deze  staaft  er^enB 
iuêsehen  A  en  B,  eenen  gegevenen  last  L  -^  P  +  Q  wil 
laten  dragen,  is  de  vraag,  hoe  digt  men  met  dien  last  L 
elk  der  steunpunten  mag  naderen,  zonder  deze  te  doen 
bezwijken, 

OroELosT  door  C.  P.  fiuRotB,  G.  Koster  ,  J.  A.  Uansbk, 

IJ.   MiDDELBDAO,   J.  S.  SPEIJER    en   R.  VAN   DB   WzERDt 

Opi-ossiiio  van  C.  P.  Bvroeb. 
Laat  C  een  punt  der  staaf  eijq  ,  in  hetwelk  aQ  den  last  L 
dragen  kan ;  indien  yr^  dan  /?  en  ^  de  drukkingen  noemen , 
door  dezen  last  op  de  steunpunten  A  en  B  uitgeoefend|  heb- 
ben wijy  AB  =  a,  AC  szr  «  en  BC  ^  y  stellende,  vol- 
gens de  bekende  regels  der  statica,  de  aaneengeschakelde 
evenredigheid 

L  :  /i  :  f  =  a  :  y  :  s; 

yL         (a  —  x)  L 
waarnit  volgt         />  =  2—  =  i i —       .     .    .    •    (IJ 

jrL         fa  —  y)  L 

Na  %sl,  blgkens  de  vergelqking  (l),  p  grooter  worden 
naarmate  s  kleiner  wordt,  totdat  eindel^k,  wanfteer  dedrnk- 
king  p  de  gtoetate  waarde  P  vcrrkr^gt,  die  sq  volgens  de 
opgaaf  hebben  mag,  x  hare  kleinste  wuarde  sal  verkregen 
hebben.  Die  kleinste  waarde  door  AC'  =  jd'  voorstellende, 
hebben  w^  dan  volgens  (1) 
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p  -  (>  ~  ^')  L 


w%«rait  diuMijk  g^vondeo  wordt 

^^       AC'  =  x'  =  ^— « (3) 

Dit  da  'ver^qking  (2)  blijkC  desgelijks ,  dat  y  hare  kleiiute 
waarde  y'  ss:  BC*"  zal  li#bb«ii ,  indien  ^  de  groota(e  waarde 
Q  beeft  I  welke  zij  Tolgeut  de  opgaaf  mag  bebben;  zoodal 
dan  ook 

ia,  waaruit  geronden  wórdt 

BC'  =  y'  =  ^  ~  ^tf.     .    •    .    .    (4) 

De  ponten  C'  en  C%  door  de  formalen  (3)  en  (4)  bepaald,  zyn 
dan  nu  dié  ponten  der  staaf,  buiten  welke  de  laat  niet  aange* 
bragt  kan  worden ,  zonder  het  bezwigken  ran  een  der  sleun* 

ponten  ten  gevolge   te  hebben.    Neemt  men  dan  ook  in  (1) 

f         p 
X  <  — z a ,  loo  vindt  men  j^  >  Pj  en  neemt  men  in  (2) 

Li 

y  ^  r —  a ,  zoo  komt  er  y  >  Q. 

MA 

AjLHWMVJütHf^  van  C«  Kosteh.  Voor  de  toaacbenruimte , 
binoen  welke  de  last  L  -^  P  +  Q  in  een  overigens  wille» 
keorig  pont  kan  aangebragt  worden,  zonder  het  beswqken 
Tan  een  der  steanpnnten  te  veroorzaken,  hebben  wq 

ï-  —  P  L  —  Q 

CC*  =  «  —  y—  y'=tf j^ — a T— «5 

dal  ie,  na  herleiding 

•    cc- =  l!.+  QIrLii^ 

la 

Voor  L  r=  P  +  Q,  wordt  CX'  =;  0;  de  last  L  kan  dan 
sleehts  in  een  enkel  pont  der  staaf  gedragen  worden.  Voor 
L  >  P  -f-  Q ,  wordt  CC'  negatief,  en  de  laai  kan  dan 
nergens  door  de  staaf  gedragen  worden ,  londer  dal  een  der 
sitnnpnnten  bezwqkt 
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IV.       VOOASTBL. 

Door  R*  TAM  DB  Wbbho. 
in   0€ne  cilinderoormige  kuip ,  tot  op  oeno  zokore  hoogte 
mei    water  gepuld,    wordt    een    houten   bol  geworpen  ^    di0 
daarin    vr^elifk   kan    draven ,    waardoor   het   water    in   de 
kuip    a   duim    r^st.    Vervolgene   wordt  h^  er  uitgenomen , 
en    uitwendig   met  zoo    veel  lood  van  lekend  soortelijk  ge^ 
wigt    verzwaard  j    dat  htj ,  andermaal  in  de  kuip  geworpen 
wordende,  met   het    water   in    evenwigt  6lyft.    Indien  nu, 
door  deze  tweede  indompeling ,  het  water  in  de  kuip  6  duim 
rijeP,  vraagt  men,  naar  de  grootte  en  het  eoortel^k  gewigt 
van    den    houten    bol ,    alemede    naar    de  hoeveelheid  lood, 
met  welke  hij  verzwaard  is. 

Opgelost  door  J.  S.  Sfeijeri  .1.  A.  Hansen  ,  D.  Bxereks 
DE  Haan,  C.  P.  Burger ^  G.  Koster,  U.  Middelburg  en 
W,  C.  Verseïut. 

I.  Oplossing  van  J.  S«  Spbijer. 
Laat  de  bodera  der  kuip  o  vierkante  duim  inbond  hebben, 
dan  wordt y  hï\  de  eerste  indoitipeling  van  den  bol,  ac  ku- 
bieke duim  water  verplaatst.  Volgens  de  bekende  hydrosta- 
tische wety  weegt  na  dit  verplaatste  water  evenveel  als  de 
houten  bol.  Stellen  wq  dus,  dat  die  bol  p  kubieke  duim 
inhoud  heeft,  en  dat  zijn  soortelqk  ge  wigt  x  ia,  (hel  soof^^ 
telgk  gev^igl  des  waters  als  eenheid  aannemende),  din  heb- 
ben wij 

px  ::^  ac.  ..,••«•  (1) 
Onderstellen  wij  verder,  dat  de  bol  met  g  kubieke  duim 
lood  yerz^aard  wordt ,  waarvan  g  het  bekende  soortelijke 
gewigt  is,  dan  is,  daar  bg  de  tweede  indompeling  bc  ku- 
bieke duim  water  verplaatst  wordt ,  om  gelijke  reden  als 
boven 

px  +  gg  z=z  be (2) 

Omdat  echter,  bq  deze  tweede  indompeling,  de  verzwaarde 
bol  met  het  water  in  evenwigt  is,  zoo  is  ook  deszelf»  vola- 
men  gelijk  aan  het  volamen  water  dat  verplaatst  wordt,  en  dus 

p  +  g  =  bc, (3) 

zoodat  wq  nu  drie  vergelijkingen  ter  bepaling  der  drie  onbe- 
kenden p,  g  en  X  hebben. 

Uit  (l)  en  (2)  volgt  door  aftrekking  ^^  =  c  (^•— aj,  en  dos  ^ 
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y  =  ■!(*-«); 


uil    (3)   is   verder   p   =   ^c  — >  ^,  of  voor  q  de  gevondene 
waarde  inbrengende  ^ 


;,  =  ^   {%  -  (*  -  a)}; 


terwijl  eindelijk  ait  (1)  volgt  x  =  — ,  of  coo  voor  p  dege- 

Toudene  waarde  gesubstitueerd  wordt, 
^8 


6g  —  (ó^a)' 

Het  soortelijk  gewigt  van  deu  bol,  is  dus  onaihankelqk 
Tan  de  grootte  ^an  den  bodem  der  kuip^  z^ude  het  overi- 
gens onverschillig,  of  deze  den  vorm  van  een'  cilinder,  dau 
wel  van  een  prisma  heeft. 

Laat  lot  een  bQsonder  voorbeeld  gegeven  zijn  a  =  1  en 
ê  =  1|;  laat  voorts  de  bodem  der  kuip  40  vierkante  palm 
groot  z^n,  en  hel  soortelijke  gewigt  van  het  gebezigde  lood 
11,5,  als  wanneer  e  =  4000  en  ^  =  11,5  is,  dau  heb* 
ben  wij: 

P  =  ^{if  X  11,5  -  (IJ  -  1)}=  4913  1  kab.  dm.. 

TOjr  de  grootte   van  den  booten  bol; 

Toor  de  hoereelheid  lood,  waarmede  de  bol  verzwaard  is^  en 

ar  =  '  X  "'^ =  0,814, 

'  —  1|  X  11.5  -  (1|  -  l)  —  "'"     '      ^ 

TOor  het  soortelijk  gewigt  van  den  houten  boh 
11.  Oplossing  van  J«  A«  Haksen* 
Indien  de  bodem  of  de  horizontale  doorsnede  der  knip.  e 
vierkante  daim  groot  is,  verplaatst  de  bol,  bq  de  eerste  in- 
dompeling, ac  kubieke  duim  of  wigtjes  water,  en  derhalve 
weegt  dan  ook  de  houten  bol  ae  wigljes.  De  bol  met  lood 
Terrwaard  weegt  evenzoo  6e  wigtjes,  omdat  h^  bg  de 
tweede  indompeling  6o  kubieke  duim  of  wigtjes  water  ver- 
plaatst; en  het  lood  alleen  weegt  do^  f<o  —  ac  of  e(6'^a) 
wigtjes.  Laat  na,  bet  soortelijk  gewigt  des  waters  als  een^ 
beid   aannemende,    dat   van    het   lood  g  zijn,  zoo  moet  het 
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gewigt  vaa  bet  lood  door  g  gedeeld  worden,  om  deszelfa 
▼olumen    te    yinden ;  het   voluinen   van    het   lood   is   alzoo 

—  (^  •*  aj  kubieke  duim.  De  bo],  met  het  lood  verzwaardf, 
E 

Terplaatst  bo  kubieke  duim  waler,  maar  is  levens  met 
het  water  in  cv«nwigt ;  derbatve  heeft  de  bol  met  het 
lood    een    Tolumen  Tan  be  kubieke  duim ,  en  alzoo  heeft  de 

bouten   bol   alleen  ,  een  Tolnmen  van  tt f^  —  a)    of 

—  j^^  .^  ^^  -«  a)|kubieke  duim.   Eindelgk  wordt  het 

telqk  gewigt  van  den  hooten  bol  gevonden ,  wanneer  mea 
sqn    gewigt  in    wigtjev,    dat   is   de  ^    door   zqn  volumen  in 

kubieke  duimen,  dat  is  — {^^  -^  (^  --*  0)  [t  deelt;  dat  soor- 
telqk  gewigt  is  alzoo  - — ^  fl  ^ — y* 

V*      VeOBSTEL. 
Door   R.   TAK   Dl   WXBRUt 

Ho«  groot  auü  mn  loodê%  kogfi  moéten  uffn,  dié  i%  de 
holiê  van  êenên  gegevonon  conceniriek  uiigehold&n  houten 
bol  geplaatêi  wordt ,  om  te  maken ,  dat  die  bol^  in  het  wa- 
ter geworpen  wordende  f  met  hetzelve  in  evenwigi  #s« 

Opoelost  door  J.  S»  Sfiijib  ,  D*  fix EiiEVfl  ut  Haait  ,  J. 
A.  Hansbm  ,  G.  P.  figfiOER  ,  G.  Koster  ,  U.  Mjddelbttro 
SM  W.  C.  Vebsefuï. 

Ori<os6iNO  van  J.  Sv  Spbijeb. 

Zij  r  de  gegeven  slraal  des  bol».  Indien  dan  het  geheele 
uitgeholde  gedeelle  met  lood  m«et  gevuld  worden,  stelle  men 
den  straal  van  dit  oitgebolde  gedeelte ,  dat  ook  dtü  tiMTA 
van  eenen  bol  heeft ,  goelijk  x;  dan  ia  er  Isrjr^  Tolamen  lood 
en  ^n{r*'  -^  x^)  volamen  koot.  Leat  nu  g  het  stMUtelgk 
gewigt  vani  bet  Jbod  ^  eb  g'  dat  Tan  heb  hout  ü^tiy  dia»  Is 
hei  gew^  yfM  den  gf^vBldsn.  bol  |;r**^  +  ^(r»  -^  s^)g' 
eji  hei-  Tdlumen»  |«r^» 

OindaA  dse  bel  in  hei  wntei ,  welks  seorlehjk  gewigt  «(s 
eenheid  aangenoaien  wordt,  in  evenwigt  is,  boo  heeftf  men 

WMintit  Bchtewoijgens  afgeleid  wordt  : 

*»£g  ^  g')  =  r*(l  -  g'; , 
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soodat  nn  de  sUmH  Yttt  den  loodea  ko^el  gttvonden  »• 

L^ail  b.  T.  g€g«ven  s^n:  ^  =  11,46  en  f^.=  0,76»  dan 
if  «  =  ''l^iêrv  =  0^282r;  en  de  inhoud  van  den  loodea 
kegel  i»  dan  ^W  ^^^  ^^^'^  ^^*  ^^"  gebeekn  bol. 

Indien  echler  bet  nitgebolde  gedeelte  van  den  houten  bol, 
Biet  geheel  door  den  loeden  kogel  behoeft  gevold  te  worden, 
behsort  ook  de  straal  der  oilhoiling  gegeven  (e  zijn.  Voor 
dil  geval  «leUft  mea  desen  ftraal  door  r',  en  dien  van  den 
boden  kogel  wederoa  door  x  vooTi  dan  ia  er  fjiur^  volu- 
men looél  en  |iv(r*  -^  r^^)  bont,  waarvan  bet  gesanienlf|k 
gewigt  i»  ^»^8  +  M»**  ~  '^iér'»  «oodal  men  èbdan heeft 

|«^gr  +  |r(r*-  r'»}«'  =  ^r», 
waaruit  onmiddeliqk  gevonden  vrerdt 

doot  welke  ibrmale  nn   wederom  jr  nit  de  gegevene  waav*^ 
den  -van  r ,  r' ,  g  ea  g'  kan  berekend  worden. 

Aaümvrkiiic.  in  de  laatate  onderstelling,  kan  echter  r^ 
Biel  naar  willekeur  gegeven  zijn;  omdat  uit  den  aard  der 
saak  jr  niet  grooter  dan  r'  ztd  mogen  wezen.  Men  zal  doa 
mat  mogen-  behben : 

r'0  -8>+  r'^g'  >  r'^ff. 
r'(f-g')<r>(l  ^gj, 

of  r'  <  t^LZLJ'^ 

8-8 
del  wil  dan  zegg^  j^  r'  zal  niet  kleiner  mogen  gegeven  zijd 
dan  de   waarde,    die  w|.  in  de  eerate  endemteUing  ^ooffjii 
gevonden  hebben*' 

VK    T  Q  o  a  s  T  X  i,. 
D^or  R,  Yjk»-  BE  Wssao. 
Haa  ^oo#  moei   de    Oraal   %^n    van  dê  eilindèrn&rmige. 
^•«■«g,  ftêlk€  juist  daop  het  midden  vnween  geg^wnkow 
ten  M  gehoord  en  mei  een  meimri  van  ^ettie^endeeotreigJ^ 
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géwigi    Weder  gevuld  wordt,  om  te  maken,  dat  die  èoi ,  in 
het  water  geworpen  wordende ,  met  hetzelve  in  evenwigt  ie. 

OifGELOsT  door  J.  S.  Sfbijer  f  J«  A.  Hansek  ,  G.  P.  Bitk- 
osRy  ti,  MiDD£LBUR&  en  G.  Koster. 

Oplossing  van  J«  S.  Speijsr. 

Laat  ABCDËF  (Fig.  9)  een'  grooten  cirkel  van  den  bol, 
en  A6DË  de  doorsnede  van  de  cilindervormige  opening 
▼oorstéiien.  Indien  dan  nit  het  middelpnnt  M  de  lijn  MG 
loodregt  op  AE  wordt  getrokken  ,  is  MG  de  straal  der  cilin- 
dervormige  opening,  terwijl  AG  =r  G£  is.  Men  sielle  nu  . 
MG  =z  X  en  AG  t:^  y,  dan  is  vooreerst ,  de  straal  de»bois 
gelgk  r  gegeven  zijnde,  x*  =:  r*  — jr*  en  xrz v^(r*  —  y*). 

Laat  verder  g  het  soorlelijk  gewigt  en  P  het  volumen  van 
het  melaal  zqn  -,  zij  desgelijks  g'  het  soortel^k  gewigt  van  het 
hout  en  Q  deszelfs  volumen;  dan  is,  om  gelijke  redenen  als 
in  de  oplossing  van  hel  voorgaande  voorstel, 

Pg  +  Qg'  =  l^r^ 
hebbende  in  deze  vergelijking  g  en  g'  gegev^e  waarden  , 
terwijl  P  en  Q  nog  onbekend  zijn.  Maar  Q  is  blijkbaar  de 
inhoud  van  het  omvventelingsligchaara  ,  dat  door  de  ooi  wen- 
teling van  licl  cirkelsegfiient  APE  om  de  mi'ldellfjn  Hf  ge<- 
boren  wordt;  en  de  inhoud  van  dat  ligchaam  is  (zie  J.  Bjl* 
DON  Ghijbbn  ,  Beg.  der  Mertk.,  §  ^^Q\  Gevolg)  gei^ 
aan  een'  bol,  die  AE  tot  middellqn  of  AG  =:  y  tot  straal 
heeft.  Alzoo  is  Q  =  t^y^  ®"  bijgevolg  P  =r  |jrr*  —  Q^zi 
j9r(r^  —  y^).  Hierdoor  gaat  nu  de  voorgaande  vergelijking 
over  in 

of                          rHg--  l)=y*(ar-^'), 
waaruit  volgt  y  =r  rj?^ . 

Deze  waarde  van  y  overbrengende  in  x  =  </(»**  —  y*} , 
kpmt  er  voor  den  gevraagden  straal, 

'=-^{'-  K-^n 

Laat  b.  v.  gegeven  zqii  g  =  1 1,388  en  g'  =  0,84 ,  dan 
,     g—  l  10,388  ,  *  —  » 

"'  r^7  =  15348'^=  '^r=l^  =0,9949r.  en  da. 
X  =  i/(r»  —  y«)  =  0,1007r. 
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VIL       VOOKSTEL. 

Door  L,  Vertxxn  ,  Jz. 

Stf  eon  getal  van  drie  cijfern  al  do  goiallon  optolUndo , 
'die  door  verplaatiing  van  dêêzeifê  ct^era  kunnon  onintaan^ 
Jcomi  «r  26  moor  dan  14  maal  hot  getal.  IVannoor  nu  nog 
èakond  iê ,  dat  het  vonchil  van  de  cyfero  dor  eonhodon  on 
hondordtallon ,  gelijk  ia  aan  hot  dubbel  van  hot  eijfor  dor 
iientallon,  vraagt  men  daaruit  hot  getal  te  vindon. 

Opgelost  door  C.  P.  Burobr^  £•  B,  Asscher,  D.  Bib* 
KBK8  j}9  Uaan  y  S.  M.  Seü^.  Coronel^  J.  B.  Geel,  J.  A. 
HAMSBNy    J.    Heemskerk  y    As.,    G.    Koster  ,    P.  Kroic  ,  H. 

UXODELETTRO^     J.     S»   SpEIJER,    L.    VeryeeK  ,    Jz.,    R,    VAN    DB 
WXBRI>   eil    J.   J.   M^OLFS. 

OpLOSSIKO   9011   C.    P.   BUB<»ER. 

.  Laat  bet  getal  zgn  lOOx  +  lOy  +  z ,  dan  zal ,  na  het 
doeo  van  alle  inogelgke  omzetlingen  ^  elk  der  c^fers  twee- 
fnaal  op  elke  plaats  staan;  en  das  is  de  som  van  alle  getal* 
len  f  nit  de  cgfers  x ,  y  en  s  zamengesteld , 
(100  +  iO  +  1)X  2(x  -f-  y  -h  z)  of  222fx  +  y  +  z); 
volgens  de  eerste  voorwaarde  des  voorstels,  is  alzoo 

Ï22(*  +  y  +  jr)  =  26  -f-  14(100*  +  lOy  +  «), 
waaruit  men  vindt 

589x  —  41y  —  104a  4-  13  =  0. 
Nu  geeft  de  tweede  voorwaarde 

a  —  4P  =  2y    of    a  =  2y  +  4f , 
«n   dit   in  de  voorgaande  vergelqking  sobstitnerende  ^  komt  «r 

589x  —  41y  —  104(2y  +  x)  +  J3  =  O 
of  485»  —  249y  +  13  =  O, 

waarnit  volgt 

485x  +  13         ^  13fx  —  1) 

^  249  •  3  X  83 

Daar  nu  x  en  y  beide  geheele  getallen  kleiner  dan  10  moe- 
ten wezen  ,  zoo  kan  de  laatste  break  niet  anders  dan  nnl 
s^n»  Uierait  volgt  dan  x  =:  1,  3r=:2  en  2  =  2y+x  =  5; 
daa  ia  het  getal  125. 

VIII.    Voorstel. 
Door  L.  Verveen,  Jz. 
Fan  oon  getal  van  vior  efjforo  t«  bekend^  dat  hot  eüfor 
dor   duisondiallon ,  hoi  oij/or  dor  honderdtallen ,  on  do  oom 
h  Deel.  B 
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tan  dé  eijftTM  dtr  eenheden  en  tiêniaiien,  drie  op  elkander 
volgende  vierkanten  z^n»  Wanneer  men  nu  nog  Bovendien 
weeiy  dat  de  êom  der  beide  uiterete  cijfere  gelijk  is  man 
die  der  beide  middelête,  vraagt  men  hieruit  het  getal  /e 
vinden* 
Oboxlost    door  J.  S*    Sfeijsr,    £•  B*  AsscHBn^  D.  6ke«- 

RBV8  BB    Oj%AN  ,    C.   P.  fiUROBR ,    S.  M«    SeM^.  CorONBL  ,   J«   A* 

Hansxn,  J.  Hxbbcskeiik,  Az.y  G*  Kostbr,  P.  Krom,  H. 
Middelburg,  W.  C.  VERSBPVTy  L.  Vbrvbbn,  Jz*,  R.  van 
DE  Wbxrd  en  J.  J.  Wolïs, 

Oplossing  van  J.  S.  Speijbr. 
Omdat  c^fera  niet  grooter  dan  9  Ki]n  ,  zullen  de^  in  liet 
Toorstel  bedoelde ,  op  elkander  volgende  vierkanten ,  geene 
andere  kunnen  wezen  dan  1 ,  4  en  9  of  4,  9  en  16.  Vol- 
gens  de  laatste  voorwaarde,  moet  ook  de  som  der  beide 
niterste  ciifers  van  het  begeerde  getal  gel^k  zqn  aan  die  der 
beide  middelste;  de  som  van  de  vier  cijfers,  en  dus  ook  die 
van  de  bewuste  vierkanten ,  moet  dus  door  2  deelbaar  zi)n  , 
weshalve  w^  voor  die  vierkanten  alleen  kannen  nemen  1 , 
4  en  9*  Hieruit  dan  terstond  blakende,  dat  het  c^r  der 
duizendtallen  1 ,  het  c^fer  der  honderdtallen  4 ,  en  de  som 
van  de  c^fers  der  eenheden  en  tientallen  9  is ,  hebbeu  w^  , 
deze  beide  laatste  cgfers  door  x  en  y  voorstellende  ^  de  ver* 
gelqkingen  *  +  y  =  9 

en  l+jr=:4  +  y, 

waaruit    dadelijk    gevonden   wordt  x  =r  6  en  y  =  3.    Het 
gevraagde  getal  is  derhalve  1436» 

IX«    Voorstel» 

Door  J»   U»  TAN   KOOTBN. 

Drie  getallen  klimmen  in  eene  meetkunetige  reden  op* 
Indien  hunne  eom  14,  en  de.eom  hunner  vierkanten  84 1«^ 
welke  S6^n  dan  die  getallen  f 

Opgelost  door  J.  A.  Uams£V|  £*  B«  AasoasR,  C.  F.  Buur 
oer,  J<  H.  tak  Kootbn^  G.  Koster,  P.  Krok,  J.  S.  Spei« 
jER,  B,  TAN  DE  Wbbrd  ,  S.  M.  Sen».  Coronel,  J.  Hsbms* 
KERK,  Az.,  H.  Middelburg,  W.  C.  Vxrssput,  J.  J.  Wolfs, 
D.  BiBRENs  DB 'Haan,  J.  B.  Gxel  em  J.  Wertheim,  Jooszn. 
Oplosbivo  van  J.  A.  Hansbk. 

lattn   da   drie    getallen  i   dia   in  eaae  meeüuuiitige  redea 
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* 

opklimmen»  voorgesteld  wordeo.  door  ^^  rjr  en  r^js,  dan  iti 

Tolgen«  de  opgave, 

(1   +r  +  r-)r=  14 (1) 

en  (l  +  r^  H-  r^jjr»  =;:  84 (2) 

Deelt  men  (2)  door  (1} ,  dan  geeft  dit 

(1  ^r  +  r^)x^  6, 

en  deze  vergelijking  wederom  in  (1)  deelende,  komt  er 

1  +  r  +  r»  T_ 

\  ^  r  +  r^~  3  ' 

dat  is  3  H-  3r  +  3r»  =  7  —  Ir-^  7r» 

of  2ra  —  5r  +  2  =  O, 

waarToor  ook  kan  geschreven  worden 

(r  —  2)  (2r  —  I)  =  0. 

Bierait    volgt   nu  r  =;?  2  of  r  =  |;  maar^  opdat  de  drie 

getallen    werkelijk   eeoe    opklimmende  reeks  uitmaken ,  moet 

r   >>   1    zqn,  en  kan  dos  alleen  de  waarde  r  =:  2  gebruikt 

14  14 

worden.  Alsdan  volgt  uit  (1),  x  =  -i =  -— =  2, 

^'  1-f-r-f.r»  7  ' 

en    de   gevraagde    getallen  zgn  dus  2,  4  en  8;  ziende  hunne 

som  2   +   4  4-  8  =z:  14  y    en   de  som   hmuner   vierkanten 

4  -t-  16  -h  W  =  84. 

X.VooReTxi«. 

Dóor  G.  L.  Kbfpeb. 

Zoek  vpf  getallen,  di$  a^n  de  volgende  voormuLrdêm  ve/- 
deen  :  de  êom  van  de  vierde  magten  der  drie  eerête,  ^deeom 
van  de  vierkanten  der  twee  laatete  opgeteld  teordende,  komt 
er  1732;  de  êom  van  hei  eersXe.en  tweede  iê  gelijk  aan  het 
derde;  de  eem  van  het  eerete  en  derde  iê  gelijk  aan  het 
vierde;  de  eem  pan  hei  eereie  en  vierde  ie  gelifh  a»n  het 
v§fde ;  en  de  eem  der  drie  mddelete  getallen  iê  gelifk  aan 
die  der  twee  laatete* 

Ovasx.osT  door  C  P.  Buaojie,  £•  B»  Assomn,  Du  Si«. 
Bxns  BC  IUav»  &  M.  SsM».  Coaotuo.,  J.  B.  Gbaxi,  i.  A. 
ÜAVssir,  J.  Besmsxlzrk,  Az«^  G.  L*  Kbf»zii,  G,  Kosvza, 
P»  Krox,  U.  MionELBVBe,  J.  S.  Spzijzs^  W.  C,  Vbrsbfdt, 
&•  -VjUT  pe  Wbbb9  en  J«  i«  Woi.9s» 

Oplossiko  van  C.  P.  Buroer. 

Stellende  het  eerste  getal  gelgk  x  en  het  tweede  gelijk  y, 
aoo  vojgt  uit  de  drie  OMddebte  voorwftvden  der  opgave,  dat 
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jp  +  y  iict  derde,  2x  +  y  bet  vierde,  en  3x  +  y  het 
vijfde  getal  zal  zijn ;  zoodat  dan  de  vijf  gevraagde  getallen 
voorgesteld  worden  door 

*>    Vf    x  +  Vf    Sx-f-y,    3x  +  y. 
De  laats  Ie  voorwaarde  verschaft  nu  de  vergelijkiog 
y  +  C*+y)  +  (2x  +  y)  =  {^x  +  y)^{Zx  +  y), 
waaruit  oumiddellgk  gevonden  wordt 

y  =  2*; 
en   door    deze    waarde   voor   y  te  sabstilueren ,  zgn  dan  de 
vijf  gevraagde  getallen 

X,    2x,    3x,    kx    en     5jc, 
zoodat  na  de  eerste  voorwaarde  ons  geeft 

X*  +  (2x)4  +  (3x)*  +  (4x)»  +  (5x)«  =  1732- 
Uierait  vinden  wq  achtervolgens : 

98je4  +  4lx«  rx  1732, 

41    ,         1732 
''+98'    =-98-' 
—  41  ±  i/ri68l  +  678944)         —  41  ±  825 
*"    '    —  196  196 

en  daar  het  onderste  teeken  x^  negatief,  en  dos  x  onbestaan- 
baar zon  maken,  hebben  wq  alleen 

^  _ -- 41jHh825  _  784  _ 
'    ""  196  ~  196  ~     ' 

waaruit  volgt  x  =:  ±  2. 

De  vijf  gevraagde  getallen  zqn  derhalve:  2,  4,  6,  8  en 
10-,  of  —  2,  —  4,  -^  6,  —  8  en  —  10. 

XL      VOORSTSI.. 

Door  G,  L.  Keppsr. 

Men  vraagt  drio  gehêole  poêitttve  getaiiêu  iê  vinden, 
welker  gedurig  product  252  iê  ;  onder  voorwaarde,  dat  er 
eene  meetkunetige  reekê  komt,  ah  men,  deze  drie  getallen 
in  het  vierkant  gehragt  hebbende  ^  van  het  tweede  vierkant 
de  eenheid  aftrekt  en  bif  het  derde  vierkant  63  optelt» 

Opoxlost  door  C.  P*  Buroxb  ,  J.  Bassan  ,  D.  fiixRXMs  db 
Haan,  J.  A.  Hamsxn,  J.  Hericsksrk,  Az.,  G.  Koster,  H. 
Middelburg,   J.  S.   Spbijer,    R.  van  de  Webrd  en  J.  J. 

"WOLFS. 

Oplossing  van  C.  P.  fiuRCBR. 
Stellen    wg   de   gevraagde  getallen  door  x,  y  en  s  voor, 
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OPGA 

VEN. 

N». 

.  10  en 

)  II. 

zoo 

iKbben 

wg 

*y«  = 

252, 

•        • 

•       •       •       •      • 

ea 

x'  : 

y- 

l  =  y« 

—  : 

1  :  ** 

+  63 

of 

ir  - 

-»v  = 

:  »» 

+  63. 

2i 
f') 

Uit  de  laalste  vergelijking  blijkt,  dat  z^  +  63  een  volko* 
men  vierkant  moet  xi)n  ,  terwijl  z  een  geheel  positief  getal 
moet  wezen ,  dat  in  252  deelbaar  is.  De  eenige  waarden 
▼an  «,  die  hieraan  voldoen  ,  zrjn  s  =  1  en  s  =  9. 

Memen  wi^  in  de  eerste  plaats  z  zzz  l ,  dan  geven  de 
Tergel^kingen  (1)  en  (2)  « 

*y  =  252    en    ^ =  ±  8 , 

'iraamit  door  Termen igvuldiging  volgt 

y*  -  y  =  ±  2016 
of  ys  _  y  qi  2016  =  0; 

deze  Tergel^king  heeft  echter  geene  meetbare  wortels,  en  zq 
kan  das  roor  y  geen  geheel  getal  opleveren,  zoo  als  in  de 
▼raag  geëischt  wordt,  waaruit  volgt,  dat  de  waarde  2  =  1 
niet  in  aanmerking  kan  komen. 

Memen  wq  in  de  tweede  plaats  s  ^  9 ,  dan  geven  (1) 
•n  (2) 

*y  =28 

v'  —  1 

^-  =  ±  '^' 
zoodat  wg ,  door  het  prodoct  dezer  vergeli|kingen  te  nemen, 
verkregen 

y»  —  y  =  ±  336 
of  y»  —  y  q:  336  =  0, 

waarvoor  ook  kan  geschreven  worden 

(P  =F  V  (y»  ±  7y  +  48)  =  a 
De  eenige  positieve  waarde  van  y,  die  aan  deze  vergel^king 
voldoen  kan,  ia  blikbaar  y  =  7,  want  nity^  :l:7y4-48  =  0 
vloegen  alechta  onbestaanbare  waarden  voor  y  voort,  WQ 
vinden  dan  verder,  uit  xy  =  28^  dat  voor  y  =  7, 
jr  =  4  ifti  En  hiemit  bl^t  das ,  dat  4 ,  7  en  9  de  drie 
tanige  getallen  aijn,  die  aan  de  vraag  beantwoorden. 
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XII.    Voorstel. 

Doin'  G.  KosTBR. 

Van  BêMu  driehoek^  die  eentn  koek  van  60®  heeft,  i%  de 

êom  der  %^den   28 ;   en   zoo   men  om  deaen  drieheek  eenen 

cirkel  Beeohryftf  ie  deexel/ê  middellpn  t/I33|.  Men  vraagt 

naar  de  %^den  van  dien  driehoek  (*). 

Opoblost  door  J.   Basban,  D.   Biersks  de  Haam,  C»  P. 
Burger I    h  B.  Geel,  J.  A»  Hansem,  G.  Koster ,  H.  Miih 

SELBURO,    i«    5.  SPEIjBRy    R.  YAM    DB   WeEBD  «M   J.  J«  WoLFS. 

Oplossivo  van  J.  Basbak. 

ZQ  ABC  (Fig.  lO;  de  driehoek,  hoek  fi  rr  eO*"  en  II  het 

middelpaut    des  omgeschreTen  cirkels ,  indien  dan  de  stralen 

MA  en   MG  getrokken  worden,  iB  hoek  AMC  =  120®,  ter- 

wql    volgens   de  opgave  MA  =  MC  =  $l/133^  =:  10v/$ 

'  is.    IJit  den  driehoek  AMC  volgt  ahioo 

AC*  =  MA»  +  MC»  —  2MA  X  MC  x  Coe.  120*, 
=  ^!^  +  ^f^  +  2  X  J^ï».  Coe.  60®  =  100; 
en  derhalve  is  dan  vooreerst 

AC  =  10, 
waaruit,  omdat  de  som  der  drie  sqden  gelQk  28  gegeven  xs, 
verder  volgt 

AB  +  BC  =  18. 
Alzoo  kan  men  stellen 

AB  z=:  9  +  jr    en    BC  =  9  —  *, 
en  dan  heeft  men ,  uit  den  driehoek  A  BC , 

AC»  =r  AB»  +  BC»  —  2AB  x  BC  Coe.  60®, 
dat  is    100=f9  +  x)»  +  (9-*)»  — (9+x)f9  — jt) 
nit  welke  vergelijking  na  achlervolg^ns  kan  afgeleid  worden: 
100  =2  2(81  +  *»J  —  (81  -  *») , 
100  =  81  +  »Jr* , 
34f»  £=  19, 
•tl  jp  =  |/6f . 

weshRlve  de  gevnuigde  z^en  des  driehoeks  tijn  t 
AC  sr  10,    AB  =  9  +  t/6i    en    AC  ==  9  «^  t/6f. 


(*)  P.  EuLOEif ,  ZinmnmConféct ,  Ifo.  476. 
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XIIL    VooasTxi.. 
Oeor  J«  A.  Uansbm. 
^^   gegeven   trapexium,    door  lijnen  ^  eeenwipdig  tnet  d$ 
evenwijdige  »yden  ieopende ,  in  eenige  doelen  te  eerdeehn, 
die  tot  elkander  in  eene  gegevene  verhouding  êiaan* 

OpGri^sT  doer  J.  S,  Spetjer  ,  €•  P,  BuaosRy  R.  tak  db 
yfBERB  p  J.  A.  Hanbsk,  G.  Koster  y  D.  Bxeeems  de  Haan 
en  tim  Mii>i>si«Büno. 

Oplossing  pan  J.  S.  Speijbb. 
Laat  ABCD  (Fig.  11}  hel  gegeven  trapeziam  zijn,  hetwelk 
Terdeeld  moet  worden  in  deelen,  die  tot  elkand'sr  in  reden 
•taan  als  de  gegevene  l^nen  of  getallen  p,  g  en  r.  Laten 
verder  £F  en  GH  de  te  vinden  deellijnen  zi^n ,  zoodat 
trmf.  ABFE  :  irep.  EFHG  :  trap.  GtiCD  =  /i  :  ^  :  r  is; 
stellen  vrg  £E  =:  j:  en  GH  =  jr^  en  nemen  wij,  ua  Cl 
loodregt  op  Afi  getrokken  te  hebben,  als  gegeven  aan  AB  ^  a, 
CD  :=  &  en  Cl  =  A;  dan  knnnen  4:  en  y  op  de  volgende 
wqze  uit  deze  gegevens  gevonden  worden. 

Men  trekke  CK  evenw^dig  met  AD ,  dan  z^u  de  driehoe- 
ken CILB  en  GLF  gel^kvormig ,  en  das  is 

Cl  :  OM  =  KB  :  LF, 
waamit  acUlervolgens  voortvloeit : 

Cl  —  CU  I  Cl  =  KB  —  LF  :  KB , 

IM  :  Cl  =  AB  ^  £F  :  AB  —  GO, 
IIA:A  =  a  —  jr:«—  ^1 

tXk  IMi  ^^  A  -• 

Q     m^      e 

Derhalve  is 
trap.  ABFE  =  J1M(AB  +  EF)  =  5*^"^  C«  +  ')i 

«a  U-  x^ 

of  trap.  ABFE  =  ^h—  ^  ■-; 

op  deaeKde  vrqze  vindt  jnen 

trap.  ABHG  =  i*^-^^' 

tarw^I  «MB  almede  hetft 

n*  —  l* 
triv  ABCD  =  |A — -—j. 

CKl  Aeae  vraardea  Tolgt  de  aaaeettgeMhakelde  evfionedightid 
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irap.KBEE :  trap.\BÜG :  lraj».AfiCD=:a^— x^:  a^— y>:a*— ^'^ 
maar  uit  de  gegeveue  verfaooding  trap*  ABFE  :  trap*  EFllG  z 
trap*  GHCD  :r:z  p  :  q  :  r  volgt  almede 

trap.  ABFE  :  trap.  ABHG :  trap,  ABCD nzp :p  +q:p  +  ^4-r ;. 
alzoo  is  dan  ook 

«•  —  X*  :  a*  —  y»  :  a*  —  ^*  z=:^:p  4-^:/>  +  7  +  *•» 
"Waaruit  na  onmiddellijk  gevonden  wordt 

P 


en 

Deze  formulen ,  waardoor  x  en  y  gemakkelijk  kannen  be* 
rekend  worden ,  geven  aanleiding  tot  de  volgende  constroc* 
tie,  welke  onafhankelgk  is  van  het  aantal  deelen,  waarin 
bet  trapezium  moet  Verdeeld  worden;  hoezeer  wij  hier  ge- 
makshalve eene  verdeeling  in  drie  deelen  ondersteld  hebbeu. 

Men  beschrqve  op  AB,  de  grootste  der  eveowqdigez^den 
als  middellgu ,  een'  halven  cirkel ;  neme  daarin  de  koorde 
fiN  gelijk  aan  CD  en  trekke  NO  loodregt  op  AB.  De  Ign 
AO  verdeele  men  na  in  zoo  veel  deelen ,  en  in  dezelfde 
verhoadingi  als  waarin  het  trapezium  moet  verdeeld  worden, 
zoodat  dan,  voor  bet  hier  beschouwde  bijzondere  geval, 
AP  :  PQ  :  QO  =  /»  :  ^  :  r  is.  Uit  de  deelpunten  P  en  Q 
rigte  men  loodlijnen  op  AB  op,  totdat  zij  den  omtrek  des 
balven  cirkels  in  S  en  R  ontmoeten.  Daarna  beschrijve  men 
nit  B,  met  BS  en  BR  als  stralen  ,  ei rkelb oogjes ,  de  lijn  AB 
in  C  en  T  ontmoetende.  £indelgk  trekke  men ,  uit  deze 
ontmoetingspanten ^  lijnen  UE  en  TG  evenw^dig  met  BC, 
en,  uit  derzelver  snijpunten  met  AD,  lijnen  EF  en  GH 
evenwijdig  met  AB;  dan  zallen  deze  laatstgetrokkene  Ignen 
het  trapezium  naar  behooren  verdeelen. 

Om  zulks  te  bewijzen,  trekken  wg  in  den  halven  cirkel, 
nit  A  en  B,  -koorden  naar  de  panten  N,  R  en  S,  dan  is, 
volgens  eene  bekende  eigenschap  des  cirkels, 

AS»  :  AR*  :  AW»  =  AP  :  AQ  :  AO; 
maar  omdat  AP  :  PQ  :  QO  =  /i  :  7  :  r  gemaakt  is^is  ook 

h?  :  AQ  i  AO  :=z  p  :  p  +  q  :  p  +  q  +  r, 
terwijl  AN»  =  AB»  —  BN»  =  a»  —  5»  is ;  hieruit  volgt  dan 

AS*  :  AR»     .«—«•  =  »     0-4-9    '04-94-  r, 
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of  wel  AS*  =  — — ^— —  (a^  —  6*) , 

en  Aa»  =      P  +  ^       fa»  _  ^2\ 

Verder  is  nu 

GU«=BT»=:BR*=AB»— AR«=a^ ?JJLfa»_^M . 

en  de  Iqnen  £F  en  GH  hebben  das  door  de  ^errigte  con- 
slructie  }ui8l  de  waarden  verkregen,  welke  wg  voor  x  en 
f  Tonden. 

XIV.      VoOASTEL. 

Voor  E,  OiiiviER ,  Oz. 

Men  vraagt  maar  de  verhouding  van  den  inhoud  van 
eenen  gegevenen  kegel,  tot  dien  van  den  groetêten  kegel , 
welke  omgekeerd  in  den  gegevenen  kan  geplaaiêt  worden. 

Of  GEILST  door  E.  OjLiviER,  De.,  J.  Bassan,  C.  W  Bra- 
OEB,  J.  A.  Uansen,  G.  Koster,  H.  Middejlburo,  J.  S. 
Speijee,  W.  C.  Vebsepot,  D.  Bxeaens  de  Haan  en  R.tan 
BB  Weebd. 

.  Oplossing  van  E.  Ojlivier,  Dz. 

Laat  ABC  (Fig.  12)  eéne  centrale  doorsnede  van  den  ge- 
geven kegel  voorstellen,  waarin  een  andere  kegel  DEF  om- 
gekeerd geplaatst  is ,  aoodanig ,  dat  zqn  top  in  het  middel- 
pont  F  van  het  grondvlak  des  gegeven  kegels  ligt.  Z^  dan 
de  hoogte  van  den  gegeven  kegel  BF  =  A,  de  straal  van 
z^a  grondvlak  AF  =  r,  en  de  hoogte  van  den  omgekeer» 
den  kegel  FG  =  *,  dan  wordt  de  straal  van  het  grondvlak 
des  omgekeerden  kegels  gevonden  uit  de  evenredigheid 

BF  :         BG  =  AF  :  DG 
of  A  :  A  —  jp  =:  r      :  DG, 

welke  onmiddellgk  geei^ 

d.  inbond  van  den  omgekeerden  kegel  wordt  dan  ni^edmkt  door 
I  zz'^FG  X  DG»,  =  f»r»»(l  -  -L 
B5 
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Zal  nu  deze  kegel  de  grootste  zijiiy  welke  omgekeerd  in 
den  gegeven  kegel  kan  geplaatst  Mrorden,  dan  moet  x  zoo« 
danig  bepaald  worJen  ,  dal  de  functie 

y  =  x  (h^xy 
een  maximum  zg.  Hiertoe  deze  functie  diffeientiërende ,  vin-* 
den  wg  • 

??  =  A«  -  4A*  +  3r»    en    j!|  =  —  4A  +  6*; 

ox  ox^ 

aisnu  ^  =  O  stellende  y  hebben  wij 

ex 

Aa  —  4Ax  +  3*»  =  O    of    (k  —  ar)  (A  —  3x)  =  O, 
waaraan  Toldoet  x  =  A  en  x  =    |A  J  maar  slechla  Toor  de 

laatste  dezer  waarden  wordt     ~   negatief,  dus  zal  ook  slechts 

ex* 

voor  X  =r  |A  de  functie  y  een  maximum,  of  de  kegel  DEF 

zoo  groot  mogelijk  zijn. 

Door   X   =    |A    te'  nemen,   komt  er  1  =  A^'^^'  indien 
dus  OEF  de  grootste  kegel  is,  hebben  wij 
keg.  DEF=  ijVr^Aj 
Toorts  3s  keg,  ABC  =  |Tr*A, 

en  derhaWe 

kêg.  ABC  :  keg.  DEF  =  |  :  /^  =  27  :  4  =  3»  :  2«. 

Uit  FG  =  X  =  i»,  volgt  BG  =  fA  en  DG  =  |r; 
de  inhoad  van  het  gedeelte  des  gegeven  kegels,  tnssdien 
s^nen  top  en  het  grondvlak  van  den  ingeschreven  kegel  be- 
grepen ,  wordt  dus  uitgedrukt  door 

keg.  BDE  =  f  BG  X  DG«^  =  uVr^A; 
voor  de  verhoiiding  der  drie  kegels ,  heeft  men  alzoo 
At^.ABC  :  A#^.BDE  :  Ae^.  DEF  =  27  :  8  :  4  =  3»:  2»  :2*. 

Aanhbbkin»  van  J.  Badov  Ghijbbk.  Indien  de  gegeven 
kegel  een  scheve  kegel  met  willekeurig  grondvlak  is ,  waarin 
de  omgekeerde  kegel  zoodanig  geplaatst  moet  worden ,  dat 
z^n  grondvlak  evenwijdig  met,  en  zqn  top  ergens  in,  het 
grondvlak  des  gegeven  kegels  valt,  blqft  de  gevondene  uit- 
komst onveranderd. 

Zij  namelijk  P  (Fig.  13)  het  grondvlak  en  S  de  top  van  den 
gegeven ,  Q  het  grondvlak  en  S'  de  top  van  den  ingeschfe- 
ven  kegel,  en  laat  eene  loodlgn,  uit  S  op  de  evenwqdige 
vlakken   P  en  Q  nedergelaten ,  die  vlakken  respectievelgk  in 
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M  en  N  ontmoeten ;  indien  wij  dan  SM  =  A  en  MN  =  jr 
stellen^  is 

A«  :  (A  -  jr)«  =  P  :  <?    of    Q  =  ^  (*-«)* 

en  dl»         kêg.  S'Q  =  |»C  =  |.  Ya'ih  -  *)». 

Deze  iuhoad  sal  na  weder  xoo  groot  mogelijk  zijn ,  in* 
dien  x(h  — ^  x)^  een  maximum  ia «  en  diis,  iudien  men 
beeft  X  z^  Ihf  en  alsdan  is 

keg.  S'Q  =  /jPh; 
maar  w^  hebben  ook 

k0g.SP  =  iPk, 
en  b^gevolg 

keg.  SP  :  iti^r-  6!<?  =  I  :  ,\  =  27  :  4. 

XV.      VOO&STEL. 

Doer  £.  Oi^itiek,  Ds. 

ifsii  vraagt  naar  de  verhouding  van  den  inhoud  van 
oenen  gegevenen  kegel ,  tot  dien  van  den  grooteten  eiiinder, 
welke  daarin  kan  geplaatet  wvrden  (^j. 

OvGEXiOST     door     J.     BaDON     GhiJB£M|   J.   fi ASSANi    D«  fii£- 

Bsnt  DB  Haak,  G»  P.  fiva«BE,*J.  A.  Uansxn,  G.  ELostu, 
Hé  MiBDBiiBUBa,  £•  Oi.ivi£ay  Dx.,  U  S.  SpxxjBBy  W.  C. 
VBRSBrtTT  an  R.  tan  os  Wsxbo. 

O^LOsaxir»  van  J.  BAiioir  Ghxjbzk. 

Beschouwen  wij  Q  (Fig.  13)  als  het  boven  vlak  van  eenen 
cilinder,  in  den  kegel  SP  geplaatst,  dan  is  dl.  S'Q  =  3  keg.  S'Q; 
indien  das  keg,  S'Q  de  grootste  kegel  is,  die  omgekeerd  in  den 
kegel  SP  kan  geplaatst  worden,  zal  ook  ci7.  S'Q  de  grootste 
cilinder  in  den  kegel  SP  z^n.  Maar  alsdan  hebben  wg^ 
blgkens  de  voorgaande  oplossing , 

Jt#^.  SP  :  keg.  S'Q  =  27  :  4; 
en  Uemit  volgt  dan  onmiddell^k 

keg.  SP  s  3  X  keg.  S'Q  =  27  :  12, 
of  keg.  &P  :  eil.  S'Q  =  9  :  4  =  3*  :  2*. 


l*)  Ttrgsiyk  I.  B.  SoBBiDT,  Diff.  «n  Xnl.  Jlc*.;  bit.  If3«  Ho.G. 
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XVI.    Voorstel. 
^  Door  J,  Bassak. 

Wanneer  op  de  bovenzijde  £F  van  een  gegeven  vierkant 
DEFG  (Fig.  14),  06»  kleiner  gegeven  vierkant  HIKL  ge- 
pinatti  wordt ,  en  wen  dan  de  uiteinden  van  de  bovenzijde 
J  K.  van  dit  tweede  vierkant  ,  met  de  uiteinden  van  de  bo- 
venzode £F  van  het  eente  vierkant,  door  de  lijnen  IE  en 
KF  vereenigt,  zullen  de  verlengden  dezer  vereenigingel^nen 
elkander  ergenê  in  B ,  en  de  verlengde  bazie  DG  van  het 
eente  vierkant  ergene  in  A  en  C  enifden.  Hoedanig  nu 
ook  het  vierkant  H1K.L  lange  £F  valle,  zal  de  bazii  AC 
van  den  driehoek  ABC  alt^d  dezelfde  grootte  hebben  f  en 
ook  zal  het  vierkant,  dat  in  den  driehoek  IBK  kan  be» 
êchreven  worden,  alt^d  even  groot  zijn.  Men  vraagt  naar 
het  bew^t  hiervan, 

Ofgblost   door    J.    Babok    Gbijbbk,  J.  Bassav,  D.  Bib- 

RBN8     DE   UkAV  ,    C.   P.    BuROER  ,    J.    A.    UaNSBN,    G.    KoSTBR  ^ 

U.  Middelburg  ,  J.  S.  Sfeijer  en  R.  van  de  Weerd. 
Oplossing  van  J.  Badon  Ghijbbn. 
Laat  MNOP  het  in  den  driehoek  IBK  beschrevene  vier- 
kant z^n,  dan  s^n  de  drie  driehoeken  ABC,  £BF  en  IBK 
met  derzelver  ingeschrevene  vierkanten ,  gelgkvormige  figu- 
ren. De  bazes  of  gelqkslandige  zgden  AC,  £F  en  IK  van 
deze  driehoeken ,  zgn  das  evenredig  met  de  zgden  der  inge- 
schrevene vierkanten,  zoodat  wij  hebben 

.  AC  :  D£  =  £F  :  Hl  =  IK  :  MN; 
of^  zoo  wq  DE  =  £F  z=  a  en  UI  =  IK  =  ^  stellen 

AC  :  a  =  a  :  ^  =  ^  :  MN. 
Hierait  volgt  na 

f  a^  b^ 

AC  =  ^    en    MN  =  — ; 
b  a 

de   grootte   van   de   bazis   AC  en  van  het  vierkant  MNOP, 

hangt  das  alleen  van  de  grootte  der  gegevens  a  en  ^  af ,  en 

zal    bqgevolg  onveranderd  blqven,   hoedanig   ook  HL  langs 

£F  moge  geplaatst  worden. 

b* 
Aanmerking.  De  zgden  DE  =  a,  Hl  =  ^  en  MN  =  — 

a 

der  achtervolgende  vierkanten,  maken  eene  meetkanstige  reeks 


Digitized  by  VjOOQiC 


OPGAVEN.    N^  16-18.  29 

xkii  f   waarvan  —  de   gemcene   reden  is.    Door  zicti  nu  voor 

te  stellen,  dat  in  den  driehoek  ^BO  wederom  een  vierkant 
beschreven  is ,  en  zoo  vervolgens ,  ziet  men  duidelijk ,  dat 
de  hoogte  van  den  driehoek  ABC  gelijk  is  aan  de  sorn  vaa 
de  zgden  der  oneindige  reeks  van  vierkanten  ^  die  op  deze 
wqze  ontstaan  zal;  en  die  hoogte  door  h  voorstellende,  heb- 
ben  wg  dan 

A  =  a  +  ^H 1 h  en%.  tot  in  het  oneindige, 

a         a^ 


of  wel  k  zzz 


1  —  A         *  ""  ^ 
a 


üe  hoogte,  en  bijgevolg  ook  de  inhoud,  des  diieboeks 
ABC,  is  das  mede  onafhankel^k  van  de  plaatsing  der  zijde 
UL  langs  de  z^de  £F. 

XVIL    Voorstel. 
Door  J.  Bassan. 
Te  integreren  ^0(Sin»  0  -f-  Coe»  <p)\/(Sin.  0  *-   Coê.  0)» 
0TOEI.OST    door    J.   Bassan,  D.  Biebens  de  Haan  ,  C.  P. 

BnOBH,      Ëj.     lAlDDEIiBURG  ,     J.     S.     SfEIJKR     SU     R.     VAK    DB 

Opi«ossi»o  van  J.  Bassam. 
Men  stelle        x/(Sin.  0  --  Coê.  (p)  =z  x , 
dan  is  Sin.  0  —  Coê,  0  z=  s^ 

en  door  deze  vergel^king  te  diflerentieren ,  komt  er 

Coê.  0Ü0  +  Sin.  0H0  =  2x^x 
of  }l0{Sin.  0  +  Coê.  0)  =  2*2rx. 

Alzoo  'wordt  dan: 
S}!0{Sin.0+Có94)\/{Sin4^Co94)'==J'2x}5xXx=:!2,fx^}Sx:=i 
|x»+fc=:f  l/{Sii^4>— Cos.0)  ^+C=i%{Sin  0-  Coê.0)\/{Sin4—Co94)^  C. 
XVlll.    Voorstel. 
Door  J.  Bassan. 
Te  integreren  lf0(l  +  Tang.  0)\/(l  —  Tang.  0). 
Qfoblost    door  J.  Bassak,  J.  6.  Speijee  en-D.  Bierbms 
DE  Haan. 

Oplossing  van  J.  Bassak. 
Men  stelle  \/(l  —  Tang.  0)  =z  xi 

dan  is  1  —  Tang.  0  =  x^, 
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Tang.  4)  =  1  —  jp* , 

1  -f.  Tmng.  0  =  2  —  *% 

(p  =  Boog  Tang,  (l   —  jr^J , 

terwijl,  door  deze  laatste  waarde  te  d  i  fleren  liëren ,  gevonden 

wordl 

^  *♦  —  2x*  +  2 

Door  suhstitatie  dezer  waarden,  gaat  dan  de  te  vinden  in^ 
tegraal ,  welke  wg  kortheidshalve  door  y  zallen  aanduiden , 
over  in 

^  _  rf2r|_^jkx^  _    f ^ 1 

y  — •^  X*  —  2jr»  -f-  2  ~^  l  «♦  —  2«^  -h  2i 

=  2x  —   r Ifx (\) 

•^  «*  —  2x^  -f-  i  ^  ^ 

De    noemer    x*  —  2jf*  +  2  heeft  geene  bestaanbare  eerste- 

maglsfactoren ,    maar    deszelfs  bestaanbare  tweedemagtafacto- 

ren  zijn 

x*^x\/l2+2{/2)+\/2    en     x^^xy/(2+2\/2)+\/2  ; 

4 

hel  gebroken   — r diensvoiecns    door  de  bekende 

^  X*  —  2x*  +  2  ^ 

leerwijze   in    twee    andere    breuken  verdeelende,  welke  deze 

factoren  tot  noemers  hebben  ,  zoo  vinden  wij 

4  xv/(-l+|/2)+V/2  jcv/(-l+|/2)-v/2 


x4_2x*-tr2~x*+xv/(2-h-ii/2j+l/2      x»— xv/(2+2i/2J+i/2 ' 
waardoor  (1)  overgaat  in 

*— '^  «^  x»+x|/(2-Hiv/ï>+l/2  "^''  «»— *V/{2+2v'2)+v/2  * 
hetgeen  wq  kortheidshalve  zallen  roorstellen  door 

3f  =  2*  -  J-i^*  +  SQix (2)  • 

Na   ia   het  bekend,    dat    men   heeft  (zie  I.  B.  Schmii>t, 
Diff.  en  Int.  Rek.  $  179} 

2ed—iB 


+ 


nemende  hierin  4  z=z  |/2,  ^  =  |/(—  1   -f-  |/2),  u  z^  i/2, 
^  ::r  |/(2  4-  2|/2)  en  c  =s  1 ,  «oo  vinden  wij 
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Sr>r={,/(-i+,^)}tUp.L.,.v'.l±n^B±^ïl... 

en  xoo  wij,  in  dezelfde  algemeene  formule,  A  :z:z  —  \/'Z, 
JB  =  ï/(  -  1  +  \/i),  •  =  1/2,  «  =  -  1/(2  +  2j/2; 
en  c  ^  1  nemen,  komt  er 

asoodat  wij  dan  verdet^,  door  deze  waarden  in  (2)  over  te 
brengen ,  verkregen 

,=2._{.^(_,+^2)}»;.i^.i!±ü2ö^e? 

-{v(i+v^)}».«r..j.;:^fcii^^.  .  .  (3) 

Maken  wq  vervolgens  gebruik  van  de  bekende  foimuleu 
log.  p  —  Log.  q  =  Log,  ^ 

en         BoogTangp+BoogTang,q:=zBoogTang,^^^ , 

scM»  verandert  de  yergelqking  (3)  na  behoorliike  herleiding  in 

y=8«-{v/(l+l/2)}i?i>ayra«y/^~yy^  .  .  . 

Brengen  w^  hierin  eindel^k  voor  x  wederom  hare  waarde 
|/(1  •—  Tang.  $J  over,  dftn  verkregen  wg  voor  de  begeerde 
integraal : 
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XIX.     Voorste  t. 
Door  W.  J.  C.  Baacmslman  Em«tier. 
Te  integreren  f  «'^  <t>  +  Cob.^  <t>^ 

Opoelost    door   J.   Bassan,  W.  J.  C,  Rammelman  Else- 

TIEK,      J.     S.    SpEIJKR,     R.    van     DE     WeEBD  ,   C.  P,   BoROER , 

H.  MioDEjuBURo  en  D.  Bierens  oe  Haan. 
OpI«ossI^o.van  J.  Bassam. 
Voor  de  opgegevene  uildrukking  kan  men  schrijven 
(Sin.(l>+Co84)(Sin.^0^Sin4Coê4^Co9^0) 
(Sin4^Co94){Sin.^(p+S%n4Coê4^CoêJ$f^ 
^^  (Stn4'+Co84)(Ï^Sin4Co94) 

iSin4^Co84)(l  +Sin4Coê'4y^ ' 
en     door     nu    teller    en    noemer    te    vermenigvuldigen    met 
&'fi.  0  _  Coe,  0 ,  verandert  zq  in 

(IStn  0Coê  0)(Sin.^0^Co9.^0) 

(^+&in4Co84)(Sin.^(l^2Sin4Coe4^Co8.^0f^ 
of  O—Sin  0Coê4XSin.^0^Co9.^é) 

{l+Sin4Co94)(i^2Sin.0Co94y^' 
de  gevraagde  integraal  door  y  voorslelieiide ,  hebben  wn  dus 
vooreerst 

y  _    MSin4Co94)(Sin.^0^Co9.'' )^0 
•^  (l-\-Sin.0Co94Xï'^2Sin,0Co9  0)' 
Men  stelle  nu        Sin.  0  Coe.  ^  =  1  —  jp 
dau  volgt  hieroit  door  differentiatie 

(Sin.^  0  —  Co9.^  0)^0  =  aTx, 
en  deze  waarden  sabstituerende,  vinden  wg 

maar   door   de    gewone    leerwijze,  tot  het  verdeelen  van  ge- 
brokens in  andere  die  eenvoudiger  zijn ,  komt  er 


I 1 ?_ 


(2*  —  1)  (2  -  X)  —  2*  -.  1  "*"  2"!:^ 
en  hierdoor  ^vordt  dan 

=  Jl«»/i.JLi>^.(2x— 1)  -  %Nep.Log.(2^x)  +  C. 
Nn  is  echter  y  volgens  de  gestelde  subslitatie, 

2*  —  1  =  1  —  2  Siii.  (^  Co9. 0  =  (5«ii.  0  —  Cos.  (^) * 
I*  DsEi..  C 
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en  2  •—  jr  =  1  +  Sin.  0  Coê.  0; 

derhalve  hebben  wij  eindelijk 

y=z  J\«;i.Lo5'.(Siii.0— 6'ot.<p)«-  lSep,Log.(ï+Sin4Coê4)+C 

=  iNep.Loglsin.(p^Co9.0)'^lNep.Log.(i+SiH4Coi4}^^C 

• .,      -         Sin4^Co$4 

z=  i^eP'Log.'rr-r'T—T^ — ^t:+^« 
^     f^      ^  (\+Sin4C0ê4)^^ 

Door  W.  J.  C«  Ramvblman  Elsbyicr. 

OfOSLOST   JoOr   J.   BA88AM|  W.  J.  C«  RAXaiELMAV  El^SBVIERy 
J«     S.     SpSIJBR  ^    R,  VAN   Dl    WeSRD  y    U.   MiDSELBUBO    en    I). 

fiiBBENs  SB  Haak. 

ÜpiiOssiM»  van  J.  Bassav. 
Wij  hebben  al  dadelijk 

Tang.^  (p  +  Co/.»  (^  Tafi^g.^  <p  4-  1 

Tan^.»  0  —  Col»  (p  ~  fang.<^  0  —  l ' 
maar  na  is 

en  bqgevolg 
Tang.<'(p^l_(l^Co$.2(py+(i+Cos.2(p)  ^_         l+ZCoê.^2$ 
Tang.^Cp^l     (1— Cot.2$)3— (1— CöB.2<f/^~— (3+e7oB.»2(^)Cot.2<^" 
De    gevraagde   integraal  duór  y  voorstellende ,  hebben  wi) 
derhalve 

^       (l4>3<7Qa,^2<^}3r0  _     ^  ^  1  +3Coa.''2<^)3r.&'w.2^ 
^'^    ^(3+Cot.»2(f)Cot.2<^~    ^^  (3+Coa.»2$}Co«,*2<f  ' 
maar  ook  is 

l^ZCo».»2(p  _        I        ^  I 


(3+Cos.^20jCoa.»20         Cos.^2(p  ^  i+Co$.»24' 
en  daardoor  wordt  dan 

^^  j  J'  Sin,  20        ^  ^    y.  Sin*  20 

^  ""        '•'  Co$.^  Ü4)         '^3  +  Coa,a  24 

~        ^^  Cot.  20        ^^4  -.  iSïfi.»  2(J>' 
terw^l  wij  al  verder  hebben 

1 _  i__  ^  i 


4  —  Sin.^  20  '^  2  +  Sin.  20^  2  -^  Sin.  20' 
waardoor  de  te  vinden  integraal  wordt 
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Na  u  (at  I.  R.  Scbmist,  üiff.  «n  Int.  Rei.  §,  244.) 
terwql  wq  Terd«r  onmiddel Iqk  hebfcea. 

«  !f  Si«,2<J  -jr.(2-Sifi.2<È) 

d«ze    integralen    in    de   voorgwiid*  nitkooisi  OTerbrengeade , 
komt  er  dan  eiodelqk 

,  _  ,  Nep.  Log.  ,:f  j^^^  +  \aep.L08.^—-^  +  f;. 

Hiervoor  kan  men  des  verkiezende  sckrijtven 
y  —  y  i¥e/>.  Log.- — —  4- 1  Ne».  Log. . — - — ^- ^ 4.  C 

of  oadai  meo  beeft 

l^Sin.(pCoê  (J)       ;S««,»4)4.Tr»ii5. 4»  —  1  Jirfang  <p+T7^<p ' 
ook  nog 

XXF.       V   o   o  H   8   T  E   I.. 

Z>^r  H.  O.  WiTtAOB. 
litfn  vierkmnt  gHai  van  vif/  c^fevM  te  vindtn ,  heiwefk 
«  9igênêchappm  Heefi :  !«.  dbf  </é  ro»f  van  de  cijfer  e  der 
•^nheien,  kmmderdialten  en  ttenduizendialien ,  gelijk  ie  aan 
*  ••«  vmm  ée  cijl^rB  der  tientatten  en  duizendtnUen ;  en 
2^  dat  deezel/e  wortel  11  maal  zoo  groot  iê  ah  de  êom 
9^n  de  e^erê  van  dien  wortet. 

C  2 
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QpaBLosT  door  J.  S.  Spbijba,  C.  P.  Burobb  ,  J.  B.  Geel, 
J.  A.  Hanssn,  J.  Hbemskebk,  Az.,  G.  Koster,  W.  J.  C. 
Rambcbl^an  Elsbvieh,  R.  van  de  Weeru,  H.(i.  Witlaok, 
J.  Bassan,  J.  H.  van  Kooten  I  èJ.  Middelburg  en  L.  Ver- 
TEEN  y  Js. 

Oflobsimg  van  J.  S.  Speijer. 
Omdat   de    wortel  van   een    vierkant  getal  van  vijf  cijfers 
noodzakelqk    uit   drie   cgfers   bestaat,    zoo    kunjien  wij  voor 
dien  wortel  stellen 

IOOjp  +  lOy  -f  «; 
volgens  de  laatste  voorwaarde  is  dan 

100*  +  lOy  +  «  =  ll(jr  +  y  +  a)  , 
en  dus  89*  =  lOflf  +  y. 

Omdat  na    jTy    y    en    jK  cgferletters  en  dus  kleiner  dan  10 

zijn,    zoo   is    lOz  +  y  een  gelal  van  twee  cijfers,  weshalve 

X  niet  anders  dan  1  kan  wezen.  Alsdan  is  lOiS  +  y  =  89, 

«en  derhalve   noodzakelyk   2  =  8  en   y  =  9.    De  bedoelde 

wortel  is  das  198,  en  het  bedoelde  getal,  (198)"^  =  39204. 

Hoezeer  nn  de  eerslopgegevene  voorwaarde  wel  b^  dit  ge- 
tal  bestaat,  heeft  zij  echter  niet  gediend  om  heteelve  Ie  vin- 
den ,  en  kan  das  als  overtollig  beschonwd  worden, 
XXII.    Voorstel. 

Door   H.   G.    WlTTAGB. 

Eene  opklimmondo  rekonknntttgo  reekê  van  xeven  termen 
te  vinden  f  welker  $om  301  1 1 ,  en  die  de  eigemchap  heeft, 
dat  de  eerête  en  seede  termen,  deegelijkt  de  tweede  en 
vijfde,  ahmedê  de  derde  en  vierde  termen,  beide  met  de* 
steifde  eyferê  in  eene  omgekeerde  volgorde  geêchreven 
werden* 

Opoblost  door  J.  M.  Goüdsmit,  C.  P.  BvrÓbr,  J.B. 
Gebl,  J.  Heemskerk,  Az.  ,  G.  Koster,  P.  Krom,  ^.  J.  C. 
Rammelman  Elsevier,  J.  S.  Speijer,  R.  van  db  WbbrDp 
H.  G.  WiTLAOB,  J.  J.  Wolm,  J.  A.  Hansen,  J.  H.  van 
KooTEN ,  H.  M1DDEI.BURG  en  L.  Verveen  ,  Jz. 
Oplossing  van  J.  M.  Goudsmit. 

Stel,  voor  de  achtervolgende  termen  der  reeks, 

X  —  3y,  JP  —  2y,  *  —  y,  *,  *  +  y,  X  +  2y,  X  +  3y; 
dan  is  derzelver-  som 

lx  =  301. 
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Hieruit  vindt  men  voor  den  vierden  term  oamiddellqk 
*  =  43; 
derhalve  is  dan  de>  derde  term 

*-,  =  34. 
eo  alzoo  y  =z:    9* 

De  begeerde  i*eek«  is  das: 

16,  25,  34,  43,  52,  61  en  70. 
Aanmbbkinq.     Uit    de    oplossiag  blqkt,  dat  de  eigenschap 
dat     de   eerste    en   zesde   termen,   desgelijks   de    tweede    en 
vgfde,  beide    met   dezelfde   c^fers  in  eene  omgekeerde  volg- 
orde geschreven  worden  ,  overbodig  is« 

XXIII.      VOOASTSI.. 

Door  H.  G.  WiTLAOB. 

Van  eoH  trapezium  ABCD  (Fig.  15),  hotwolk  om  eonen 
cirkel  beêchreven  kan  worden^  ie  gegeven, de  èasie  AB=:a 
en  de  niet  evenwpdige  zijde  A  O  =:  ^ ,  ierw^l  men  boven" 
dien  weet,  dat  de  koeken  A  «n  fi,  aan  de  iazie,  te  zamen 
eenen  regten  hoek  uitmaken*  Men  vraagt  hieruit  den  etraal 
te  vinden  vaneden  in  dat  trapezium  óeeehreven  cirkel» 

Ofoblost  door  i*  A.  Uansxn  ,  Vi,  J,  C.  BammeiiMam 
£i«sEViBE,    J.  Ö.  Sfbijer  ,  J.  Bassan  ,   G.  KOSTEB,  H.  MlD- 

DBI.BVEO,     £•     OjLIVIEB,     Oz.  ,    B*    TAK     SB    WeBBD   SA   H.  O. 
WlTDüOE. 

1.  Opi«o88iko  van  J.  A.  Ha^sbn. 
Daar  de  boeken  A  en  B ,  aan  de  bazis ,  te  zamen  eenen 
regten  hoek  uitmaken ,  zoo  znllen  de  verlengden  der  niet 
evenwijdige  zijden  AD  en  BC  elkander  onder  eenen  regten 
hoek  £  snqden',  en  de  cirkel,  in  het  trapezium  ABCD  be- 
schreven, 18  dan  tevens  de  ingeschreven  cirkel  van  den 
regthoekigen  driehoek  AB£.  Zq  m  deszelfs  middellqn,  en 
laat  oit  D  eene  loodlijn  DF  op  AB  nedergelaten  z^n,  dan 
is  blikbaar 

DF  =  m    en    AF  =  i/(**  —  ««); 
voorts   zijn  de  driehoeken  AFD  en  A£B  gelgkvormig,  waar- 
uit volgt 

AD  :  AB  =  DF  ;  BE  =  AF  :  AE, 
of  6  :    a    =    m  tiÈ  =  |/(*»— «»)  ..  AE, 

en  das  BE  =  -^  en    AE  =  Jü-^ 1. 
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Va  18  het  bek«nd  ,  en  ook  Kgtelqk  te  beviiien ,  dat  de 
middellijn  eens  cirkels,  in  eenen  regthoekigen  driehoek  be- 
schreven y  gelijk  is  aan  de  som  der  reglhoekszijden  vermin- 
derd met  de  hypothennsa.    Al^oo  ii 

«I  =  AE  +  BK  —  AB 

of  m  —  ^ ^_._o, 

waarait  achtervolgens  kan  afgeleid  worden  : 

mi  =:  a{/(6^^m*)  +  mm  ^  m6  ^ 

en  ^  :^ — ; 

TOodat   dan   de   middeUqn   van   deii    bedoelden  oirlcel  iii  de 
gegevens  uitgedrukt  is« 

Aanmx&kim»  van  J.  &  Srxijxa.  U  a  ^z  è,  dau  i«fli  =  0 
en  dus  iiet  Irapeiiam  onbeataanbaar;  ondef  de  gegeveiie 
onetandigheden ,  kunnen  dos  de  iqnen  AB  en  AD  niet  even 
groot  zqn.  ia  echter  «  <  ^^  dan  is  m  negatief;  dit  belee» 
kent,  dat  de  rakeade  cirkel  onder  AB  komt,  of  wel,  dal  niet 
de  bazis ,  maar  de  bovenxqde  van  hel  trapeziam  gel^k  « 
gegeven  is.  Hieniit  volgt  dan ,  dat  in  het  bedoelde  trape* 
ciom  de  zijde  AD  grooter  dan  de  bovenzijde  CD.  en  kleiner 
dan  de  grondlijn  AB  moet  ziJR. 

II.  OrLOssiKo  van  W.  J.  C.  Rammei«man  ËLSsvira. 
Even  als  in  de  voorgaande  oplossing,  merken  wij  op:  dat 
de  verlengden  van  AD  en  BC  elkander  in  £  regthoekig  sn^ 
den;  dat  de  loodKjn  Df  >  ttit  D  op  AB  neergelaten ,  gelijk 
aan  de  middellijn  van  ^n  in  het  traj^eziiim  beschreven  <nr- 
kei  is;  en  dat  men  dus,  volgens  eene  bekend  eigentohap, 
heeft 

DF=  AE  +  BE  —  AB. 
Stellen    wij    nn    Aoe^  BAD  =  ^,  dan  volgt ,  uit  4e  regU 
hoekige  driehoeken  AB£  en  ADF , 

AE  =  AB  Cea.  fi^O  =s  /i  Caa.^, 

BE  =  AB  Sin.  BAD  =  «  Sin4, 

en  DF  =  AD  Sin.  FAD  =  ^  Sin4i 
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iSei halte  ie  dan 

ó  Sin.0  1=  a  Cog^  -f-  a  Sin*0  —  a, 
waarnil  acfalervoiaens  afgeleid  kan  worden : 

2(a^6)  &'it.|0  C9ê.i0  =  2a  &'».'' i<^, 
(o— ^)  Coê.l0  =  a  5i«4(f , 

en  Tang.l(p  z=z   — fl) 

a 

Door  deze  formale  kan  vooreerst  de  hoek  (p  berekend  wor- 
den ,  terwijl  dan  verder  de  middellqn  «i  =s  DF  geyonden 
wordt  door  de  formule 

m  ^  6  Sin.^.  •    •    •     ^     •     •    .     (2j 

Om  echter  alles  in  de  gegevens  uit  te  drukken,  vindt  men 
uit  (1)  gemakkeliik 

^    '^    — .  1/(1  4-  Tttns.'(P)  —  («-«;»  +  «»' 
waardoor  dan 'uit  (2)  volgt 

*  —  (a-6y  +  a' ^^' 

Voor  de  beide  onbekende  s^den  van  het  trapesiuiB' ,  vkidt 
mea  Toorls 

BC  =  6  Tan84  =  ^£^\  •    •    •    •    (*) 

en     CD=AD+BC-.AB=«+*-^=^-a=?^^  .  .  (5j 

2  a— 6  2a— ö 

terwijl  voor  deszelfs  inhoud  gevonden  wordt* 

J.A.ABCD=iDf(AB+CD)=^^f^^;^l^=^^.  .  .  (6) 

Om  het  trapezium  nit  de  gegevens  te  construeren ,  stelle 
men  op  AB  r=  a  eene  loodlQn  BG  =  a  —  ^^entrekke  AG, 

dan  ia  Tmng.  BAG  =  ^  =  ^^  en. das  hoek  BAG  =  j<^. 
AB  a 

Verder  beschrqve  men  dus  op  AB  als  middellqn  eénen  hal- 
ven cirkel;  trekke  daarin  de  koorde  A£  zoodanig ,  dat 
höêk  GAE  =  hoek  BAG  zq;  neme  op  die  koorde  het  stuk 
AD  =:  5 ;  vereenige  de  ponten  fi  en  E  door  eene  regte  Iqn  BE  ;    . 
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en   trekke  uit   D  eene    lijn  evenwijdig  met  AB ,  tot  zg  B£ 
in  C  ontmoet;  dan  is  ABCD  het  trapezinm. 

A▲NM£AKI^o  van  J«  Badon  Ghijbxn.  Stelt  men  CD=a'y 
dan  ia  folgena  (5)  * 

u=^  -*• 

waaruit  gevonden  -wordt  ^   *         ' 

ófa'^ó)  .  ah 

a  zz:  -^—z — r    en     a^o  =  —   ■  ,     ,; 

en    brengt   men  na  deze  waarden  in  (3j  over,  zoo  komt  er 
na  herleiding 

*•  —         (a'^6)^  -f-  a'»' 
Deze    waarde  voor  m,  met  het  tegengestelde  teeken  geno- 
men,   verschilt  van  de  waarde  (3)  niet  anders*  dan  door  het 
bij   de    letter   a  geplaatste  accent;  zq  bevestigt  derhalVe  het- 
geen in  de  Aakmsbkiïio  op  de  1ste  Opiiossilro  gezegd  is. 

XXIV.      V   o    o    R    8    T   B  i. 

Door  H.  G.  WiTLAOE. 

Drie  geheele  getallen  ie  vinden,  die  eene  rekenkunltige 
reekê  uitmaken;  zoodanig,  dat  de  middehte  ierm  een  vier^ 
kant  en  het  product  der  beide  uiterete  termen  een  cuèuê  ia. 

OpoJELOST  door  J.  Baoon  Ghijben,  J.  A.  Hansbn  ,  J.  S. 
Spbijbr  ,  H,  G.  Witlaoe  ,  J.  J.  Wotrs ,  J,  Bassan,  G,  Kos- 

TEB|    H.    MiBDELBÜBOy    R.    VAN    DE    WeeRD  y    J.   U.    VAN  KoO- 

TEN  en  W.  J«  C.  Rammelman  Elsevier. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 

Laten  de  dri^  begeerde  getallen  voorgesteld  worden  door 
.  X*  —  y,  **  en  x^  +  y, 
dan  is  voldaan  aan  de  voorwaarden ,  dat  zij  eene  reken» 
kunstige  reeks  moeten  uitmaken  en  dat  de  middelste  term 
een  vierkant  moet  zqn  ;  en  er  blijft  derhalve  slechts  over 
X  en  y  zoodanig  te  bepalen  ,  dat  het  product  der  uiterste 
termen ,  te  weten  *♦  —  y* ,  een  cubus  zg« 

Stellen  wij  te  dien  einde 

als  wanneer  p  en  g  twee  onderling  ondeelbare  geheele  getale 
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len  Terbeelden ,  dan  volgl  hierait 

waaruit  blgkt,  dat  »»  _  £-x  een  Tieikant  moet  z^a.    Stel- 


7 
lea  w^  alzoo 


-'r  =  (T')'- 


aU   wanneer    ook   weder    r  'en   •  twee  onderling  ondeelbare 
gelallen  Terbeelden ,  dan  vinden  w^ 


p^$^ 


•n  hieruit  Tolgt  dan  verder 

zoodal  na  de  Jrie  begeerde  getallen  s^n: 

y*(a»— r»J*'*  y^(aa— r^j^     ^^     ytf(ta-.r*Ja' 
ofwel 


«<!  *»  ^<y  t*  ;»<^ 


^^'  (•^r)Hi-r)'  ^tf-f.^-r^ja  ^'^  y<^- (t-r)«(,^,;5--(A) 
Beginnen  wq  alsoo  met  voor  r  en  »  willekeurige  onder- 
Jing  ondeelbare  waarden  aan  te  nemen  ^  mits  r  ^  •  dan 
zal  iiet  blikbaar  2eer  gemakkel^k  zi/n ,  daarna  voor  p  zalk 
eene  waarde  te  nemen ,  dat  de  producten  van  p^  ^  met  de 
achterste  factoren  der  vormen  (A)^  gebeele  getallen  worden  - 
terwijl  dan  eindelijk ,  indien  dese  gelallen  een  zesdemagts* 
getal  tot  gemeenen  deeler  hebben ,  die  deeler  voor  g^  kan 
genomen  ^  of  anders  ^  ^  1  kan  gesteld  worden. 

Langs  dezen  weg  zal  men  dan,  op  de  voorgestelde  vraag, 
nkt  alléén  zoo  vele  antwoorden  als  men  begeert,  maar  ook  ' 
alle  mogeligke  antwoorden  kannen  bekomen. 

Zie  hier  eenige  bigzondere  voorbeelden : 

f=:  ],s=  2,;7=3en^=l,  geeft  de  getallen  648,1296ea  1944; 

f— l,j=  3,;c=2en^=l,      s    »        p  54,    81en    108; 

f=  7,rz=  9,/K=4  en  jc=:3,      9    9»  8,    36én      64; 

f=24,#=:25,/»=7  en  y=5,   »  9   »     49,1225en  2401  j 

f-:5,t=:  5,^=3«n7=li   9  9    9   1125,5625enl0125. 
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XXV.     Voorstel. 
Door  U.  G,  WiTLAOE., 

Drie  geheele  getalien  ie  winden,  die  eene  rekenkunêiige 
reeke  uitmaken;  zoodanig,  dat  de  middelete  term  een  eu- 
hue  en  de  derde  term  een  vierkant  tg, 

Ofoejlost  door  R.  tan  bb  Weerd  ,  C.  P.  Bvrger,  J,  M. 
GovDBBCiT,  }»  A.  Hanssv  ,  H.  Middelburg,  W.  J.  C.  Ram- 
MELKAN  Elsevier,  J.  S.  Speijer  ,  H.  G«  Witlagb,  J.  J. 
M^OLTSy  G.  Koster  en  J*  M*  tan  Kooten. 

Oflossimo  van  R.  tan  de  Wbbrd. 

Indien  wij  Toor  den  tvreeden  lerm  s^,  en  Toor  den  der- 
den term  y^  stellen,  is  Toor  elke  geheele  getallenwaarde , 
welke  aan  x  en  y  gegeven  wordt,  aan  de  twee  laaUte  Toor» 
waarden  des  voorstels  voldaan*  De  reden  der  reeks  zal  dan 
zijn  y*  —  Jf^,  en  bijgevolg  h^r  eerste  term  jr* — (y»— .s»^  nr 
2x^  —  y* ,  zoodal  d^  reeks  zelve  is 

2«*  —  y*,    x*    en    y*, 
waarin    aan    x  en   y  alle    mogelqke  geheele  getallenwaarden 
kunnen  gegeven  worden. 

Moet  de  reeks  opklimmen,  dan  moet  y*  ^  x'  sqn.  Moet 
de  reeks  uit  positieve  getallen  bestaan,  dan  moet  x  positief 
en  2x^  >  y*  wezen. 


Zoo  hebben  wij ,  bij  voorbeeld : 

Toor    «  =  3    en    y  =  6 ,  da  reek  18 , 

27 

en    36; 

ft       x  =  *eny=:9,     »»      47, 

64 

en    81; 

v      x  =  2eny=:3,    »»        7, 

6 

en      9; 

vn%* 
XXVJ,    Voorstel. 

Door    H.  G.   WlTLAGE. 

Van  eenen  regihoekigen  bolvormigen  driehoek  ie  gegeven , 
dat  de  eom  der  hoeken  270^ ,  en  de  etraal  van  den  omge^ 
gehreven  cirkel  60^  t>.  Men  vraagt  hieruit  de  xpden  en 
hoeken  te  bepalen»' 

Opgelost  door  W.  J,  C.  Rakmelicam  £l8Etibr,  J.  Bas* 
BAH ,  J*  A*  Uaksen  ,  J.  6.  Speijsk  en  H.  G.  Witla«s* 
Oplossiko  van  W.  J.  C.  Rammelman  £lsetisji« 

Zg  ABC  (Fig.  16)  een  bolvormige  driehoek,  regthoekig  in 
C,  en  O  het  niddelpont  van  den  omgeschreven  cirkel,  dan 
z^  de  bolvormige  stralen  OA ,  Ofi  en  OC  aan  elkander  ge- 
l^k,    en    dus    zijn    de  bolvormige  driehoeken  OAC,  OCB  en 
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OAB  geüikbeenig;  Itreruit  volgt  vooreerst 

hoek  OAG  +  hiftk  OBC  =  hoeh  OCA  -h  *m*  OCB  =  W>. 
Maar  de  som  der  boeken  van  den  driehoek  ABC  gelijk  270^ 
gegeven  zqnde,  soo  hebben  vrq  ook 

hoek  BAC  +  Am*  ABC  =  270ö  —  hoek  ACB  =  180° , 
en  bierran  de  Torige  veri>e]i|king  aftrekkende ,   blijft  er  over 

hoek  OAB  +  hoek  OBA  =  90<» , 
waaruit   wederom    door   de  gelqkheid    der    boeken    OAB  en 
OBA  Yolgl 

hoek  OAB  =  hoek  OBA  =■  45«. 
Trekt  men  na  uit  O  eenen  boog  eens  grooten  ciikels  lood- 
regt    op    AB  ,   dan   wordt  hierdoor  AB  in  O  middendoorge- 
deeld  \  en  ïn  den  regthoekigen  bolyormigen  driehoek  AOD  is 
dan    bekend  hoek  OAD  =  45''  en  OA  =  60^     Derhalve  is 
Tung.  AD  =  Tang. OA  x  C7m. O A D  =  Tang. 60**  X  Coe. 45^ 
zoodat  AD  gevonden  wordt  door  de  volgende  berekening: 
Log.  Tang.  60*»  =  0,2385606 
Log.  Co9.  W  =  9,8494850  —  10 

■  opt. 

Log.  Tang.  AD  =  0,0880456 
AD  =  50'»4«'6\ 
Hieriril  v«1gt  fin  onmiddellijk 

AB  =  2AO  =  10^3212', 
waardoor   de   hypothenma    van    den    driehoek  ABC  gevon- 
den is. 

In  dien  driehoek  is  voorts 

Cot.  BAC  X  Cot.  ABC  =  Co§.  AB, 
of  ook    Coi.  BAC  X  Cot.  (IgO*»  —  ABC)  =  Coe.  (ISQo  —  AB) , 
en,  omdat  180*'  —  hoek  ABC  =  hoek  BAC  ii , 

CoU^  BAC  =  Coe.  (180**  —  AB)  =  Coe.  78<'27'48' , 
zoodat  de  hoek  BAC  gevondeu  wordt  door  deze  berekening : 
Log.  Cw.  78*'27'48'  =  9,3010191  —  10 

— — ^— -  halv. 
Log.  Cot.  BAC  =  9,6505096  —  10 
hoek  BAC  =  65*5V20'; 
en  hiernit  volgt  dan  verder 

hoek  ABC  =  180*  —  hoek  BAC  r=  U4^y40'. 
Ook  is ,  in  den  driehoek  A  B€  , 

Tang.  BC  =  Tang.  AB  X  Coe.  ABC, 
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of  wel  Tang.  BC  =  Tang,  (180^  —  A  Bj  X  C09.  (180<»— ABCj , 
dat  is    Tang.  BC  =  Tang.  78^27' 48'  X  Coê.  65''bV20'\ 
zuodal  wij  wederom  deze  berekening  hebben  : 
Log.  Tang.  78^27'48'  =  0,6901170 
log.  Co$.  65^54'20*  ==  9,6109176  —  10 

■         opU 
Log,  Tang.  BC  ==  0,3010346 
BC  =  63**26'6'. 
Om,dat   eindelijk    de    hoeken  BAC  en  ABC  te  samen  180^ 
nitmaken ,  zal  ook  de  gom  der  overstaande  zgden  BC  en  AC 
gelijk  aan  180^  zijn;  en  alzoo  is 

AC  =  180°  —  BC  =  116°33'54'; 
weshalve   dan   al   de   z^den   en    hoeken   des  driehoeks  ABC 
berekend  z^n« 

XXVII.  V  o  o  H  s  T  B  L.       ' 

Door    H.    MiDDSLBVKO. 

De  $om  van  de  vierkanten  van  twee  z^den  een$  vierhoehg, 
verminderd  met  de  êom  der  vierkanten  van  de  twee  andere 
zijden ,  iê  altyd  kleiner  dan  tweemaal  de  torn  van  het  pro-- 
duet  der  twee  eerete  en  dat  der  twee  iaatête  x^den»  Men 
vraagt  de%e  etelling  te  hew^zen^ 

Opgelost    door   C.    P.    Burgeb  ,  J.  Bassan  ,  J.  fi.  Gxbi*  , 
J*  A.  Hansbn,  G.  Koster,  H.  MiddeiiBubo,  W*  J.  C. Raic* 
HELMAN  Elsevier  ,  J.  S*  Sfeijer  en  R.  yam  de  Weebd. 
Oplossing  van  C.  ?•  Bubgbb» 
De  vier  z^den  des  vierhoeks  a,  ^,  c  en  if  noemende,  zoo 
is  nalaurlijk 

«<*-»-  c  -f.  if; 
hieruit  kan  mi  achtervolgens  afgeleid  worden : 
a  —  *  <  c  -u  d, 

a^  —  2aó  +  ^*  <  c»  +  2cd  +  d^ , 
en  (a*  -h  **)  —  («*  +  d^)  <  2a6  +  2«f;     ' 

hetgeen  Ie  bewqzen  was. 

XXVIII.  V  o  o  r  s  T  B  z.. 
Door  P.  Krom* 

Er  worden  gevraagd  drie  geheele  vierkante  getallen,  die 
de  eigeneehap  bezitten  ^  dat  de  eom  der  beide  eereten  3 
minder  ie  dan  het  derde;  maar  dat  de  eom  van  de  wortele 
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der   heide    eereten   3  meer  ie  dan  de  wortel  van  het  derde^ 
Men   begeert    op,  deze  vraag    alle  mogelijke  antwoorden  te 
vinden. 
OroxLOST  door    J.  A.    Uakibk,   J.  Bassan,  J.  h*  Gksl, 

J.      HXHCSKEBK,     kZ.f     J.    H»     TAN     KoOTXN^    G»   KoaTER,    P. 

Kaoiffy  H.  MiDDELBVBOy  W.  J.  C.  Rammelman  £i.sevxer, 
J.   S«  Speijee^    L.  Yerteen,    Jz.,   R.    van   de  Wbead  tfii 

J.    J.    WOLFS. 

Oplossing  vafi  J.  A.  Hansxn. 
De    bedoelde  vierkanten  door  x* ^  y*  en  %^  voorstellende, 
is  er  gegeven 

jr»  -h  y»  =  E*  —  3 (l) 

en  4P  +  y  =  s  +  3 ; (2) 

nit  (1)  volgt  a*  —  *»  =  y»  +  3 (3j 

en  oit  (2;  s  —  jr  =:  y  —  3 ; (4) 

wanneer  men  (3)  door  (4)  deelt ,  komt  er 

«  +  4PZ=y4-  3  +— i^;    ....    (5) 
y  —  o 

ea    zbo    men  dan  het  halve  verschil  van  (4)  en  (5)  neemt , 

vindt  men 

•  =  '  +  F^3' 
waaruit  volgt 

(4P-3)fy-3)  =  6 (6) 

Omdat  X  en  y  geheele  getallen  verbeelden ,  moeten ,  bl^ 
kens  de  Uatste  vergel^ldng ,  x  —  3  en  y  — >  3  twee  factoren 
zgn ,  waarin  het  getal  6  moet  kunnen  ontbonden  worden ; 
maar  de  eenige  mogel^ke  ontbindingen  van  het  getal  6  z^n : 
6X1,  3x2,  —  6X  —  1  en  -.3x— 2;menzoa 
dos  kannen  hebben  : 

\^.  X— 3=  6  en  y— 3=:  1 ,  of  x=  9*,  y=4  en  «=  10; 
2«.  X— 3=  3  en  y— 3=  2 ,  of  x=  6 ,  yi=:5  jen  «=  8: 
3».  *— 3=— 6  en  y— 3=— l ,  óf  *=— 3 ,  y:=2  en  «=r— 4 
4«.  JT— 3=— 3  en  y— 3=— 2 ,  of  xz=z    O ,  y=l  en  «=—2. 

Alleen  de  beide  eerste  stelsels  van  waarden,  lossen  het 
voorstel  in  den  eigenlijken  sin  op ,  want  zoo  men  negatieve 
wortels  in  aanmerking  wilde  nemen ,  zou  de  bepaling  b  dat 
de   som    van    de   wortels  der  beide  eerste  getallen  3  meer  is 
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dan  de  wortel  van  het  derde**  eeiie  gew^ngde  beleekenis 
moeten  bebbea.     Derhalve  sqa 

*«  =  81 ,    y*  =  16    en     «»  =  100 
of  X»  =  36 ,    y*  =  25    en    «*  =    64 

de  «enige  mogelijke  antwoorden  op  het  voontel;  ofechoon 
X  eo  5  y  die  in  de  beide  vergelgkingen  (1)  eu  (2)  op  de- 
sellde  wijze  Tooikonien ,  mei  elkander  kunnea  worden  yer- 
wiaseld ,  zonder  invloed  op  s* 

XXIX.    VooRaTBj.. 
Door  G.  KosTBa. 

Op  eene  plaatM ,  waar  de  noorderpooiêhoogte  Juiêt  %oo 
groot  i»f  ah  toen  ier  tijd  de  zuiderxonedeelinatie  waê,  ging 
de  zon  25^  bezuiden  het  weêten  onder.  Men  vraagt  naar 
deze  poolêhoogte  en  doclinatie  C*)» 

OpoEX.oaT  door  J.  S.  Spsijsr,  J.  A»  Hamsen,  G.  KoaTKS , 
U.  MiODfiLBUBO  en  R.  tam  dx  Wxbad. 

OpiiOSsino  van  J.  S.  Speijbr. 

Laat  NPTZ  (Fig*  17)  de  noordelqke  helft  van  den  middag- 
cirkel» en  NWSZ  de  wea^elijke  helft  van  de»  horison  voor- 
stellen. Indien  dan  P  de  noordpool  en  S  de  plaaAa  der  »■ 
b^  haren  ondergang  is ,  trekke  men  den  decli natiecirkel  PS , 
en  stelle  MP::=^^  soo  is  volgens  het  voorstel  PS=9O^-t-0; 
terwgl  verder  WS  =  25**  en  dus  NS  =i  115o  is. 

In  den  regthoekige»  bolvormigen  driehoek  PMS,  is  dan 
Coe.  PS  =  Coê.  PN  X  Coe.  NS, 
das  Coe.  (90  4*  (^)  =  Co».  0  C4»«.  115<* » 

o£  —  Sia.  <f  =  Coe.  $  X  —  Sin.  25° , 

en  Tang.  (p  =  Sin^  25''. 

Na  ia         Log.  Sin.  25»  =  a,625948a  ^10, 
dos  ook  Log.  Tang.  '(p  =  9,625948a  ~  10 , 

m  b^evolg  <f>  =  2205V3y^, 

hetgeen  M^vwkeariger  is  dan  22^55^  2e<%  ala  door  0al«kek 
wordi  opgegjeven^ 

XXXi      VOORSTBI^. 

Door  B.  VAN  DE  Wberd. 
Men   legeert  de  hoogte  van  eenen  voltooieen  driehoekigen 
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kcgelêiapêip  uii  ie  drukken  in  den  Ur^al  en  het  aaninl 
der  onderling  gel^ke  kogeU,  waaruit  die  stapel  iê  zame»' 
geêteld. 

C)PO£IX>8T     door     J.  S.   SfXIJEB,    R.   VAM   DE   WsERD ,    J*    A* 

ÜAüaBii  01^  ü«  MiDDEJUBuaa. 

Oplossing  van  J.  S.  Sfbijek* 
Indien  men  de  middelpanten  A  ,  B ,  C  en  D  (Fig.  18)  yan 
de  Tier  kogels ,  die  in  de  hoeken  van  den  stapel  liggen,  door 
regie  lijnen  yereenigt,  verkr^gt  men  een  regelmatig  tetraë- 
drum  ABCD*  Stellen  w^  deszelfs  ribbe  AB  :=:  a,  en  des- 
zells  hoogte  D£  =  A ,  dan  i^  («ie  J.  Bajdon  Ghijben  , 
Beg.  der  Meatk.  §  383) 

h  =  «VI- 
Zij  na  r  de  straal  der  gel^ke  kogels ,  en  n  het  aantal  ko- 
gels ,  dat  in  iedere  ribbe  yan  den  stapel  ligt ,  dan  is  klaar- 
bl^kelqk  a  =  2r(M  —  1).  Zq  verder  x  de  gevraagde  hoogte 
van  den  stapel,  dan  is  A  =:  x  —  2r;  want  de  stapel  strekt 
sich  ter  hoogte  r  boven  het  pnnt  O  nit,  terwijl  zich  bet 
vlak  ABC  ter  hoogte  r  boven  den  grond  bevindt.  Alzoo 
is  dan 

«  ^2r=s2r(«  —  IVf, 
waamit  yolg;t 

jr=:2r(l  +  («  -  l)l/|}, 
zoodat  nn   de   gevraagde   hoogte   uitgedrukt  is  in  den  straal 
der   kogels  y    en  in  het  aantal  dat  in  elke  ribbe  van  den  sta- 
pel gevonden  wordL 

Laat   voorts   het    aantal  kogels  ,  waaruit  de  geheele  stapel 
bestaat ,   door  p  voorg^teld    worden  ,   zoo  is ,  volgens  eene 
'  algemeen  bekende  formule  > 

p  =  ln(n  +  1)  (n  +  2)  , 
n  +  l  ^z  m  stellende  ,  hebben  wij  dan 

6/>  =;=:  (m  «^  1)  m  (m  +  1)  , 
of  m^  -^  m  ^  6p  z=  O , 

waarait  door  de  formule  van  Caadanus  volgt 

en  derhalve  is  dan  verder 

4r=2r{l+(«-l)v/i}=2r(l+C«-2)v'|} 
of 
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x=:2r(l+[-2^-^(3^^-|/(9;»»-5V))^-^(3;^-^/{9,>»_,V))]^/f  >  . 
zoodat  nu  aan  het  gevraagde  voldaan  is. 

XXXf.      VoOR8T£L. 
Door   J.    Ba884N. 

Men  bêgeort  de  %ijden  van  eenen  rêgth'oekigen  driehoek 
ie  vinden  f  wanneer  gegeven  zifn  de  zyden  der  twee  ver- 
echillende  vierkanten  ^  welke  in  dien  driehoek  beechreven 
kunnen  worden, 

OrOELOlT    door    R.    van    de    WeERD  ,    W.  J.  G.  RAMtfELACAN 

ËL8EYIER ,    J.    BAssAy,   J.    A.    Han8EK|    G.  Koster  ,  J.  8. 
Spe  IJ  ER  en  H«  Middelbvro. 

Oplo88imo  van  B.  van  j>s  Weerd. 
Z^  ABC  (Fig.  19)  de  regthoekige  driehoek ,  waarin  de 
twee  verschillende  vierkanten  BD£F  en  GHIK  beschreven 
s^n.  Zii  verder  gegeven  BD  =  D£  r=  EF  =  FB  =  a 
en  OH  =  Hl  =:  JK  =  KG  =  A ;  indien  wq  dan  AD  =  4P 
en  CF  =  y  stellen  ^  hebben  wq  ,  uit  de  gel^kvormigbeid 
der  driehoeken  AD£  ^  EFC,  AKG  en  HIC ,  de  evenredig- 
heden : 

AD  :  DE  =  £E;  :  FC    of    x  x  a  z=i  a  i  y  ^ 
D£  :  AD  =  KG  :  AK  of    a  i  x  ^i  b  i  AK, 
EF  :  CF  =  Hl   :  Cl     of    a  :  y  =  *  :  Cl ; 
waaruit  terstond  gevonden  wordt : 
jry  =  ««  , 

AK  =  4',     Cl=ly, 
a  a 

b  b  b  t  1 

en       AC  =  — X  +  *  H y  z=z  —Ux  +  y)  +  a\. 

a  aai  } 

Maar  na  is  AB»  +  BC»  =  AC« , 

das  ook        {a+x)^+{a+yy  =  — |(jr+y)+a|  , 

of  2a»+*«+y«+2öJP-h2fly=^{(*+y)»+2fl(j?+y)+a»} ; 

hiervoor   kan ,    omdat   2a»  :^  2xy    is ,    dadelijk  geschreven 
worden 

terwijl  dan  verder  uit  deze  vergelijking  volgt  i 
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(««  _  ««)  (,  +  yj.  +  2a(a»  —  i»)  (jp  +  y)  =  a»*»; 

(X  +  yj«  +  2«C*  +  y)  =  ^^» 

(,  +  yj«  +  2a(s  +  y)  +  a«  =  -,*^'^,  +  •»  , 

{('  +  yJ  Hr  a}'  =  ^1-^. 

kooiende  hier  vóór  de  wortelgrootheid  geen  dobbel  teeken 
te  pas,  omdat  uit  den  aard  der  zaak  (x  +  y)  +  a  niet 
anders  dan   positief  kan  wezen. 

De  gevondene  waarde  van  (x  +  y)  +  a  overbrengende, 
in  de  reeds  voor  AC  verkregene  lütdrakklpg ,  bebben  wq 
voor  de  hypotfaenusa  des  driehoeks  onmiddellijk 

Stellen  wii  verder  ter  bekorting  —  a  4-     ,   ■  ■■ — rr;=^. 

°  |/(a* —  6^)      ^' 

dan  hebben  wq 

r  +  y  =  ƒ>    en    jry  =  a^  , 

waoroit  geniakke/Qk  gevonden  wordt 

x=ip±li/(p'-'ia%)    en    y=ipThV(p'-'^'»')  i 

voor  de  beide  regthoeksz^deli  des  driehoeks,  bebben  w^  alzoo 

en        BC  ==  a  4-  y  =  §/>  +  fl  T  li^fr^  —  4«^)f 
waarin    men    des   verkiezende  voor  p  hare  waarde  kan  sab* 
stitoeren. 

Tot  de  bestaanbaarheid  des  voorstels,  moet  vooreerst  a^  6 
zqn»  Verder  zal  men  moeten  hebben  j9  >  of  =  2a, 
dat  is 

waaroit  achtervolgens  afgeleid  kan  worden  r 

a  >  of  =  3i/(a«  —  6^) , 

I.   D££I.«  D 
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«»  >  of  =  9a»  —  W% 
M»  >  of  =  8a«  , 
en  6  >  of  =:  %a\/%. 

Indien  b^\a^2  gegeven  ware,  zon  men  hebben  prr2ay 
AC  s=  2a|/2 ,  AB  =  BC  :=  2a ,  en  de  regthoekige  drie- 
hoek son  dan  gelijkbeenig  z^jix.  Met  uitsondeiïng  van  dit 
bqsondere  geval,  xal  6  <  a  en  <  >  fa)/2,  dat  is  h^  <  a* 
en  b^  >  |a»  moeten  gegeven  z^n• 

AAKMXRXiiia  van  W.  J.  G.  Rakmblicav  Elsxtieb.  De 
bedoelde  driehoek  kan  ook  gemakkelqk  nit  de  gegevens  ge- 
oonstmeerd  worden.  Men  bescbr^ve  namelijk ,  op  eene  lijn 
AP  =r  a  (Fig.  20)  als  middell^n,  eenen  halven  cirkel ;  plaatse 
daarin  eene  koorde  AQ  =  ó;  rigte  nit  A  eene  loodlijn  op 
AP  op,  en  trekke  door  P  en  Q  eene  lijn,  welke  de  genoem- 
de loodl^n  ergens  in  C  snqden  zal;  dan  is  AC  de  hypolhe- 
nnsa  van  den  begeerden  driehoek.  Want  ait  dece  constrao* 
tie  Yolgt 

AC  :  AQ  =  AP  :  PQ,  dat  i.  AC  =  ^^^=-^^j^^. 

Plaatst  men  verder  ergens  op  AC  een  vierkant  g  h  i  k , 
welks  zqde  gelijk  ^  is ,  en  trekt  men  de  lijnen  A  g  en  C  h , 
wier  verlengden  elkander  ergens  in  b  snqden,  dan  zal  eene 
Ign  RS|  door  b  evenw^dig  met  AC  getrokken,  de  meet* 
knnstige  plaats  zqn  van  de  driehoeken,  die,  op  AC  alsbozis, 
ingeschrevene  vierkanten  gel^k  aan  ghik  of  ^^  bevatten. 
(Zie  Fsrzazi.  van  Kieuwê  Wi$k.  FoorêU  Oszz.  Il ,  Vooa- 
STBl.  CCVIII.) 

Beschrijft  men  dos  op  AC  als  middellqn  eenea  halven 
cirkel ,  dan  zal  deze  cirkel ,  door  zqne  sn^ding  met  de  J^n 
BS ,  twee  pnnten  B  en  B'  doen  kennen ,  welke  men  slechts 
met  de  pnnten  A  en  C  behoeft  te  vereenigen,  om  den  be- 
geerden driehoek  ABC  of  AB'C  te  verkriggen. 

De  beide  driehoeken ,  door  deze  oonstrnctie  opgeleverd , 
zqn  gel^k  en  gel^kvormig  en  verschillen  slechts  in  stand*  Zq 
komen  overeen  met  de  dubbele  waarden ,  die  door  bereke« 
ning  voor  de  regtshoekzgden  gevonden  z^n. 
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XXXIL      VOOASTBL. 

Door  J.  Ba88an« 
Uit   een    wilUkéurig  punt    van  hét  óoveneldk  van  êemn 
cuóme^  %^n  l^non  naar  drie  hoekpunten  van  het  grondvlak 
getrokken^   Indien  nu  deze  drie  i^nen  g^veti'  sgfM^,  begeert 
VMM  de  x^de  van  den  cudue  te  vinden* 

OFaEi.o8T  door  J.  Bassan,  J.  8.  Speiisr,  J.  A*  üaxibev  , 
G.  ILoBTBa,  U.  MiDDSLBUAOy  W.  J.  C.  Rauscelmav  Elsb- 
viEH  en  R.  VAN  db  Wxerd. 

Oplo88i»o  van  J.  Bassak. 
Laat  ABGDEF  (Fig.  21)  de  bedoelde  ca  bus ,  en  P  het 
pont  van  deszelfs  bovenvlak  aE^n,  zoodat  wq  tot  gegevens 
hebben  de  l^nen  PA  =  a^  PB  =  6,  PC  =  c.  Indien  wij 
dan  oit  P  eene  loodlijn  PQ  op  het  grondvlak  ABC  laten 
▼allen,  vervolgens  in  het  grondvlak  de  lijnen  QA ,  QB  en 
QG  trekken,  en  de  te  yindene  ribbe  van  den  cubaa  gelqk 
X  stellen ,  hebben  w^  terstond 

PQ=4P,QA=|/(«*— **J,QB=l/(*«— *»)euQC=i/(c»— jf»J. 
Stellen  wij  verder  hoek  ABQ  =  ^,  zoo  is  hoek  OBQ  = 
9&*  -*-  <^,  en  uit  de  driehoeken  ABQ  en  CBQ  volgt  dan 

AQ*  =  AB*  +  BQ»  —  2AB  X  BQ  X  Cot.  (p 
en     CQ»  =  BC*  +  BQ*  —  2BC  X  BQ  X  Cot.  (9Ö«  —  <^), 
dat  is:    a*— x»=r»+f*«— jr*)— 2jfC«#.(f|/(ó*— 4P*) 
en  c*— **=**+(**— Jr•)—23pSIfl.^^/(**—  «*> 

Uit  deze  vergel^kingen  volgt  dadelijk 

2s  €o9.  ^^{b^  —  **)  =  **  +  («*  —  a^) 
en  2*  Sin.  0V(«*  —  **}  =  *»  +  (4*  —  e^) , 

of  zoo  wg  deze  waarden  in  het  vierkant  brengen 

4x*(ó*— jr*)Cos.«(f=4r^+2«*(**— a*}+(^*— fl*)* 
en       4r*(**— **)  Sii.*^=:**+2ar*(**— c*)+(**— c*)*. 

De   béide   laatste   ve^gèlqkingen    hg    elkander    optellende, 
komt  er ,  omdat  Sin.^  (p  +  Com.*  $  =  1  is , 
4jr*(5*— «*)=2x*+2**(25*— a*-^}+(5*— a^)^+(4*— c*)% 
waaruit  achtervolgens  gevonden  wordt : 
«jr*— 2fa*+c*jjr*+f*»— <i*)*+(A^— c*)*=0 , 
s^^i(a^+e»)x^+l{6*'^a*)^+i(b^-^e^y=0, 

D  2 
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en  • 

jir=|/J(fa«H-ca)±l/(2ö»c»H-l2a»a»+12c*Aa— 12^*— 5fl*— 5c^ 
wethalre  dan  het  voorstel  is  opgelost. 

Aankbbkiko  van  3*  S.  Speijer.  De  langste  lijn  ,  die  uit 
het  boyenvlak  van  den  cubtis  naar  deszelfs  grondvlak  kan 
getrokken  worden,  is  blijkbaar  de  diagonaal  A  D,  welks  (engte 
door  x\/Z  wordt  uifgedrakt;  derhalve  is  zeker  a^  +  e^  ^6x^ 
of  4P*  >  Jfa*  +  C-) ,  en  b^gevolg  aal  in  de  verki*egene 
nitkooist  het  bovenste  teeken  moeten  gebruikt  worden. 

Is  a  =:  ^  =:  e,  als  wanneer  het  punt  P  juist  in  het 
midden  van  het  bovenvlak  ligt,  dan  is 

•  jr*  =r  ffl«^    en    «  =  o|/|. 

XXXUI.     Voorstel. 
Door  J.  Bassan. 
Dê  vergelijking  (l  4-  JP*)2fy  —  xylfx  =  ti^x  te  integreren. 
Opoblost  door  W.  J.  C.  Rammelman  ëlsevieb,  J.  Bassan, 
C.    P^    BuROEB,    ti.  Middelburg,  J.  S.  Spbijbr  en  R.  van 
DB  Weerd* 

Oplossing  van  W.  J.  C*  Rammelman  Elsevier. 
Stellen  wij  y  =r  sjr  en  das  iy  ziz  zHx  +  xiS%,   zoo  gaat 
de  gegëvene  vergelqking  over  in 

(1  +  X»)  {%7lx  +  x}lx)  —  zx^Tfx  =  nSx 
of  sax  +  Xif»  +  x^iSx  =  n}lx\ 

^^  kan  dan  achtêrvolgens  herleid  worden  tot 
{%  -  n)}ix  =  —  j:(1  +  x^)}i%, 

«  —  «  Jr(l  H-  x^) 

(f»  }Sx  Xifx 

*«  :: — L  =  — —  + 


«  —  «  '   «     ^   1    -f.  jpa  ' 

als  wanneer  iedere  term  dadelijk  geïntegreerd  kan  worden. 

Wg  hebben  alzoo 
Log.  (»—«}=  —  Log.  X  +  Log.  y/{\  +  x^)  +  Log.  C 

of  Log.  (*-«)  =  £o^.  ML+.*^. 

bieroit  volgt  «  —  »  ==  — !^-i /, 

dat  is  :  «Jr  —  «OP  =  C|/(l  -+.  jr^j  , 
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nf,  zoo  w^  voor  %x  wederom  y  schrijven, 
y  =  II*  +  Cv/(l  4-  jp«)  ; 
helgpen  dan  dq  de  begeerde  integraal  is. 

AANMSRKiiko.     Schrijft    men    de  verkregene  vergel^king  in 
den  f  orm 

V  --  nx     _ 

dm  zal  men ,  door  haar  nlzoo  te  differeiiticren ,  onmiddellgk 
de  gegevene  differentiaalvergel^king  terugvinden. 
XXXiV.    Voorste  I.. 
Door  S*  Dik  9  Cornsz. 
üt    waarde    van   y  te    vinden  ^  uit  de  differentiaaherge- 
igking 

s^^}!y^kx^^y^x+Sx''Ky+6x7ylfx+3s^^y+kx^ylfxz=zllx^^y. 
Opgblost  door  C.  P.  Burorb,  J.  Bassak,  S.  Dik,  Gobmsz., 
il.  Mioo£i.BURO,    W.   J.    C.    Rammelman  Elsbyier,  J.  S. 
Speijer  en  R.  tan  os  Wsbrd. 

Oplossing  van  C.  P.  Buborr, 
Voor    de     gegevene    difierentiaalvergelqking    kunnen    wi) 
schrijven 

(x'«+3x«+3x*+l)^y+4y(jr»+2jr*+l)*»2rx=3rx, 
of  (,4  4-  lyify  +  i^y(x^  +  lyx^^fx  =  Ifxj 

door  (x^  +  ly  deelende,  hebben  wij  dan 

(x^  +  \)^y  +  h'^^x  =  f74-?pija> 

waarvoor  wederom  geschreven  kan  worden 

Het  voorste   lid  van    deze   laatste   vergelqking  is  nu  eene 
Tolkomene  di&rentiaal^  zoodat  men  heeft 

^^der  is  volgens  de  formule  II,  voorkomende  in  de  Diffi 
««  int»  Rek.  van  L  R*  Scbmidt,  §  201  ,  door  in  die  for- 
male  «=0,  |^=—  2,  y=l,iii=:*,  a=l  en 
^  =•  1  te  nemen 

terwgl  volgens   het   $de    Voorbeeld ,  in  $  184  van  hetzelfde 
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werk  opgegeven  -, 

ise    Door  sobttitatie  dezer  waarden  ,  heeft  men  alzoo 


waaruit  ▼oor  de  gevraagde  waarde  van  y  gevonden  wordt : 


C  X 


y  =  7riA  + 


3t/2     ,      4P*+*l/2+l    ,        3v/2      „      _        jrt/2 

XXXV.      V   o  o   B   «  T   B    L. 

Voor  Te  A.  F.  Dxlfbat* 

Indien  êtn  qêgeven  eirkel  eene  gegevene  i^n  in  een  gege^ 
ven  punt  aanraakt ,  en  men  dan  uit  de  uiteinden  dier  Ipn 
raaklynen  aan  den  cirkel  trekt,  ontetaat  hierdoor  een  drie* 
hoeky  waarvan  de  gegeven  lifn  eene  der  %^den  ie.  Men 
vraagt  de  Beide  andere  uifden  van  dien  driehoek,  Monder 
behulp  der  trigonometrie,  te  berekenen^ 

0fo£z.08T  door  J.    S.  Sfetjbb  ,    J.    A.  Hamssk,  H.  Mid- 

DELBVBOy      We    J.     Ce     BAU1IBI.1CAN     ElBBVIBB  ,      R.     TAV   DB 
WxBBD,   J.   J«   WoLF8|    G.    KoSTXB    OU   J.    BASgAN* 

Oplossing  van  J.  S*  Spbijbb. 

Laat  M  (Fig.  22)  het  middelpunt  sqn  van  den  gegeven 
cirkel ,  en  AB  de  gegevene  lijn ,  welke  door  dien  cirkel  in 
het  gegevene  punt  D  geraakt  wordt.  Indien  men  dan  nit 
A  en  B  lijnen  trekt ,  welke  den  cirkel  ergens  in  £  en  F 
raken  y  ontstaat  er  een  driehoek  ABC^  van  welken  de  s^en 
AC  en  BC  moeten  berekend  worden ,  terw^i  MD ,  AD  en 
BD  gegeven  zQn.  Omdat  AE  =  AD  en'  BF  =  BD  is» 
komt  het  er  alleen  op  aan  GE  =:  CF  te  vinden,  en  men 
stelle  das  CE  =  CF  =  «,  AD  =  AE=M,BD  =  fiF=% 
en  MD  =r  r. 

Den  inbond  des  driehoeks  door  /  en  desselfs  halven  om* 
trek  door  s  voorsteIlei>de ,  is  volgens  bekende  regeb 

/=rt; 
maar   de  zijden  des  driehoeks  door  a,  b  en  e  voorstellende , 
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3*  ook 

I  =  i/.(.  -«)(.-  *;  (.  -  «)  i 

hieruil  Tolgl 

of  r*Ê  =  («  -:  a;  (f  -  ^)  {•  —  c)- 

Nu  is  hier: 
«  =  BC  =  4r4-«,  ^=AC=:jr  +  »i  c=A6  =  m  +  », 
en  dos ,  omdat  s  ==  §(a  +  6  ^  e)  ia, 
«  =i* -t-«  +  «,  «  — a  =  jii,  s  — ó=ji  en  t  — ci=:«; 
door    deze    waarden   in    de  Toorgaande   vergel^ng  over  te 
brengen,  komt  er  dan 

r*{jc  +  «  +  «)=:  mmx , 
waaruit  terstond  gevonden  wordt 

j  _  («  -f-  ^)r^ 
mn  '^  r*  ' 
sijnde  dan  verder 

AL  =r  jr  -f-  M  =r    ^         — i 

en  BC  =  4P  +   «  =  -^ ^ — ^. 

Mn  —  r* 

AAmvBBKiiia.  Indien  r^  >  mh  is,  worden  de  waarden 
Tan  AC  en  BC  negatief.  Dit  beteekent  dan ,  dat  de  raaklg^ 
nen  ,  nit  A  eu  B  aan  den  cirkel  getrokken ,  elkander  aan 
den  anderen  kant  van  AB  sullen  ontmoeten;  en  dat  dus 
derxelver  raakpunten  £  en  F  roet  den  cirkel,  zoo  als  in 
Fig.  23  is  voorgesteld ,  op  de  verlengden  van  de  2^den  AC 
en  BC  des  driehoeka  ABC  znllen  gelegen  sqn. 

Is  echter  H  =:  mn  gegeven ,  dan  is  msi  -*  r^  z=  O ,  dus 

AC  =  00  en  BC  =z:  00.    In  dit  geval  loopen  de  raaklqnen, 

nift  A   en  B    aan    den   cirkel  getrokken,  evenwqdig*,  en  er 

beslaat  dan ,  onder  deze  gegevens ,  geen  driehoeL 

XXXVI.     V  o  o  a  8  T  E  L. 

Door  T*  A.  F.  Delfbat. 

Men  vraagt  oens  hoogêisênvoudigo  oonêiruetio ,  om  op 
oone  gogêveno  l^n  aio  %^do ,  êonsn  regolmaiigon  vüfkoeis  U 
èoêehrfpon* 

OfobIiOst  door  G.  Kostzk  ,  R.  van  db  Webbo  ,  J.  A.  Han« 

SSN,  ƒ.  S.  SpeIJBB,   W.  J.  C.   BAICMBI.MAV  £l.aBTIBB,  J.  U* 

▼AK  KooTBV  en  U.  Minnzi^Btraa» 
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I.    Oplossing  van  G.  Kosteb. 

Wanneer  de  sijde  eens  i  egelmatigen  vijfhoeks  gel^k  a  gegeven 
is ,  is  de  diagonaal  van  dien  vijfboek  gelijk  aan  §«  +  §a|/5' 
Zg  dus  AB  (Fig.  24)  de  gegevene  lijn,  zoo  rigte  men,  uil 
het  midden  M  van  dezelve,  eene  loodlijn  MN  op,  die  gelijk 
aan  AB  is;  trekke  AN  en  neme,  op  het  verlengde  van  AN  , 
Nr=  AM  =  l  AB,  dan  is  AP  gelijk  aan  den  diagonaal 
des  te  beschrijven  vijf  hoeks*  Want  AB  z=  a  stellende,  is 
AM  =  la,  MN  =  a,  AN  =r  |a|/5,  NP  =  |a  eii 
AP  =r  |a  +  Ja|/5. 

Beschr^ft  men  dus  ait  A  en  B,  met  AB  als  straal ,  de 
cirkelboogjes  d  d'  en  e«:',  en  almede  uit  A  en  B ,  met  AP 
als  straal,  de  cirkelboogjes  ff  en  gg',  dan  zullen  door  de 
sn^ding  dezer  boogjes  de  ponten  C ,  D  en  £  gevonden 
worden ,  die ,  met  de  nileinden  der  gegevene  I^n  AB ,  de 
hoekpanten  des  begeerden,  vijfijoeks  ABCDE  zijn. 
II.    Oflossxko  van  R.  van  de  Wesbo* 

Van  twee  elkander  snijdende  diagonalen  eens  regelmaiigen 
vqfhoeks,   zijn    de    grootste    slokken    gelijk  aan  de  zgde  des 
vijfhoeks.   IVanneer  men  dus,  na  de  lijn  AP  even  als  boven 
geconstrueerd    te    hebben,    AB  verlengt,  zoodat  AQ  =  AP. 
zg ,   is    BQ   gelijk   aan  de  kleinste  stukken  der  elkander  sng- 
dende    diagonalen,    Bescbrijl^    men    dus  op  AB  eenen  gelgk- 
beeningen    driehoek,    welks   opstaande  zijden  AR  en  BR  ge- 
lijk  aan    BQ    zijn ,  zoo  heeft  men  sleclils ,  op  de  verlengden 
dezer   opstaande    zqden  ,    RC  =  RE  =  AB    te    nemen ,  en 
vervolgens    de   ruit    ERCD  te  vollooijen,  om  de  hoekpunten 
C  ,  D  en  E  van  den  begeerden  vgfhoek  te  vinden» 
XXXVIl.     Voorste  I*. 
Door  T.  A.  F.  Delfeat. 

Een  paraïUlopip^dum  an  een  cilinder  worden,  ap  een 
horizontaal  vlak,  zoodanig  tegen  elkander  gesteld,  dat  zü 
elkander  volgene  eene  horizontale  lijn  raken.  Men  vraagt 
naar  de  grootte,  de  rigting  en  het  aangrijpingepunt 
eener  kracht,  welke ,  op  het  parallelopipedum  aangehragt 
z^nde  ,  op  het  punt  zal  zijn  de  beide  ligchamen  in  zulk 
eene  beweging  te  brengen ,  dat  hét  parallelopipedum  voorts 
êchuivende  tegen  den  cilinder  drukt  en  deften  doet  voortrol^ 
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len.  Uierb^  xoowêi  ds  roUenéh  a/«  êtepêtêdê  wrpving  in 
mmnm&rking  nnMnde» 

DroxLoa/T  door  J.  Baoon  Ghjjbxm,  R.  tam  ox  Wexbo, 
J.  S.  Sfxijbk  e»  H.  Mi»Dsz.BUBa« 

OpLossiim  van  J.  Badon  GnipsK. 

Laat  de. lijn  AB  (Fig.  25)  het  horizontale  ylak,  de  regt- 
hoek  CD£  liet  paraHelopipedom ,  de  cirkel  f GH  den  cilin- 
der, en  het  punt  U  de  Igu  yan  aanraking  der  beide  ligcha* 
men  Terbeelden.  Indien  dan  eene  kracht  X|  op  bet  paral- 
lelopipedum  CD£  aangebragt ,  de  beide  ligcbamen ,  op  de 
aangeduide  w^te  j  Tan  A  naar  B  beweegt ,  zal  het  parallelo- 
pidedum  eene  slepende ,  en  de  cilinder  eene  rollende  wrifm 
ying  op  het  horizontale  Tlak  nitoefenen ;  terwql  er  boyen- 
dien  in  H  eene  slepende  wrijving  yan  den  ciiinder  tegen 
het  parallelopipedum  sal  plaats  hebben.  Zal  dus  de  kracht 
X  op  het  punt  zijn  yan  de  ligchamen  te  bewegen ,  dan 
moet  zij  juist  zoo  groot  zqn  als  noodig  is,  om  de  tegen* 
standen  der  genoemde  wrijyingen  te  overwinnen. 

Om  de  rollende  wr^'ying  yan  den  cilinder  op  het  hori- 
zontale ylak  in  rekening  te  knnnen  brengen ,  moet  men  aan- 
nemen, dat  de  cirkel  FOH  met  de  Iqn  AB  een  zeker  boogje 
ir  gemeen  heeft,  dat  zich  op  gel^ke  afstanden  aan  weers- 
zoden yan  het  raakpunt  'F  nitstrekt;  de  stralen  MF  en  MI 
getrokken  z^nde,  is  de  hoek  f  Ml  door  den  coê£Bciênt  der 
rollende  wr^ying  bekend.  Dien  wröyingscoêfficiênt  namel^k 
n   noemende ,    MF  =  r  en  koêk  FMl  =  v  stellende,  heeft 

men,'    yolgens    de  theorie    yan    Cotti^omb,     Sin*  y  =  — ; 

moetende  de  waarde  yan  n  genomen  worden  yoor  dezelfde 
lengteëenheid ,  waarin  men  r  yerkiest  uit  te  drukken*  In 
het  alzoo  bepaalde  punt  1 ,  zal  nu  de  cilinder  tegen  het  ho- 
rizontale ylak  moeten  drukken,  wanneer  hg  op  het  punt 
zal  zgn ,  om  yan  A  naar  B  yoort  te  rollen* 

Omdat  in  U  slepende  wr^ying  plaats  heeA ,  behoeft  men 
den  cirkel  FGH  en  de  lijn  D£ ,  slechts  als  het  enkele  raak- 
punt U  gemeen  Lebbende,  te  beschouwen.  De  straal  MU, 
is  dan  de  gemeenschappelijke  normaal  yan  de  oppervlakken 
der  beide  ligchamen  in  bet  punt  H)  en  opdat  de  beide 
ligchamen  op  het  puut  zullen  ziju  yan  in  den  bedoelden  zin 
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langs  eUctncter  Ie  gigdea^  siilleti  sg  ini  H  gelqke  dniUdngen 
op  elbmder  moeten  oitoefenea ,  gerigt  yotgent  etne  Iga.  £L, 
welke  met  HM  jaiat  den  wfqraigthoék  maakt;  soodat  m  de 
ooëfficiënk  der  slepende  wrgring  van  den  cilinder  laogs  het 
parallelopipedam ,  en  Aoei  MHL  =s  ff  sgniiei  de  rigting. 
der   Iqn  KL  door  de  Ibrmale  Tmfig.  f»  =  «  bepaald  wordt* 

Ten  einde  tooHs  bet  parallelopipedam  op  bel  pont  aq, 
Tan  oyer  het  hoiiaontale  vlak  yan  A  naar  fi  te  schniyen  , 
aal  hetzelve  op  het  horizontale  ylak  moeten  drokken  in  eeno 
rigtlng,  die  met  de  verticale  I^n  juist  den  wr^vingsboek 
maakt;  soodat  deze  rigting  evenwgdig  moet  loopen  met  eene 
Iqn  DN «  zoodanig  getrokken ,  dat ,  hoêk  £DM  =  f/  stel- 
lende f  Tang»  fi  =  m'  zq ;  m'  den  coëflSciont  der  slepende 
wr^ving  van  het  parallelopipedam  over  het  faorizonïtale  vlak 
voorstellende. 

Daar  dan  bet  pont  I  en  de  rigtingen  der  Ignen  KL  en  DN 
door  de  verschillende  wrqnngscoefficiënten  bepaald  zqn; 
daar  alleen  het  gewigt  van  den  cilinder  de  drukkingen  van 
dit  ligchaam  tegen  bet  horizontale  vlak  en  tegen  bet  paralle* 
lopipedam  kan  voortbrengen;  en  daar  eindelijk  de  drnkkin- 
gen,  welke  het  parallelopipedam  tegen  het  horizontale  vlak 
en  tegen  den  cilinder  kan  uitoefenen,  niet  alleen  uit  bet  ge- 
wigt van  dat  ligchaam,  maar  ook  uit  de  daarop  werkende 
kracht  X  ontstaan ,  zoo  w^st  het  aangevoerde  ons  gemakke- 
kelqk  den  weg  aan,  om  de  grootte  der  kracht  X,  welker 
aangrgpingspunt  en  rigting  onder  zekere  beperkingen  overi- 
gens willekeurig  kunnen  aangenomen  worden,  zoodanig  te 
bepalen,  dat  zg  op  het  punt  is  de  bedoelde  beweging  voort 
te  brengen. 

Z^  nameligk  M  bet  zwaartepunt  van  den  cilinder,  P  des- 
zelfii  gewigt,  en  O  het  punt  waar  de  rigting  dier  kracht  P 
de  Ign  KL  sngdt,  dan  ontbinden  wi|  vooreerst  de  kracht 
P  =  OR ,  in  twee  andere  krachten  OR'  en  OR',  wier  rig* 
tingen  door  H  en  I  gaan.  Zg  verder  Z  het  zwaartepunt  van 
het  parallelopipedum,  Q  deszelfs  gewigt,  S  het  punt,  waar 
de  rigting  dezer  kracht  Q  de  voor  X  aangenomene  rigting 
sngdt,  en  laat  ST'  de  onbekende  grootte  der  kracht  X  voor- 
stellen; indien  dan  de  krachten  X=r  ST'  en  Q  =  ST'  tot 
eene   enkele  kracht    ST  zamengesteld  'worden,   en  men  uit 
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het  pont  U ,  waar  de  V^n  K.L  door  de  rigting  Tan  ST  ge- 
sneden wordt,  eene  iija  ÜV  erenwgdig  met  ND  trekt ^  zal 
men,  OW  =  ST  genomen  hebbende,  de  retoltante  Tan 
X  en  9  kannen  ontbinden  in  twee  krachten  \)W  en  DW% 
langa  KL  en  UV  gerigt;  en  yan  dese  zal  UW'  =s  OH'  moe- 
ten weien»  Want  dit  zoo  zqnde ,  oefenen  de  cilinder  en 
het  parallelopipedam  gelqke  drnkkingen  OE'  en  OW'  tegen 
elkander  nit,  volgas  KL  gerigt,  terwijl  OR'  de  door  i 
gaande  drakldng  van  den  cilinder,  en  CW'  de  met  DN 
eyenw^dige  dmkking  Tan  het  parallelopipedam^  tegen  het 
horizontale  ylak,  voorstelt;  alles  zoo  als  zalks  gevorderd 
"Wordt,  opdat  de  ligchamen  op  het  punt  z]gn  de  voorgestelde 
bewsgiBg  aan  te  nemen. 

Om  na  de  grootte  van  X  =  ST'  te  bepalen,  welke  vol- 
doet aan  de  voorwaarde,  dat  door  de  bovengenoemde  Mr 
menstellin|[  en  ontbinding  UW'  ^  OR'  wordt,  hebben  wq 
de  volgende  berekening.  Wq  stellen  hoek  FOI  =  6 ,  dan 
is,  omdat  hfiei  FMI  =  v  is,  hoek  OIM  =  6  —  y;  de  drie- 
hoek 0111  geeft  alsoo 

MI  :  MO  =  Sin.  »  i  Sim.  (a  —  v), 
terwql  oit  den  driehoek  OMH ,  waarin  hoek  MUO  s:  fc  ge» 
geven  is,  dadelgk  volgt  ^ 

MU  :  MO  rz  1  :  Tang.  ^, 
weshalve  w^  hebben 

1  :  Tang.  pt  =  Sin.  d  :  Sin.  ((  —  v), 
waamit  gemakkelijk  gevonden  wordt 

Co,.  «  =  £?fll-^'^.   .    .    .    .    (1) 
Sin*  V  ^ 

Dewql   voorts   hoek  ROR'  :=:  90^  +  ^^  is,  volgt  uit  het 

parallelogram  OR'RR', 

OR' !  OR  =  Siii.a;  &'it.(90^  +/i  +  0  =  i  :  ^""^'^^^  ^^ 

of  zoo  W9  OR'  s=  D  stelten , 

D  :  P  s=;  1  :  €oi.  a  €o:  p  -^  Sin.  fé ,. 

P 

Cot.  a   Coi.  fi  -^  Sin.  ^' 
doop  snbstHatie   der    waarde   (1)    verkrggen  w^  dan  na  be- 
hoorlijke herleiding 
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D  =  f  Sin.  V 

Verder  bepalen  wq  de  aangenomene  rigtiag  der  kracht  X, 
door  hoek  TST  =:  «,  en  atellen  AoeA  T'ST  =  ^,  dan 
volgt  uit  bet  parallelogram  ST'TT*  Toorèent 

X:  Q  =  8T  :  ST'  =  Sin.  0  :  Sin.  («  -  0) , 
waaniit  men  gemakkelqk  vindt 

Co*'<P-—^Sin.a   '' f*^ 

terw^I  hetzelfde  parallelogram  nog  geeft 

X  :  ST  =  Sin.  0  :  Sin.  «  of  ST  =  ^,  ^*'''  ^  .    (4) 

Sin»  <p  ^  ' 

Omdat   AotfAr    NDE  =  fi'  en   13 V  evenwqdig  met  ND  is, 

is  hoek  WVW  =  90^  —  ^—^'  en^o#*WÜW'  =  ^  — ^', 

zoodat  bet  parallelogram  UW' WW'  ons  geeft 

ÜW' :  ÜW  =  Sin.((p^fi')  :  Sin.  (90°  —  ^-^') , 

of  daar  ÜW'  =  OW  =  D  en  ÜW  =  ST  is, 

D  :  ST  =  Sin,  (<p  —  f/)  :  Co$.  {(a  +  pi) ; 

hierin  voor  ST  de  waarde  (4)  sabstitaerende ,  vinden  wij 

■     XSin.»-  -       Sin4       -  ^"'•l^-^'^t^S^^f»' 
waaruit  volgt 

•^  XSin^Stn.ii'  * 

bigkens  de  bovengevondene  waarde  (3),  hebben  wij  absoo 

&'«./»'  ' 

en  hieroit  vinden  yrg 

^_  DCo$.(^+f,')+QSin.^' 

^—  &«.(«-^'J •    •    •    W 

Door  dexe  formule ,  waarin  D  door  de  formule  (2)  bekend 
is,  wordt  dan  nu  de  grootte  der  kracht  X  gevonden,  die 
op  bet  pnnt  zal  zqn  de  ligchamen  te  bewegen;  zqnde  bet 
punt  S,  waar  deze  kracht  de  door  Z  gaande  verticale  Ign 
snijdt,  en  de  hoek  «,  dien  deze  kracht  met  de  verticale  lijn 
0iaakt,  willekeurig  aangenomen  geworden, 

Brengen  wq  de  waarde  van  X  in  (3)  over ,  dan  verkrij- 
gen wijl  ter  bepaling  van  den  hoek  0, 
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Wil  men  de  drakking  OR'  kennen ,  die  de  cilinder  op  liet 
homonUle  Tlak  uitoefent,  zoo  heelt  men  uit  het  parailelo- 
gram  OR'Ra*  onmiddellijk 

OR'  :  P  =  Stil.  (90«  +  fi)  :  Sin.  (90«  +  ^  +  $) , 

en  du.   .  OR'=-A^^, (7) 

hebbende  0  de  waarde  door  de  formule  (i)  bepaald. 

Verlangt  men  de  drukking  UW'  van  het  paralleldpipediim 
tegen  het  horizontale  vlak  te  kennen,  zoo  heeft  men  uit  liet 
parallelograin  ÜW'WW',  waarin  ÜW'  =  D  is, 

UW  :  D  z=z  Sin.  (90 <>—(?)  -  (i)  :  Sin.-(0  —  /a')  , 
f        nw  —  ^^^^'(^+f*)  —  iy{Cot4Con.f,Sfn.f,) 
""^        ^W    _    g.^^^_^r^    —     Co9.fjl^Col4Sinfi'  ' 
en   hierin  de  waarde  (6)  voor  Cot,  $  gesubstitueerd  hebben- 
de f  vindt  men  dan  na  behoorlijke  herleiding 

^^  —  —  sin.{c^;r) — '   •  •  •  w 

hebbende   D    wederom  de  bekende  waarde,  door  de  formule 
(2}  aangewezen. 

Begeert  men  eindelijk  het  punt  V  te  bepalen ,  dan  kan 
men  daartoe  de  lijn  YV  ::=  *  herekenon,  YS  =  A  en 
YS'  =  h*  als  bekenden  aannemende.  Laten  wij  ie  dien 
einde  mt  ü  loodl^nen  tU'  en  UU"  op  YS  en  CD  vallen, 
dan  hebben  wij  al  dadelijk,  daar  hoek  VUÜ'  =  /k'  is, 

ToorU  volgt  nit  den  driehoek  ÜSS',  waarin  SS'  ^  A  —  h', 
koei  OSS'  =  <^  en  hoek  OS'S  =  90»  +  /»  », 
nv  —  (A  -  *')  Sin.  4> 
""^   —     Co,.  i<p  +  t.)   ' 
zoodat  de  driehoek  ÜO'S',  waarin  hoek  S'ÜU'=r^  is,  dan  geeft : 
„o.   ^  (*  —  *')  Sin.  0  Co»,  u 

üü'  =  ÜS'  €«.„  =  Co..«p  +  ^)-^' 

Co,.  (<p  +  ft) 

en    OU'  =  YS'  ^.Ü'S'  =  A'  -  ^*  -ƒ  ^  ^"'J  f'-t 

Co,.  (0  +  /t) 
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pnnt  I^  en  het  paralIelogfamOR'RR' geconstraeerdtehebben, 
trekke*  men  uit  het  aangenomen  punt  V^.de  lijn  VU  even* 
w^dig  met  DN,  totdat  zQ  KL  in  U  ontmoet;  daarna  neme 
men  op  UV,  het  stuk  UW  gelijk  aan  de  willekeurig  aan- 
genomene  waarde;  en  op  KL,  het  stuk  UW'  gelijk  aan  OR'. 
Vervolgens  voltooqe  men  het  parallelogram  UWWW,  en 
trekke  daarin  den  diagonaal  UW,  welken  men  200  noodig 
verlengt ,  totdat  hq  de  verticale  lijn  door  Z  gaande  ergens 
in  S  ontmoet.  Alanu  neme  men  8T  ==:  UW,  ST'  z=:  Q 
en  voUooije  het  parallelogram  ST'TT',  dan  stelt  ST'  aoo  iu 
rigting  als  in  grootte  de  kracht  voor,  die,  haar  aangrq- 
pingspiint  in  S  hebbende,  op  het  punt  is  de  ligchamen  in 
beweging  te  brengen. 

Wil  men  in  dit  geval  de  waarden  van  X,  «  en  A  ,  uit  de 
bekende  waarden  van  UW  =  i/'  en  YV  =r  d  berekenen, 
200  heeft  men  vooreerst  volgens  (8) 

Ij'  Sin.  {et  -^  fi!)  z=:  D  C09.  (et  +  f^)  +  Q  Sin.  et, 
waaruit  gevonden  wordt 

CoU  »  _  — ö-Co».  ^  +  D'  Sin.  ^'  '  •  •  f'^^ 
alzoo  X  bekend  wordende ,  heeft  men  de  formule  (5) ,  waar- 
door de  grootte  van  X  kan  worden  berekend.  Eindeligk 
geeft  de  formule  (lOJ ,  na  door  middel  van  (5)  en  (8)  ver- 
eenvoudigd te  zijn, 

h  'XSin,  «  —  {r  +a  Tang*  /»)  D  Cog,  /$ 

~  Z>'  Coi.  pi  ' 

waaruit  volgt 

_  dD'  CoM.  ^'  +  (r  +  «  Tang,  ft)  D  Coi. p,  .... 

* xsnr-^ • '  •  ^^*^ 

Indien  men  aan  de  kracht  de  voordeeligste  rigting  wil 
geven,  zal  men  «  zoo  moeten  nemen ^  dat  de  overeenkom- 
stige waarde  van  X,  volgens  (5),  zoo  klein  mogelqk  zy ;  hier- 
toe moet  dan  Sin,  {o,  — -  (g)  zoo  groot  mogelijk  ,  en  dus  de 
eenheid  zqn,  waarmede  a  —  ^'  =  90®  of  «  =:  90®  +  pi 
overeenstemt.  In  dit  geval  heeft  men  volgens  (5),  (8)  en  (10} 
X  =  />  Cot.  {pt  +  ^'j  +  {>  Sin.  p!, 

y  =  UW'  =  Q  C08.  f«'  —  D  Stil.  (pt  +  pt'), 

X  zziYV  :=  AXCos.^'  —(r+a  Tang.fi)  D  Co$.  pt 
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Meeml  men  de  kracht  borisonteal ,  dan  is  •  ^  90",  en 
men  heeft 

D'  =  g  -  g  Sin.  ^ 

C»$.  ft         ' 
*X  —  (r  +  a  Tang,  y)  />  Ct.  » 

xoa  men   in  dit   geval  de  wrqving   bq  H  verwaarlooit ,  en 
dua  /»  =;  O  «telt ,  i«  volgens  (2)  D  =  P  Taaif.  » ,  en  dos 
X  =  i*  IVwar.  V  +  <i  Tang.  fl 

Co$.  fi  * 
hX -^    rD 

'  =  Q—' 

Meemt  men  voor  u  de  kleinste  der  beide  limielen  (II)  f  te 
weten  a  c=:  f^',  dao  komt  er  X  =  oo  ^  in  die  rigting  is  het 
dus  onmogelijk  eene  aan  dé  vraag  voldoende  kracht  aan  te 
brengen. 

Meemt  men  voor  a-  de  grootste  der  limieten  (11)|.  en  is  dus 

^"'••- D  Cos.  f,       ' 

dan  wordt  t/  =  UW'  =r  0.  Hoezeer  nu  wederom  de  for«- 
mule  (5)  eeue  behoorliike  waarde  voor  X  geeft,  wordt  in 
(10)  de  noemer  nul,  en  coo  dus  ook  niet  de  feller  van  (10) 
nul  is ,  heeft  men  x  :=  oo ,  en  bet  is  dan  almede  onmoge« 
Jiik  ,  dat  eene  kracht  in  df^xe  rigting  aan  de  vraag  voldoet* 
Hiermede  stemt  overeen ,  'dat ,  voor  de  gestelde  waarde  van 
a,  uit  (6)  gevonden  wordt  Cot.  0  =  Tang,  fê,  waardoor 
aangewezen  wordt,  'dat  de  resullant  ST  van  X  en  Q  even« 
wqdig  met  KL  loopt ,  of  op  K.L  valt  indien  het  punt  S.  in 
S'  genomen  is.  Is  ST  evenwgdig  met  E.L ,  dan  is  het  on- 
mogelijk ST  in  twee  krachten  te  ontbinden,  waarvan  de  eene 
langs  KL  en  de  andere  evenwqdig  met  DN  is;  valt. echter  ST 
lans^s  KL,  dan  is  die  ontbinding;  mogelijk,  en  de  formule 
(10)  geeft  dan  ook  de  behoorlijke  waarde  voor  «•  Wanneer 
namelgk  S  in  S'  genomen  is,  heeft  men  A  =  V  = 
'r  +  a  Tang,  ft,  soodat  men  dan  voor  de  lormule  (10)  kan 
schrqven 
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XXXVIII.     y  o  o  A  «  T  «  X.. 

Door  J«  Babo^  GnxjiiBif. 

Ftffl  ##ff«fi  driehoek  g§gêv^n   «jfndi  d|i  ff/»t|«aiitf«  |FJFdiF« 

M    ili    iophoêk,   begeert  men  de    lengte  te  vinden  f0ft  ie 

ipn,    die  ,   uit  den    $ep   namr  de  óume  Iggpende,  den  tep^ 

ho0k  wuddendoerdeeU. 

Ofohast  doer  W«  J.  C«  ftAiiM»icAV  EtSBYiMM,  J*  A. 
Uam8jbM|    H.  Middeijiuro,   J.  S.  Speijba,  J.  J.  Wpx,f$,  £• 

Ol^iyrifM  I    Ds.  y    R.  TAM    DX    WfiSED  «S    G.    KotTSIL* 

OVLOSSINO   1>ail    W.  J.    C.    RAHMBLIfAlf   £l.8X¥IBa. 

Zq  A  fiC  (Fig.  26)  een  driehoek ,  waarran  bekeQd  i» 
AC  =  0,  BC  =s  i  en  Ao0^  ACB  =  2n, 
dan    moet   de    iqn    CD  :;:;;:  4p    berekend   worden,   welke  den 
hoek  A  €B  in  twee  gel^ke  deelen,  hoek  ACD  =  hoek  BCD  =  t^ 
▼erdeelt« 

Peae  Iqn  verdeelt  den  driehoek  iu  twee  andere  driehoe* 
ken  p  waarvan  de  som  der  inhouden  gel^k'  aan  den  inhood 
des  gehe^leQ  driehoekt  is»     Na  ia : 

Inh.  ACD  =  I  AC  X  CD  X  Sin.  ACD  z:z  i  t^x  5i|i.||, 
Inh.  BCD  =  I  BC  X  CD  X  Sin.  BCD  =  §  ix  &'«*^ 
m  Inh.  ABC  3;:::  |  AC  X  BC  X  Sin.  ACB  =  |  a6Sin.2ai 
derhalve  is 

i  mx  Sin.n+  i  6x  Sin.  n  =  J  a^  Sin.  U, 
waaruit  volgt 
,^  _5^jSui^  2f 2a^  Sin,  n  Coe*  ^  _  Sjg^  Cat.^ 

(^  +  *}  '^'«•«  *»        («  +  *J  a;*«'  «  a  +  *   ' 

soodal  hierdoor  bet  voorstel  opgelost  is. 

XXXIX.      VOOESTBL. 

jD«er  J.  Baoom  Gsijbbv. 
Ftm  Mfi#a    irierhoêk  drie  tijden  gegeven  M^nde^  logeert 
flMsi  do   tmoo    inge^ioteno  hoeken   zoodanig  te  iepalen  ^  d^ 
do  imhomd  doo  tdorhooko  moo  groei  mogolifk  m^rde. 

OBQMLOSVe  doot^  J.  BABOtt  GhIJB^K,  J.  BASSAMf  H«  Mx»» 
BBX.BUEO,     W.    J.     C.    BAKtfXI.1|:All    £l.8BTXEBy    J.    S«   SpBXJBE 

en  Br  VAH  x»B  Wtxrd. 

Oflossiko  van  J.  Babok  Ghxjbbn. 
Laat    van     den   vierhoek   ABCD   (Fig.   27}   gegeven   s^n 
A9  :s:  li»    BC  =^  ^   en  CO  =  c,  en  n^men  wq  als  onbe- 
kenden  aan   hoek  hf^C  ^s:  (p  en  koek  BCD  ^=:  0\  dan  b^ 

£  2 
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gjnnen  w$   met  den  inhoad  des  vierhoeks  ia  deze  bekenden 
en  onbekenden  ait  te  drukken» 

Trekken  wij  '  daartoe  den  diagonaal  BD  ,  soo  hebben  wg 
terstond 

Inh.  BCD  z=i  l  he  Sin.  ^' 
soodat  er  dan  nog  overblijft  den  inhoud  des  driehoeks  ABD 
te   vinden.    Stellen  wg  hoek  CBD  =  i|i ,  dan  geeft  de  drie- 
boek  BCD 

±  _  Sin.((P'  +  4^)  _  ^.^^  ^,  ^^^    ^  ^  ^^^^  ^^ 
e  Sin.  4f 

waamit  gevonden  wordt 

^  e  Sm.  0 

«^         c  Sin.  ó'     - 

de  driehoek  BCD  geeft  ook  nog  BD  =  -^.^    /^  ;  dus  is 

Sin,(P*  Sin(d>^d,) 
Inh.  ABD  =5AB  X  BD  X  Sin.  ABD  =  Jflc T—J^ZL 

=  I  «c  Stil.  cp'   [Sin.  (p  Ooi.  4/  —  Co$.  <py, 
en    «oo    wij    hierin    de  boven verkregerie  waarde  van  Cêi.  i|r 
overbrengen ,  komt  er  na  behoorlijke  herleiding 

Inh.  ABD  =  I  aó  Sin.  <f  —  |  ac  Si».  ($  +  (p'). 

Door  na  de  som  van  de  inhouden  der  driehoeken  ABD 
en  CBD  te  nemen,  vinden  wij,  dat  de  inhoad  des  vier- 
hoeks  wordt  uitgedrukt  door  de  formule 

i  =  i  fl* Sin. 0  +  l^e Sin. 0'  -^iac  Sin.  ((p  +  0').  .  .  (2) 

Het  is  klaar y  dat,  wanneer  men  de  hoeken  0  en  0'  on« 
afhankelijk  van  elkander  laat  veranderen,  de  inhoud  des 
vierhoeks  eens  een  maximum  sal  worden^  en  dat  dit  maxi- 
mam  de  begeerde  grootstmogelijke  vierhoek  sal  wezen.  Wq 
beschouwen  das  /  als  eene  functie  der  onderling  onaflian^ 
kelijke  elementen  0  en  0\  en.  maken  oit  (2)  de  difièrenliaal* 
quotiënten  dezer  functie ,  ten  opzigte  van  elk  der  elementen 
0  en  0'  in  het  byzonder,  op;  alsdan  vinden  w^ 

^=1  a  [6  C0$.0  —  e  Co$.  (0  ^  0'}} 

en  ^^=ie  [ó  Ca.  0'  -  a  Coi.  (0  +  0')y^ 

en  door    deze    dififerentiaalquotiënten    gelijk   nul  te  stellen^ 
veriurqgen  wq  Ka  de  beide  vergel^kingen 
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è  C^ê. 0=2  e Co$.  (<p^4>')  en  6 Co$. 0'  =  a  Coê.  {0+0'), .. .(i) 
^^aaraan  0  en  0'  TuJdoen  moeien ,  opdat  l  hei  b^eerda 
maxi m om  zy« 

Om  deze  vergelijkingen  op  Ie  lossen,  kan  men  er  uil  af- 
leiden a Co9,0=2cCo9.  0',  en  daarna  a  Co:  0:=z  e  Cü$.  0'z=zx 
aleUeay  als  wanneer  men  beeft: 

elk  der  yergelijkingep  (3)  geeft  dan ,  soo  men  daarin  na 
omwikkeling  deze  waarden  substitueert, 

èx  =  x*  ^  |/C«*  -  ^')  (•*  -  *»),  .  .  .  (4) 
ofy  na  Terdrijving  van  het  wortelleeken ,  de  derdemagtsver- 
gehjking 

26x»  —  (#»  ^6^  +  c*)  *«  +  tf«ca  =  0;...(5) 
hiemit  kan  nu  de  waarde  van  x  berekend  worden  ,  zoodra 
a,     ^  en    e    in    gelalfen   gegeven    z^n ,    waardoor   dan    ook 

Com.  0  zn  —  en  Co9.  0'  ziz  —  bekend   worden ,    en    alzoo 
a  ^  o  ' 

de   hoeken  bepaald  zijn ,  welke  de  zijden  a,  5  en  o  des  vier^ 

hoeks    met    elkander    moeien    maken,    opdat   de  inhoud  Zoo 

groot    mogMi)k   zij.    Voor  de  waarde  van  dien  grootstmoge- 

lijken  inhond ,  vindt  men  dan  volgens  (2) 

J=i(é—  jr)(i/ffl«  -1  x^)  +  x/(e^  -  *>)}.    .    f6) 

Zonder  on8  nog  met  de  volstrekte  bepaling  dezer  waarden 

op  fle  houden ,  kunnen  wg  reeds  opmerken,  dat  uit  de  figuur 

volgt 

CoêABT}  =  Co$.(0'^^)  =  Co9,0Co9.^r+Sin.0Sin.^ 

=  Sin4(Co84Coi^'\'Sin4), 

soodat    wij,  hierin    de   waarde   (1)  overbrengende,  na  her« 

leiding  Tinden 

Coê.ABD  =  '^AUco$4^eCo9.(0+0')l} 

gelijkerw^xe    ia,  'AC   getrokken. en  hoek  BCA  =:  ^'  gesteld 
zgnde , 

CM.ACD  =  ^4:  {  ^Co94'^aCo$.(0+0')] . 

Indien  dns  I  een  maximum  is,  zal  volgens  (3)  Cot. ABDszO  * 
en    Cat.  ACD  =  0   zijn;   de   hoeken   ABD  en  ACD  zullen 
dan  ragt   s^n ,   soodat  een  cirkel  op  AD  als  middellqn  be- 

£3. 
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MlltaaTefi  doMr  dé  panten  B  en  G  «al  gaan.  Oe  gevraagde 
gifootote  Tierhoek  moei  dos  in  een  halven  cirkel  beschreveo 
s^iiy    die   de    onbekende   zi)de  des   Tierhoeks   lot  middell^ 

beeft. 

De  ponalrootie  van  dien  vierhoek,  ui!  de  gpgevens  «j^ 
en  Cf  zal  echter  niet  door  paaaer  en  liniaal  kunnen  geschiet 
den  9  omdat  dezelve  gebleken  is  van  de  oplossing  eener  der« 
demagUvergeTQking  af  te  hangen. 

D«  derdemagtsvergel^king  (5)  heeft  drie  bestaanbare  Wor* 
tels,  en  wel:  éénen  positieven  grooter  dan  a  en  dan  e;ééneii 
positieven  kleiner  dan  «  en  dan  e ,  maar  tevens  gröoter  dan 
hf  indien  ê  de  kleinste  der  drie  gegevene  zijden. mogt  zijn; 
en  éénen  negatieven  kleiner  dan  a  en  dan  e.  Dit  bli)kt  doOr 
de  afwisselingen  van  teekens  te  raadplegen ,  welke  het  vooi>> 
ste  lid  der  vergelijking  ondergaat ,  door  verschillende  waar^ 
den  voor  s  te  substitueren ;  want  dit  voorale  lid  gelijk  F 
stellende,  hebben  wg: 
voor  xj=:+oo,  r:r:+; 

voor  *=Si»ofe ,  r=-a'  (ii-4)»of-c»(i?-*)«=s-* ; 

voor  a=6,*<aenó<c ,      F=(a»-*«)(e«-*^ J=+ ; 
voor  «=rO,  r=«^c*=+5 

voor  jr:r:-aof— c,  r=-^»fa+«)*of-.c*(c+«)»=— • 

De  eerste  wortel  geeft  Coê.  <P  >  1  en  Cot,  ^'  >  1  ^  en 
moei  alzoo  verworpen  wordei^.  De  tweede  wortel  is  almede 
onbruikbaar;  want  hoezeer  voor  denzelven  naar  behooren 
Cos*  ^  <  1  en  Coi,  ^'  <  1  wordt,  zal  eene  positieve 
waarde  voor  x  ,  kleiner  dan  è  ,  niet  aan  de  vergelijking  (4) 
kmtoen  voldoen  |  tencq  men  in  die  vergelijking  het  teeken 
van  de  wortelgrootbeid  omkeere ;  terwql  eene  positieve  waar- 
de voor  X,  grooter  dan  6,  blqkens  de  formole  (6),  eene 
negatieve  waarde  aan  i  geeft.  De  derde  wortel  geeft  voor 
Cö9.  0  c$n  ^'ot.  ^'  négalieVe  waarden  kleincf  datt  de  een- 
heid, eU'W^I  das  voor  0  en-^'  stompe  hoeken  aan;  die 
wortel  maakt ,  volgens  (6} ,  /  positief,  en  voldoet  aan  de 
vergelijking  (4) ,  zonder  dal  het  teeken  der  wortelgrootbeid 
behoeft  omgekeerd  te  worden ;  alzoo  geeft  deze  laatAtè  wor- 
tel ftlti}d  een  eigenlek  antwoord  op  de  vraag,  die  overigena 
gaene  meerdere  antwoorden  toelaat» 

Stellen  w^    AD  ss  «,  dan  is^  in  den  regthoekigeu  drie-^ 
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hoek  ACO, 

CD  i=r  AD  X  Cêê.  AD€, 
<»r,  Mia«t  koek  ADC  ==  180^  ~  AMi^  ABC=180*~^it, 

ü=  —  «  Cot*  ^,    en    Cot.  ^  r= ; 

«mm  Tori^  onbekende  ;r,  in  at  uitdrokkendte^  bebbta  lÉ^das 

X  zrz  0  Coê*  ^  =  —  — , 
m 

en  dese  waarde  Tan  Jt  in  (5)  oTerbrengeBde-,  Nrefki^gen  w) 

de  derdemagUrergelQking 

«••  _  (a»  +  *»  +  e«)«  —  2««<r  !=r  O,    «    •    (t) 

waaroit    na    onmiddell^k  de   Tierde  s^de  dca  TieAeekt  kan 

berekend  worden. 

Het   TOorste    lid  deier  Tergdpiag  door  W*  ToonteUettde, 

Tinden  w^: 

Toor  ai  ^  +  V »  ^  =  +9 

voor  at  =S  a,  4  of  tf ,  F  =  «^ ; 

Toor  a»  =  O,  F  =r  — ; 

Toor  at  =  — aof—  e,      F±=4->; 

Toor  ai  =r  —  co ,  F  =2  — ; 

waamit  bliikt ,  dal  deze  Tergel^king  twee  negatieTe  worlela 
beeft,  benevem  eenen  posiüeTen ,  die  grooler  dan  elk  der 
agden  a  ,  ^  of  e  is.  Die  laatate  wortel  wi|st  bet  eenige  ant- 
woord op  bet  Toorstel  aan. 

AAKMaaJLiiro»  In  de  >  BéginuiUm  éêr  MeeiL  Tan  J.  na 
Gcu>£n,  3de  druk,  $  610,  ia  aangetoond,  dat  Tan  alle 
Teelb«»eken ,  welke  uit  een  aeker  aantal  ge^ereiie  a^den , 
met  nog  eene  onbepaalde,  zqde  na|ur  welgeTallen  genomen, 
kannen  samengeateld  worden,  de  fêtelhoek,  wiens  inbond 
een  mazinioni  ia ,  soodanig .  tal  moeten  bepaald  aga  ,  dat  hq 
beachroTen  is  in  eenen  faahren  drkel,  waarren  de  onbe- 
paalde agde  de  middelbin  is.  Legt  men  dexe  atelling  fet 
grondslag,  dan  kan  bet  Toorstel  ook  gemaUBelfk  aonder  dif- 
ferentiaalrekening opgelost  worden ;  en  daarb^  aal  men  dan , 
deselfde  onbekenden  als  boren  aannemende,  ook  altijd  op 
ihielHo  derdemagtsTergel^kingan  Wederkomen. 
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XL.      VoO&8TBI« 

Door  J.  Badok  Gbijbsv. 

Wannéér  mên ,  itil  de  pool  van  de  $p%raai  van  Aacni* 
uxDESf  ioodl^nen  op  de  normalen  dier  kromme  laai  vallen, 
wil  men  de  meetkumtige  plaatn  van  de  voetpmnien.  dier 
loodlpnen  vinden^ 

0P0SI.08T  door   J«   fiAooN  Ghijvxn  ,  J.  S.  Sfsijbr  en  B. 

TAN  D<  WbXBD* 

Oplo88ik&  van  h  Badom  Ghijbbn. 

Laten  hoek  XOP  =  ^  eu  OP  =  b  (Fig.  28)  depoolcoorw 

dinaten  z^n    yan   eenïg  onbepaald    punt   P  der  spiraal  raa 

Abghikbdes  f  welker  vergelijking  is 

%=a(P; (l) 

Iaat    rerder   PQ   de   normaal   van   het    punt  P  der  iromme 

z^n  p   en   OQ    de  loodlqn  nit  de  pool  op  die  normaal  neder- 

gelalen,    dan  zullen  wij  de  meetktinstige  plaats  van  het  punt 

Q  moeien  bepalen  ;  en  zoo  wiï  hoek  XOQ  z^,  0'  en  OQ  =:  s' 

ètellen ,   komt  die  bepaling  neder  op  het  vinden  eener  verge^- 

ligking  tasschen  (p'  en  a\ 

De    loodliju ,    uit   de   pool  op  de   normaal  eener  kromme 

/lyn   nedergelaten ,   wordt  in  het   algemeen    uitgedrukt  door 

süfx 
—p^—^—^y,  hier  is  echter  }f%  =  ag(p,  en  wij  hébben 

derhalve 

assHó  a% 

Verder   volgt   uit   den  regthoekigen  driehoek  OPQ  omnid* 
dellök 

a'  =  B  CoM.  (<^'  —  0) ......    (3) 

soodal  wq  nn  drie  vergelijkingen  hebben ,  waartnsschen  wi| 
slechts  de  twee  grootheden  ^  en  s  zullen  behoeven  te.  eli« 
mineren ,  om  j[le  poolvergeli^ng  der  begeerde  meelkunstige 
plaats  te  bekomen. 

Uit  (2}  vinden  wq  dadelgk 

—  as 

*^V{»^  —  b'*J' 
•n  volgens  (1)  is  dus 

-     <^  = '1 . 
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maar  uil  (3)  voi^t 

(ff  -^  (P  z^  Boog  Co:  — , 

eo   lucrin   voor    s    en   0   de  xoo  even  verkregene  waarden 
atelleude,  komt  er 

of  in  eenyoadiger  Torm 

*'  =  vi^T^)  +  *"**  *'-•  T'  •  •  (*J 

hetgeen    dan   nn    de  vergelijking  der  gerraagde  meetknntlige 
plaats  ia* 

Blqkena  deze  Tergelijking  aal,  wanneer  oien  ^  vai}  O  tol . 
a  laat  aangroeiden ,  0'  van  O  lot  qd  aangroeiden ;  kunnende 
si  nooit  grooter  dan  a  worden.  Hieroit  volgt,  dat  onae 
meelJLunstige  plaata  wederom  een  spiraal  is ,  die  van  de  pool 
af  beginnende ,  een  oneindig  aantal  omwindingen  om  de 
pool  maakt,  en  ateeda  nader  b$  den  cirkel  komt,  welke  ait 
de  pool  jila  middel pant  met  «  als  straal  word'  beschreven; 
binnen  welken  cirkel  deze  spiraal  *geheel  begrep«*n  is.  De 
genoemde  órkel  is  dus  eene  kromlijnige  asymploot  onaer 
meetkujMtige  pUats. 

Vi^  hebben  boven  slechts  positieve  waarden  van  0  en  s 
in  mAnmerking  genomen.  Het  is  echter  klaar,  dat,  even  ala 
de  apiraal  van  Abcbimebks,  soo  ook  de  apiraal  door  de 
vergelqking  (4)  voorgesteld ,  uit  twee  gelijke  en  gelijkvormige 
takken  beslaat,  die  in  de  pool  aan  elkander  sluiten» 

XLl.      VOOBSTXI.. 

Door  L«  Vbbvb£N  ,  Js. 

Ha  tfrta  e^forw  van  ton  xeker  getal  vormon ,  van  do  lin- 
ker' naar  do  rogterhand  getekend ,  eeno  opklimmende  reken^ 
kmnêtigo  raekê.  Wanneer  nu  nog  bekend  iê ,  dat  de  êom  der 
drie  e^erê  gel^k  ta  aan  het  epfer  der  tientallen ,  verme^ 
mgvaldigd  mei  de  helft  van, het  e^fer  der  honderdtallen , 
vraagt  men  daarvii  het  getal  te  vinden* 

OroBiiDST  door  J.  S.  Spbijeb,  D.  BiB&VKa  db  Haih,  C.  P. 
Bvm»n,  J.  A.  HayasK,  J.  Hxxmskxrx,  Az.,,  W.  L.  Itanob, 
J«  U.  TAV  KooTxii ,  P.  Kaov ,  U.  Mjd]>xi.bi7&»,  J.  Siasiix% 
W.  C«  VjmsxroT,  L*  Vsmtuh,  Sm.  om  Rm  tav  bs  Wxm»»- 

E  5 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ï4  WISKÜNSTIOE 

OpI.08SI^&  van  J.  S.  5feijsr# 

Laten  de  cijfers  van  het  begeerde  getal  voorgesteld  worden 
door  de  termen  der  reeks  » ,  *  -^  y  en  x  -^  2y,  dan  is  de 
•on  dezer  c^fers  3(x  4.  y)  ^  eb  dus  volgent  de  opgegeven^ 
voorwaai  de 

3(*  +  y)  =  ix(x  +  y), 
waaruit   dadel^k    voor  het  tijfer  der  honderdti^Uen  gevbnden 
wordt 

X  =  6. 

Het  cijfer  der  eenheden  of  x  4^  SjT  ït  dan  6  +  2^,  welke 
waarde  kleiner  dan  10  moet  M^isen ,  eijnde  f  een  geheel  ge- 
tal.  Hieraan  kan  alleen  voldaan  worden  door  y  33  O  of 
y  2r  K  De  eerste  waarde  geeit  echl«r  ^enê  opUimmehde 
reeks ,  eoodat  wij  alleen  hebben  y  &=  1 ;  eijnde  alsdan  hbt 
begeerde  getal  678. 

XLIL    VooestëIm 
Door  L»  VxBVXEN^  Je* 

Ef  i's  oene  meêtkunotigv  reeko  van  ériv  tèfinek.  Eoo  mék 
tan  den  twêodon  term  de  helft  -tan  den  eèretèn,  èn  ^an  dek 
derden  de  helft  van  Jen  tweeden  aftrekt,  maakt  de  èente 
term  met  de  heide  renten  eene  harmonierhe  reeke  uit*  In^ 
dien  nu  gegeven  wordt  ^  dat  de  êom  d^r  harmonieche  reeke 
6  minder  dan  de'eom  der  meetkunetige  reeke  ie,  begeert 
inen  daaruit  de%e  reekeen  te  vinden» 

Opgelost  door  J.  Heemskerk^  Ae.|  J»  S.  Speijbr  ^  €•  P. 
BvROER/  J.  A.  Hansen,  W.  L.  Ivan«h,  o.  fiiEBENs  nfi 
Haam,  J.  H.  VAi»  Kooten,  H.  Middelbubo,  O.  Kostea, 
P.  Kbobi,  J.  Sjoenis,  W.  C.  Vbrsepot,  L.  Veaveem  ,  J«., 

R.  TAM   VB    WeEBD   #11  J.    J«    WOLFS. 

Oplossimo  van  J.  HbbmskbrK|  Ab* 
2oo  de  termeki  der  meetkunstige  reeks  voorgesteld  wordeki 
door 

X,    «y    eh    jtya, 
bèköltien  w^y  voor  de  termen  der  hèrihonische  reeks  | 
*t    *fjr  —  3)    en    xp(y^  J). 
Volgens  de  bekende  eigenschap  der  harrtaonisbhe  reekseh^  ia 

lat   tey  Boo  wij  al  de  ttek-nen  door  x  en  bovendieii  de  beide 
^cigMliè  Itmoa  door  y  -*  |  dealen. 
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of  €»ok  2:5f=:2y  —  3:y—  1; 

uil  dese  evenFediglieid  Tolgt  dan  de  i^ergelijking 

y{%9  -  3)  =.2C3f  -  l) 
of  2y«  —  5y  +  2  =3=  O, 

.waaruit  op  de  gewone  wqse  gevonden  Wordt  yacS  of  yac|« 
▼oor  de  eerste  waarde  Tan  y  bekomt  roen: 

de  neelkonstïge  reeka        x^    2jr,    4jr, 
en  de  barmoniache  reela  s^    {x,    Z9\ 
ro€»  de  tweede  waarde  yan  jr  daarealegeo  heeft  men: 
de  meelianalige  reeka        s ,    §« ,    |«  ^ 
en  de  barmoniache  reeka  jr,      O,      0« 
Do.  tweede   waarde  vtn  y  moet  dut  ter  sijde  gesteld  woiv« 
den^  terw^l  voor  de  eerste  waarde  van  y  de  som  der  meet* 
knnatige   reeks    duor  7jr  en   die    der   harmonische  door  5|jp 
wordt  oitgedrokt.    üit  de  verdere  voorwaarden  der  opgave , 
hebben  wq  dan 

7*  =  5ï*  +  6| 
waaruit  volgt  .    «  =  4; 

soodat  wq  voor  de  gevraagde  reeksen  verkrijgen : 
de  meelkonstige         k,    S,     16  y 
en  de  harmonisGhe    4 ,     6  ,     12* 

XLIIK    Vooaaarsxt« 
Door  L.  VsRVtES ,  Jz. 

Een0  meei*  en  eeno  rekonkunêUgo  reeka  ^  heide  in  geheele 
getallen  en  elk  van  drie  termen^  hebben  de  volgende  eigen^ 
eehmppen  :  P.  de  reden  van  de  meetkunetlge  reeke  ie  gelijk 
aan  hei  venchil  der  rekenkunetige  ;  en  2°.  de  queiUnien , 
die  men  verkHjgt ,  door  de  termen  der  rekenkunetige  reeké 
ep  de  avereenkometige  termen  der  meetkunetige  te  deeten, 
vormen  eene  harmonieche  reek»*  Indien  nu  de  êom-  der 
meeikunetige  reekê  gelijk  84  gegeven  is,  wordt  gevraagd 
hieruit  dé  beide  reekeen  te  vinden. 

OpoxiiOst  door  R*  tan  na  WzEan »  C.  P.  Bvaosa ,  J.  4« 
BAxaaVy.  W,  L*  Ivakob,  J*  U*  tah  Kootam,  G*  Ko  saa, 
U.  lluiDBi.Bi7aa  y  J.  S«  Sraijaa ,  W.  G.  Vaasaruj ,  L»  VaiH 
TiBHf  Js»y  p«  fiiBasMs  vz  Haak»  J.  UasKSKaBK,  Aa«^  l^ 
Sjoaoiia.afi.'jJ*  J*  lVotrs« 
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OpLotsTiio  van  R»  van*  ds  Wssrd. 
Ztf  de  meelkuijstige  reeks 

X,    XM  '  en    XX* , 
•n  de  rekenkunslige 

jr  —  «,    y    en    jr  +  «, 
dan  is  de  harmonische 

x%* 

en  bovendien  is 

4r(l  +  «  +  .««)  =  84. 
Daar  x  en  s  gelieele  getallen  zijn,  zoo  moet  1  4.  s  ^  s», 
hetwelk  een  oneven  getal  is ,  een  deeler  van  84  wezen*  Qe 
oneven^  deelers  van  84  zqn  3 ,  7  en  2i  ,  waardoor  men 
Toor  M  vindt  1 ,  2  of  4 ,  terwijl  x  de  daarmede  overeen- 
komstige waarden  28,  12  of  4  verkiijgt. 
'  De  harmonische  reeks  geeH  ons  de  evenredigheid 

X  jrs*      ^.  '*  '       .      '**  '* 

y  —  «  '  y  +  «  "  y  "*  y  —  «  '  y  H-  «  ""  IT ' 

of  1  :  ,  =r  «fy  — . «)  —  y  :  «jr  —  (y  +  «) , 

en  hieroit  y  oplossende,  komt  er 

,f««  -  »)     _  s(«  +   1) 

y-  («  -1)»  —   *-  l- 

Substitueren  wq  hierin  de  bovengevondene  waarden  van 
M'f  dan  wordt: 

▼oor  s  =  1 ,    y  =  00  ; 
voor  2^2,    y  =  6  ; 
voor  s  =  4 ,    y  =  6| ; 
waarvan    alleen    de   tweede  aan  de  voorwaarde  des  voorstele 
voldoet.  Wij  hebben  dus  «  -^  2,  jr  =  12  en  y  =  6 /wes- 
halve de  begeerde  reeksen  zijn : 

12,  24,  48;    4,  6,  8}    en    3,  4,  6. 
XLIV.     V  o  o  R  S  T  X  L. 
Door  E.  OiiiviER,  0^. 
Hoevéél  graden^  minuten,  siis.  óeoai  de  hoek  (P ,  dóór  dm 
Vergelijking  Sin.  0  +  Tang.  $  =  1  bepaalde  -^  •• 

OïoBLosT  door  C.  P.  Bprobb,  J.  A.  Uansén,  W.  L, 
ItavoB,  J.  S.  Spxijer,  R.  vak  dr  Wrbbd,  J.  J.  Wólfs>, 
J.    fiassAN ,    O.    fixERRNs   DB    Uaav  ,    £.  Omvibr  ,  Ds.,  G» 

KOSVRR,   ü.  MlDDRUVRO,   W.  C.   VrrSRVVT  én  J.  SlORMIS. 
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0ri.08atKo  van  C.  P.  Boborb. 
DroUcen  w^  den  Sinus  in  den  Tangen*  oit^  dan  wordl  de 
gegeTene  vergelijking 

Tang.  <l> 


l/(i  +  Tmng,*  0) 
'Waarait  men  acfaiervolgens  heeft 
Tang.  (P 


+  Tang.  <f  =  1 , 
=  1  —  Tang.<p, 


\/(l  +  Tang.''  (P) 

of  Tamgk^  ^  —  2  Tang.^  ^  +  Tang.^  ^  —  2  Tang.  ^  + 1  =  a 
Uiervoor  kan  mea  ook  schrijven 

en    stelfende   no    Tang.  0    + s=   *•   waardoor 

lang»   (p 

Tang.^  0  +  -= -—  =  jT»  —  2  wordt ,  soo  heeft  men 

*»  —  2*  —  1  =  O, 
waaruil  volgt  «  =s  1  ±  l/  2 ; 

ien  Tang.*  $  -h  1  =  *  Tang,  0, 

waamit  volgt    Tang.  ^  ^  §  x  ±  J  V^C'*  —  •*)• 

Jn  de  voor  s  gevondene  waaide,  kan  alleen  het  bovenste 
teekeu  gebruikt  worden ,  daar  het  onderste  Tang.  0  onbe* 
ataanbaar  maakt*  Memehde  dut  x  =r  i  +  )/  2,  soo  heb- 
ben wg 

Tang.  4>  =ljtll±}pi±l^Jh 

Ho  ii :  2t/2  =  t/8  =  2,«284271 , 

—  1  +  2]/2  =1,8284271, 

•y'f-.  1  +  2y^)  =r  1,3521934, 

1  -J-  ï/2  =  2,4142136, 

1  +  v/a  +  t/(—  1  +  2|/2}  =  3,7664070, 

1  +  |/2  —  |/(—  1  +  2|/2)  =:  1,0620202, 

«n  bqgevolg  hebben  wq 

TdM^.  <p  =  1,8832035  of  0,5310101 ; 
waarmede  Tolgens  de  gegeyene  vergelijking  overeenstemt 
&•«.  (^  =  —  0,8832035  of  0,4&«98;)9. 
Foor  deze   waarden  van  Sin.  (p  en    Tang.  0  vindt  mett 
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dan  uit  de  tafels 

4  =  2tó«r52'  en  0  5=  27«»58'8% 
XLV.     Voorste  I*. 
Door  £•  Oliyibr,  Ds* 
Van  oen  gogovon  vierkant    A&C13  (Fig.  29),  wil  tnon  eb 
u^do    BC    zoodanig  tot  in  F  verlengen^  dat,  wanneer  m^m 
de    l^n    AF  trekt ^    ufeiJee  CD  ergene  in  £  en^dt ,  de  drio" 
hoek  Q^ï  gelijken  inhoud  heeft  piet  het  trapezium  AfiCE* 

Op'^elost  door  G*  Koster,  J.  Bassan,  D.  Bixrbm^  de  Haak, 
C.  P.  Burger,  J.  A.  Uansen  ,  J.  Heemsi;erk,  Az*,  U*  Mzd- 
BEi.BüRa,  £•  OmtuRi  Ds.9  J>  ^  SpKifEJi,  W,  Q,  Vrrs»» 
PUT,  B.  TAM  DB  Werrd,  J.  J»  Mf oi^ps ,  P*  KjlqK|  W«  L. 
Itamoh  en  J*  Sjobmis. 

OpLossiva  van  G.  KqsTBEf 
Indien  hel   trapeziuui    ABC£    geleken  inhoad  heeft  als  de 
driehoek    CEF,   ssal  de  driehoek  ABF  tweemaal  zoo  veel  in* 
houd   hebben  als  de  driehoek  C£F;  maar  dewql  de  driehoe- 
ken ABF  en  CEF  gelijkvormig  xijn/  7^\  mea  dan  ook  hebben 

AB«  :  CE*  =  drieh:  ABF  :  drieh.  CEF  =  2:1, 
en  dus  CE'  :=;  |  AB% 

Oaar  na  ook  het  vierkant ,  op  deo  halveii  diagonaal  van 
het  vierkaiii  ABCD  besc|ireven|  gelqk  a«a  i  AB'  14,  heeft 
men  f  om  dil  vpors^el  door  cofialructie  op  tet  Ipssen,  slechts 
de  heide  elkander  in  G  snijdende  diagonalen  AC.  en  BO  te 
trekken ,  en  vervolgens  CE  rs  CG  te  nemen  \  want  hierdoor 
wordt  CE'  =  I  AB',  en  het  alzoo  verkregene  punt  fl|,  if 
bggevolg  hel;  punt|  waardqor  ipeo  «it  A  de  Ign  AF  moet 
trekken,  om  den  driehoek  CEF  gelqken  inhoud  te  doen  heb* 
ben  met  het  tn^pezium  ABC  E. 

Aanme^kikg*  Uit  de  gelijkvormigheid  der  driehoeken 
ABF  en  CEF  vol^t  ook 

BF»  :  CF'  z;z  drtVA,  ABF  :  drieh.  CEF  =  2:1, 

waaruit  achter volgeus.  kan  afgeleid  worden : 

BF  :  CF:;=  t/2  i\, 

BF  —  CF  :  CF  =  t/2  —  l  :   l , 

AB  ;  CF  =5  t/2  —  l  :  i , 

AB  :  CF  ==  1  :  t/2  +  1 , 

en  CF.  =  AB  t/2  +  AB  ==  AC  +  AB; 

soodat   het   piuit   F   mede   gevonden  kan  worden  j^  door  BC 


Digitized  by  VjOOQIC 


OPGAVE».     N^  45  en  46  79 

moQ    Ter  te  verlengen ,  dat  CF  ge)i^k  wordt  «aq  de  som  van 
da  «4de  <|ii  diaconaal  dea  gegeven  vierkanta. 

XL  VI.      VOOBSTEX* 

Door  £.  O1.1VIER,  Dx. 
Dm   lifn,   te    eomtrueren,    wel/eer    iengie  door  de  formule 

*  =  * -J-..i „ordt  uitgedrukt  (*). 

OPOEL08T  door  i.  SvSpwjer,  C.  P,  Bu^oer,  J.  A.  Han- 
asif  ,  R.  VAN  DE  VVEaJU>^»  J,  6uis9an  ,  D,  Bierbiis  be  Haan, 
W,  L,  WA»i«ii,  H.  MmnEi4ioRo,  E,  Oiuvj^r,  D^.,  W.  C. 

OpLoaaivd-  va»  J.  S.  Sfeijea. 

Idea  n^^ke  eeiv^^i  boek  BAQ  (Fig*  30)  ge^jtk  aaii  het  qqui- 
plement  vati  den  gegeven  boek  a,  neme  op  l^^t  ?eoe  beeA 
van  dien  hoek,  AA  =  «^  ea  Uekke  loodi^gt  op  Afi  eene 
1911  fiQ,  bf^t  andefe  been  ergena  in  C  ontiuoelende.  Op  het 
▼erJengde  vaii  BC  aetme  mea  ^ervolg^en^  BU=^x  vereepig^ 
de  puiHeii  A  en  O ,  e«  trekke  vil  D  eeue  h^n  UFev^pwijdi^ 
mei  AQ  en  even  lang  aU  CD.  ludie^  aien.  dan  verder  mi^ 
F  eene  lijjii  evenwüdig  aap  CD  trekt,  tol  zij  de  hjp  AD  o{ 
baar  veilende  ia  G  unlmoel,  zal  deze  iaal$lgelrokkene  l^n 
EG  de  gezochte  lijn,  wezen. 

Waal   de   driehoeken    ACQ  en  DFG,  die^  v^lgena  de  cqok 
atructie  geljjkyonuig  z^fif^  geven  de  evemedigheidFG:  EU;;;s 
CD  :  ACy  waaruit  volgt,  omdat  FD  =;  CD  gemaakt  ia, 
FG  —  ^^^  X  CD  _  £l)_*  _  (BC  +    BPJ« 
~         AC         ~    AC    ~  AC  ' 

BMMir  Da  ia,  in  den  regthoekigen  driehoek  ABC,  hoek  Cz^a, 

daa    BC  r=  a  Cot^  4e  en  AC  =:   -^ ,  en  door  substitutie 

dezer  waarden ,  komt  er  dan 

FG  =  (<>  Cot.  m  +  b)^  Sin.  » 

Aakvsbkinobh.  1^.  Qnze  constructie  gaat  even  goed 
door,  indien  «  een  stompe  boek  is.  Alsdan  ia  echter  Cot.  a 
negatief,  en  de  uitdrukking  (a  Coi.  «  +  *)*  aal  dan  de« 
aelCle   z^fi,  alsof  b  negatief  vrare.    Men  zette  dua  in  dit  ge- 


(♦>  fik  Si;aeaTiui»  Tt^mw^  w«r  *  IHcar^  iir<f<^,  M^i^H^u^. 
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Yal  (zie  Fig.  31  en  32)  BD  =  ^  van  B  naar  C  idt;  kim- 
nende  het  punt  D  ook  ia  het  verlengde  Tan  BC  Tallen 
(Fig.  32J. 

2^.    Indien   «  een    regie   hoek ,   en'  das  ar  r=:  —  is ,  kan 

onze  conatrnctie ,  eenigzins  gew^zigd ,  nog  gebroikt  worden ; 
.soo  als  in  Fig«  33  is  voorgesteld* 

XLVII.     V  o  o  B  s  T  8  L. 
Door  H«  G.  ^iTLAOB. 

jlfaii  vraagt  te  Berekenen ,  koeveel  driehoeken  men  he6$em 
kan  9  waarvan  de  hoekpunten  in  die  van  een  paralMop^^ 
dum  liggen  (*}. 

0P0EI.08T  door  J.  S.  'SvBijER  f  J.  A.  Hahsbh  f  G.  KOSTBS 
en  U«  MiDDBiiBüRo. 

Oflossikg  enji  J.  S*  Spsijsr* 

Drie  ponten ,  waar  ook  in  de'  rairote  gelegen ,  liggen  alti|4 
in  een  plat  vlak ;  en ,  als  zij  niet  in  dezelfde  regte  Ign  lig- 
gen ,  'kan  men  dezelve  door  regte  lijnen  vereenigen ,  en  ver- 
kr^gt  dan  eenen  driehoek.  Omdat  na,  van  de  acht  hoek- 
panlen  eens  parallelopipedams ,  er  geene  drie  in  dezelfde 
regte  Ii|n  gelegen  zijn,  zoo  behoeven  wq  slechts  te  onder- 
zoeken j  op  hoevele  verschillende  wqzen  deze  hoekpunten 
drie  aan  drie  kunnen  Terbonden  worden;  want  zooTele  dne-* 
hoeken  zullen  er  zijn ,  wier  hoekpunten  in  die  van  het  pa- 
rallelopipedum  vallen.  . 

Ma  is  (zie  J«  bb  Geldeb,  Wiek  Leeeen^  Ie  drak,  Ie  cnr* 
aaS|    pag.  352)    het  getal  zamen voegingen  van  n  grootbeden 

drie  aan  drie — 5-^ =•    Hier  hebben  wn  «  :=  8. 

!•     ^«     o« 

j  8x7x6         .^,.,, 

en  dus  zqn  er  -  =  56  driehoeken. 

I  X  A  X  ö 

'Wil   men   de  driehoeken ,  in  de  zQvlakken  des  parallelopi- 

pedums   gelegen,    uitsluiten,   dan   zon  van  het  getal  56  nog 

moeten  afgetrokken  worden  C  X =  24,    zoodat 

1X2X3  ' 

dan  het  aantal  driehoeken  32  zou  wezen. 

AANMERki>o    van  J.  A.    üaksen.    De    Heer  STRootKAV 


(*)  fl.  StiooTKii  I  rraagsi,  over  de  Sielkurut ,  bU  74 ,  lf«.  866. 
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heeft  in  het  antwoord  (drok  van  1836}  168  driehoeken.  Het 

7  V  fi 

i»  waar ,  aan  elk  hoekpant  liggen  ? 2=  21    driehoeken  ^ 

1x2 

en    dit    zou    voor  de   8  hoekpunten  168  driehoeken  maken , 

doch    elke    driehoek  werd  dan  eens  bij  elk  zijner  hoekpunten 

en  dos  driemaal  geteld. 

XLVlll.    V  o  o  a  »  T  X  I. 

Door  U.  G.  WiTLAOs. 

Mon  vraagt  naar   hei  aantal  diagonalen  in  oon  dodeeai» 

drum  (*). 

Ofoblost   door   J.   S.    SrJszjXR,    U.    Middbuivro  ,  J«  A* 

Hanssjt  on  G,  Kostbr» 

OrLostiMO  van  J.  S.  Spbijba. 

Het   ia    bekend ,    dat  het  dodecaëdrum  ^n  regelmatig  lig- 

chaam«ïs,  hetwelk  door  12  regelmatige  vi^f hoeken  wordt  in« 

gesloten.     Het   aantal   der   ribben   im   derhalve ,  omdat  iedere 

ribbe  tot   twee    vijf  hoeken    behoort^  — - —    =:  30;  terwql 

2 

het  getal  der  hoekpunten  — - —  ^  20  is,  omdat  in  elk  hoek- 

pont  van  het  ligchaam.  drie  hoekpunten  van  zoo  vele  vi^F- 
hoeken  \ereenigd  zQn.  Na  is  het  blijkbaar,  dat  wg,  door 
bet  getal  te  bepalen  van  alle  mogelijke  gevallen ,  waarop 
dese  punten  twee  aan  twee  kannen  verbonden  worden,  te- 
vens sullen  weten  hoe  vele  regie  lijnen  er  tusschen  deze 
punten    kunnen   getrokken    worden.     Dit  getal   is   derhalve 

20  X  ld 

-; =z:  190«    Onder    deze  190  lijnen  zijn  echter  Ook  de 

1X2 

30  ribben  van  het  dodecaëdram  begrepen,  zoodat  wij  voor 
het  aantal  i^r  diagonalen  vinden  190'—  30  =  160.  . 

Wil  men  hier  de  diagonalen  uitsluiten,  die  in  de  zijvlak- 
ken gelegen  zijn,  dan  moet  van  het  gevondene  getal  160 
nog  60  afgetrokken  worden  \  want  het  aantal  iüagonalen  van 

5x4 
eiken  v^ihoek  is  ï-tt-ö  —  5  =  5,    en    dua   van  al  de  zq- 

vlakken  dea  ligchaams  te  zaraen  12  X  5  n:  60*  Zoodat 
dan  het  bedoelde  ligchaam  100  diagonalen  heeft. 


(*)  H.  StaooTHAi »  Fraagit.  der  Sielkumt ,  bl.  74 ,  N».  857. 
I.  Dbbx.  f 
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Aahicbbkiho  van  H.  lliDDBt.Bvmo«  In  de  antwoorden 
op  de  voorstellen  der  atelkanst  Tan  den  Heer  H.  Stkoot- 
UAX f  vindt  men  voor  het  gevraagde  getal,  130;  hetwelk 
waarsohqnligk  eene  dmkfoat  lal  sqn. 

XLIX.     VoOEtTlilM 

Door  U«  G.  WxTLAOB. 

Mon  vrmagtf  in  geheolo  gêialien^  de  regikookigo  parmi^ 
Mopipoduwiê  moi  viorkanto  grondvlakken  te  bepalen ,  waar* 
van  de  inkoud  vyfmaal  %oo  veel  kubieke  ellen ,  a/a  de  op' 
pervlakte  vierkante  ellen  bevat  (*}• 

Ofostost   door  J.   A,   Uansxk,   J,   Bassah,    J.   H.  tait 

KOOTBM,     G«     KOSTSR,     H*    MiDDXLBUEGi   J«   SyOXKIS  ,    Jw   S. 

Spsijbb,  W.  €•  YEBSErvT,  R.  van  de  Weerd  en  D.  Bts* 
EENB  DE  Haak»  » 

0?L088iMO  van  J.  A.  Hansem. 

Zg  »  de  zqde  van  het  vierkante  grondvlak,  en  y  de  hoogte 
van  een  regthoekig  parallelopipedum ,  beide  in  ellen,  dan  ia 
de  inhoud  van  dit  ligcliaam  x^y  kubieke  ellen ,  terwql  dea- 
«elft  oppervlakte  2s^  +  kxy  vierkante  ellen  bevat.  Volgent 
de  opgaaf  moet  men  dan  hebben 

»»yr=  5(2x«  +  kxy) , 
ofwel  xy  =  lOjr  +  20y, 

dat  ia  (,  —  20)  (y  —  10)  =  200; 

en  dit  is  de  eenige  vergelijking ,  waaraan  de  onbekenden  x 
en  y  moeten  voldoen ,  terwijl  bovendien  «  en  y  gehMe  po« 
aitieve  getallen  moeten  wezen. 

Hiernit  volgt  dadelqk  ,  dat  op  —  20  en  jr  —  10  de  beide 
factoren  sollen  moeten  aqn ,  waarin  het  getal  200  ontbonden 
moet  konnen  worden.    Wq  kunnen  dus  nemen  t 

jp-20=  1,  2/4,  5,  8, 10, 20, 25, 40, 50,,  100  of  200, 
en  y— 10=200,100,50,40,25,20,10,  8,  5,  4,  2  of  I5 
waaroit  volgt  t 

jF=2l,  22, 24, 25, 28, 30. 40,  45, 60, 70, 120  of  220, 
•n    y==210, 110,60,50,35,30,20,18,15,14^   12  of    U. 

£r  B^n  dus  in  het  geheel  twaalf  reglhoekige  parallelopipe* 
dnmsi  die  aan  de  vraag  beantwoorden* 


(*)  I.  StaoenuE ,  rraegü.  der  Sitlhmet  1  bL  110 ,  R*.  20. 
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Dóor  H«  Gi  WxT&AM. 
Van    00n    regthoekigen  lohormgen  irieh^iët  ^  tt  gêg$Pên 
ü  $0m    der   hoeken  gelffk  270^  ,  en  de  $trmal  vmn  den  i$H 
gêiekreven  cirkel  gêltfk  i5^«    Men  vraagt  hieruit  denjfdên 
$n  hoeken  te  berekenen- 

0POXI.O8T   door   J.   BAOOfef    GbijBBK|    D.  fiXBABKS  3>X  fiJAAVi 

J.  Ba^san^  J.  A.  Uansbn,  H.  Middblbvbo,  J*  S*  Sp^iibb, 
W.  L.  Itanoh  en  R.  tan  db  Wbzbd. 

Oplossing  van  J.  Badotk  Ghijbbk. 
De  hoeken  eens  bolvormigen  drieboeks  cloorA^fi|C| 
de  overstaande  Kijden  door  n,  ^,  e,  en  den  straal  des  in- 
geschreTen  cirkels  door  r  yoorstellende ,  beeft  men  (tie  R* 
LoBATTOy  Gronden  der  epherieehe  driehoekemeting  ^  bladi. 
74)  de  formule 

Tamg.  rz=:^SiM.l  K  Sin.  i  B  Sin.  i  C , 


waann 


M 
Sin.  A  _  Sin.  B  _,  Sin.  € 
Sin.  u  Sin.  6    "^    Sin.c' 

13 il  dexe  formule  volgt 

^         2  Sin.  i  A  Sin.  §  B  Sim.  i  C     . 
^  Tang.  r  ? 

en  dos  is: 

g.     Sin.\  _         Tang.rSin.K,       ^Tang.rCoe.lK 

'"^"^    M     '^lSin,\KSin.l%Sin.lQ'^  Sin.l^Sin:ïC* 

„.      Sin.i TangrSin.^        Tdng.rCoe^lli 

M    '^ ZSin.\hSin.l^Sin.^Q^ Sin.\\Sin:^  ^ 

S/ii.C  Tfliyg.rStn.C  Tang.rCoe.\G 

en    »*<^—  -75~==»2Sifi  iA&ïii.|B^Vii.JC  ~5iV|^ 

Laat  nu  C  =  90^  A  +  B  +  C  =  270^,  dus  A  +  B'  =  180« 
en  J\  4-  JB  =  90*  «ijn  ,  dan  is  voor  dëh  diiehoék^  in  de 
opgave  bedoeld ,  Sïn.iC=;Cós.§C=r§v/2,  CoV.§A:±iSiii.5B  én 
ctt  Cos.|Br=S»ii.SA')  waardoor  >vij  dadelijk  vinden 

S?ji.  «  =  Sin;  «  =  Tang.  r.  t/2;  .  .  •  fl) 
terw§l,  omdal  A  +  B  ==i  180*  is,  ook  a  +  ^  :-=  lèO* 
«al  wezen. 

Verder  is  dan  Co:  h  =r  -«  Cos.  a  en  Co#.'fi  =.^  l/oi.  A, 
xoodst  wij  volgens  de  bekende  formules  Cos,  02=  C<^f.^C7ot.a 
en  Cee,  e  =;  Col.  A  Cot.  B  ook  nog  hebben 

F2 
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en  Col.«A=:C7of.>fi=— Cof.0=l^2Taii^.>r;  •    .    (3; 

coodat  nu  al  dé  zijden  en  hoeken  dea  driehoeks ,  door  mid- 
del T«n  goniometrische  Iqnen,  in  den  gegeven  straal  zijn 
nitgedrukt.  Daar  blijkens  deze  uitdrukkingen  CH.'^  A  zs 
CoU^  B  ::=:'4:oêA^  a  =:  Cot.^  b  it,  hebben  wij  nog 

Cou  A  :=  Coff.  a  en  CoU  B  =  Cog.  &  •  .  (4) 
want  ü  en  b^  zoowel  als  A  en  B,  ziqn  een  Van  beide  scherp 
en  een  Tan  beide  stomp;  dit  in  verband  brengende  met  de 
eigenschap ,  dat  over  de  grootste  hoek  ook  de  grootste  zgde 
moet  staan  I  blqkt  dan  dat  A  en  n,  alsook  B  en  ^^  van  de- 
zelfde soort  zuilen  wezen. 

Voor  r  SS  15^|  hebben  wij  na  de  volgende  berekeningen^ 
waarbq  w^  a  de  kleinste  regthoekszijde  onderstellen: 

Log.  Tang.  r  =z  Log.  Tang.  15<>  =  9,4280525  —  10 
Log.  1/2  =  §  Log.  2  =:  0,1505150 


opt. 


Log.  Sin.  a  =  Log.  Sin.  b  =  9,5785675  —  10 

a  =  22016'  4%4, 
b  =  157o43'55',6; 
Log.  Co:  a  =  Log.  (—  Coo.  b)  =  9,9663400  —  10 
Log.  (—  Coo.  c)  =  2  Log.  Coê.  a  =  9,9326800  --  10 

c  =  148054'55',7j 
Log.  Coi.  A  =  Log.  (—  Cot.  B)  =  9,9663400  —  10 

A  =    47«13'  5',4 
B  =  132«46'54V7. 

LI.    VooasTBi- 

Door  U.  G.  WxTiiAGB. 

JFannoor  in  oon  bohormigen  driehoek  do  oom  dor  koohon 
360'^  tf ,  dan  %al  de  Tangene  van  don  etraal  van  den  •  n- 
geeehreven  cirkel ,  gelifk  %ifn  aan  tweemaal  den  Tangeno 
van  don  eiraal  van  den  omgeeehreven  cirkel,  gedeeld  door 
do  oom  van  de  producten  der  eoeanten  vmn  de  hoeken,  ep 
alle  mogelijke  w^nen  tweo  man  twee  on  drio  aan  drio  gv 
nomen*    Mon  vraagt  aulko  to  bewenen. 

Ofgslost  door  J.  Badoh  Ghxjbek  ,  J.  Bamsxv  ,  D.  Bxs- 
i^Ma  xui  Haak  ,  M.  MinnuBiraa ,  J,  S.  SntjKR  en  Br  tam 
BB  Wbbbji* 
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Ojpx.ossiXfl'  van  J«  Baoom  Chi|bbm* 
Om  eene  t^de   a  van  eenen  boWormigen  driehoek  te  be- 
rekenen,  wanneer  deszelCi  hoeken  A^  B  en  C  gegeven  iqa, 
heeft  men  de  bekende  formule 
„.         2v/{— Cot^Ctft.(g— A)  CoêJlS^B)  CorfS^C)} 

•  —  SSTbSï^c  » 

waarin  S  de  halve  som  der  hoeken  voorstell*  Is  dns  de 
torn  der  hoeken  360^ »  of  S  =  180^,  dan  hebben  wq  in 
dat  geval 

2|/(^  CoÊ.  A  Co$.  B  Coi.  C) 

^*-  •  — sïTTsïrc  ^ 

In  de  formole,  die  wq  bg  de  voorgaande  oplossing ,  ter 
berekening  van  den  straal  des  ingeschreven  cirkels,  aanhaal* 
den,  hebben  wq  dus  hier 

^^^  iStM.  A  _^  &'fi.  A  Sin.  B  Si».  C 

^  —  ISüTi  ~  2|/(—  Co9.  A  Cof.  B  C70S.C)  ' 
soodat  w^  nn  dien  straal  uitgedrukt  vinden  door 

^  kSin.iKSin.lBSiniCi/(^CoÊ.\Coê.BCoê.C) 

Ifing.r  —  Sin.\Sin.mijC  ' 

waarvoor  wq  ook  knnnen  schreven 

-,  V/(—  Ces>  A  Coê.  B  got.  C) 

lang.  ^  —  2  Coê.  i  \  Coê.  i  B  Cei.  §  C' 
filqkens  he^  genoemde  werk  van  den  Hoogleeraar  Lobatto, 
(sie   aldaar  bl.  71 ,  in  de  noot) ,  wordt  de  straal  R  des  om« 
schreven   cirkels,    indien    de  som  der  hoeken  360^  is,  door 
de  formale 

CoL  R  =  |/(—  Coê.  A  Co9.  B  Co9.  C)    ' 
aangewezen.    Door   deze    vergelijking   met  de  voorgaande  te 
vermenigvuldigen,  hebben  w^  dan 

Tang,  r ^  _^     —  Coa»  A  Cet>  B  Co9.  C 

j^j—  _  3a«jr.  r  C70/,  H  —  2  C7os.  §  A  Ces.  J  B  Cet.  |  C* 
Omdat  fA-HiB-H|Ci=:  180»   is,   hebben  wij  (aie 
J.  SB  Gbubb  ,  Meaik^  3«  drak,  j^  959 ,  sub,  6^} 

2Ces.iACet.iBCos.iC=:l-^Cot.«|A— Cot.''iB— C0S.4C , 
^  hierin  knnnen  W9 

MlMlitncnn.    Dit  geeft  dan 
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®°  Tang.R  ~  Co9.\+Co9.B+Coê.Q+i' 

deelen  wq  nu  vervolgens  teller  en  noemer  van  hel  tweede 
lid  door  het  product  der  drie  cosinussen ,  en  vermenigvuldi- 
gen «rij  daarna  de  beide  leden  met  Tang*  R ,  dan  komt  er 

hetgeen  de  formule  is ,  waarvan  men  het  betoog  begeerde. 

LH.      y  o  o  R   S   T'X   II. 

Door  J.  Bassam. 

Uon  begeert  de  drie  deelen  te  vinden ,  waarin  de  Boog 
9an  een  eirkelkwadrant  moet  verdeeld  worden,  om  te  maken^ 
dat  de  loodl§nen ,  uit  de  deelpunten  neergelaten  op  elk  der 
beide  etralen,  die  het  kwadrant  begrenzen,  dien  etraal 
harmoniich  verdeelen. 

Opoblost  door  i.  Bassazt  ^  J.  8«  Spsijbr  ,  D.  BiE|pfs  i^m 
Haak,  W.  L.  Ivakgs,  G.  Kostsr^  H.  Middrlbüro,  J* 
Sjobüis  en  R.    "vak  sb  Wbero. 

OvLossiNo  van  J.  Bassan* 

Zij  AB  (Fig.  34)  de  boog  van  een  eirkelkwadrant ,  hetwelk 
door  de  beide  stralen  AC  en  BC. begrensd  wordt;  indien 
dan  D  en  £  de  punlen  sijn  ,  waardoor  de  boog  AB'op  de 
begeerde  wqze  verdeeld  wordt ,  en  nit  dese  punten  de  lood- 
l^en  DF,  £Gy  DU  en  £i  op  de  stralen  AC  en  BC  sgn 
neergelaten,  moet  men  volgens  de  opgave  hebben 

AC  X  FG  =  AG  X  CF    en    BC  X  Hl  =  BH  X  CL 

Stellen  w^  na ,  ten  einde  de  gevraagde  deelen  te  vinden , 
Boog  AE  s=:  ^  en  Boog  BD  =  (^' »  dan  gaan  èeze  beide 
vergelijkingen,  zoo  w^  AC  =r  BC  sr:  1  stellen,  over  Ui 

Co:  ^  --  Sin.  ^  =»  (1  —  Co$.  0)  Sin.  0'     .    (1) 
en  €oê.  ^'  ^  Sin.  0  =  (l  —  Coel  0')  Sin.  ^,   •    (2) 

coodat  wiq  dan  twee  vergetijkingen  met  de  twee  onbekenden 
iP  en  (P'  hehbtn  op  te  lossen.  ,    ^ 

Uit  (1)  Tolgt      Sin.  4>'  =  2^-^ 

.2  Sin.  é 
«iait(2)-  ^«^ »' =  1  +  j^,r>'      •    •    •    •    (3) 

je  som  Tan  de  TierkinteB  der  twee  kalato  T«rfdi)kiBgea 
geeik  ■    -     -      • 
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dat  u        I  -«-  ^ SS  ^ ^ 

4(1  —  Coê.  0)  _  4(1  ->  Cat.«  ^) 
^  (2  —  Cot.  <^}«  ~     (1  +  JSt».  0)*   ' 

•o  soo    wq.  deze   vergel^kiag   door  4(1  —  Cot*  0)  deelen , 

komt  er 

1    ^^     1  +  Coê.  0 

(2  —  Cet .  <^}*  ~  (1  +  Sin.  0)^'         . 
ft 
weaniit  acbtervolgeas  Toortyloeit : 

(1  +  Coi.0)  (2  —  Coê.  0)^  =  (1  +  Sin.  0)* , 

4  —  3  Coê.^  0  +  Co$.*  0  z=z  l  +2  Sin.  0  +  Sin.*  0^ 

Co9.»  0=:2  Sin.  0  +  &Vi>  ^  —  3  +  3  Co$.*  0, 

Co$.^  ^  =  2  Sin.  0  -H  Sin.*  ^  —  3  Sin.*  0, 

Coê.  0  (1  —  Sin.*  0)z=z2  Sin.  0  (l  —  Sin.  0), 

oi  na  wederom  door  1  —  Sin.  0  gedeeld  te  hebben 

Co9.  0(1+  Sin.  0)  =:  2.  Sin.  0r 

Hieruit  vinden  wq  dan 

^       ^  *  Sin.  0  ... 

en  deze  uitkomst  met  (3)  Tergelpeodei  xien  wq  Tooreerst,  dat 

<P  =  *' (*) 

xai   zqn.     Brengen   wq    verder   de    Tergelijking   (4)  in  het 

vierkant .  zoo  geeft  zalka 

4  Sin.*  j0 

1    -   Sim-    0  =    ^^j^——;, 

weHoe  vergelqking  ne  herleiding  wordt 
Sin.^0  +  2Sin.*0  +  hSin.*0'^2Sin.0^l=O..  •  (6) 
Deze  vergeliiking  zal  men  bevinden^  dat  eenen  braihbaren 

onmeetbaren   wortel   beeft,    voor   welks  waarde  men  door 

benadering  vindt 

&-II.  0  =  0,63225; 

luei'JMde  aleoit  overeen 

BMg  AE  =  0  =s  89«13', 
ToIgHM  (5)  w  iin  ook 

Bo.g  BD  =  ^  SS  39«13', 
•n  de  Mm   danr  bogen  tu  SO^  aftrtkkande  ^  vimka  w^ 
«■w^tlfflr  nog 

B..g  0£  =:  11034'. 
F4 
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Aamxsuukobn  van  J*  S*  Spbijbr.  1*^.  Men  had  reeds 
▼ooraf  kannen  besluiten ,  dat  0  =  0'  is;  want  de  boog  BD 
is  ten  opzigle  van  den  straal  fiC ,  even  soo  gelegen  als  de 
boog  A£  ten  opzigle  van  den  straal  AC.  Dit  aangenomen 
hebbende,  gaat  dan  ook  elk  der  vergelijkingen  (1)  en  (2) 
over  in 

CoM.  <P  <—  Sin,  0  =  (l  «—  Coê.  0)  &n.  0^ 
vraaroit  na   dsdelijk   de   vergelqking  (4)  ^    en  vervolgens  de 
hoogeremagtsvergelijking  (6)  gevonden  wordt* 

2^*  Üe  vergelijking  (4)  kan  ook  dienen ,  om  ^  gemakkelijk 
sonder  hoogeremagtsvergelqkiog  bg  benadering  te  vinden.  Iai«. 
mers  volgt  uit  (4) 

Co8.  0  +  Sin.  0  Co:  ^  =  2  Sin.  0 ,     . 
en  door  Sin.  0  deelende 

Cof.  <p  +  Co$.  ^  =  2. 

Men  zoeke  derhalve,  in  eene  tafel  van  natuarlijke  Sinas* 
sen,  naar  eeneii  boog,  waarvan  de  Cotangens  en  Cosinus  te 
zamen  gevoegd  het  getal  2  opleveren ;  en  spoedig  zal  men 
dan  vinden  (p  =  39<>13'10% 

LUL      VOORSTBI.. 

Door  J«  Bassak. 

Mên  begeert  den  boog  van  een  drkelkwadrant  in  drie 
deeien  te  verdeelen,  xoodanig,  dat  de  loodl^nen,  uit  de 
,detlpunten  neergelaten  op  elk  der  beide  stralen,  waardoor 
het  kwadrant  begrened  wordt  ^  dien  straal  in  drie  êtukken 
verdeelen ,  welke  eene  rekénkunetige  reekê  uitmaken. 

Opgelost  door  J.  Bassan  ,  J«  S.  Spsijer  ,  D.  Bierens 
SE  JJaan,  G.  Koster  I  R.  van  dr  Weerd,  W.  L.  Ivanob, 
H*  Middelburg  en  J.  Sjoenis. 

Oplossing  van  J.  Bassan* 

Gebraiken  w^  dezelfde  figuur  (Fig.  34}  als  in  de  voor- 
gaande oplossing,  en  onderstellen  wg^  dat  de  deel  punten 
D  en  £  aan  de  thans  opgegevene  voorwaarden  voldoen, 
dan  maken  de  drie  lijnen  AG ,  GF  en  FC ,  alsmede  de  drie 
IQnen  fiH,  Hl  en  IC  rekenkunstige  reeksen  oit;  omdat  in 
elke  rekenkunslige  reejcs  van  drie  termen ,  de  som  der  beide 
nitersle  termen  gelqk  aan  het  dabbel  van  den  middelsten 
is,  hebben  w^  das  hier 

AG  -h  CF  =:  jt  FG    en    BH  +  IC  =  2  HL 
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l¥ederoiiiJ?oo^AE=:^,J?0o^BD=:^  en  ACssBCssl 
stellende  ,  gaan  deze  Tergelijkingen  over  in 

(l-C7«t^)+Aïii.(J)'=2{Cot0-&-ii^')  ...    (1) 

€n  (1— C«t.0')+iSi»^=2(Co»4'— A;iV^3«      •    •    (2) 

Uit  (1)  TOlgl 

Sin.  4f  =  Co:  ^  —  1, 
en  nit  (2)      ^     Co:  ^f  zsz  Sin.  ^  +  \\    .   .    .    .    .    (3) 
nemen    w^  dn«  de  som  van  de  irierkanlea  deser  Tergelqkin- 
gen,  dan  komt  er    . 

of,  omdat  Sin.^  (p'  +  Co$.^  (p'  r=  ^Stii.' ^  +  Cot>  ^  =  1  ia, 
0=1  Stil.  0-^  i  Coê.  0  +  }, 

dat  is  Co$.  0  ziz  Sin.0  -^  i; (4) 

en   deze   vergel^king    met  (3)   in  verband  brengende,  vindt 
men  dan  dadelijk 

<p  =  4>'' (5) 

Schreven. w^  verder  de  vergelijking  (i)  in  den  vorm 
Coê.  <P  ~  Sin.  0  =  1, 
en  brengen  WQ  haar  alzoo  in  bet  vierkant,  dan  vinden  vg 

1  —  2  Sin.  0  Coê.  0  =  i, 
of  Srii.  2  0  =  I  =  0.88888.., 

waarmede  volgens  de  tafels  overeenstemt 
2(pziz  62«44'. 
Derhalve  is: 

*e©^AE  =  0  =  31^22', 
jRo<^  BD  =  $'=  31«22', 
en         •  Boog  DE  =  27*16'.  ' 

Uit  de  gevondene  waarde  Sin.  2  0  =:  f  blijkt  onmiddel- 
1^,  dat  men  den  boog  AB  werkelijk  op  de  begeerde  w^xe 
verdeelen  kan ,  door  de  volgende  consiractie : 

Verdeel  BC  =  1  (Fig.  35)  in  9  gelqke  deelen ,  en  zg  K 
het  eerstrerkregene  deelpant  van  I>  af  gerekend,  aoodat 
CK  :=:  }  is^  rigt  uit  K  eene  loodlqn  KL  op  BC  op,  tot- 
dat  sq  den  boog  AB  in  L  ontmoet;  deel  vervolgens  den 
boog  AL  in  E  middendoor  en  maak  den  boog  BD  gelijk  aan 
den  boog  AE ,  dan  zoHen  D  en  E  de  begeerde  deelpunl^i 
sgn.  Want  AE  r=  BD  =  0  stellende,  is  dan  AL  =  2  0 
en  Sin.  AL  =  Sin.  20  =  CK  =  |. 
Aammmèkj»^   van  J.  S.  S^xijsa.    Men  kan  ook  hier  wel 
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ia^lijk  wt  d«  TergelgUngta  (I)  m  (2)  iMslaiten,  dat 
0'  :zz  4>  moet  zqa,  waardoor  elk  dier  ▼ergelqkiogen  terstond 
io  (4)  QTergaat. 

LiV.    V  O'on  t.T  s  !■• 
Door  J.  fiAssANp 
Te  integreren  do  vorgol^ng 

yafjr  ~  2y«(4r*y«-i.l}— 4Py{jry— l)-r 
QroEZiOST  <feer  D«  Bibbims  j>s  üaait  ,  J*  BiesAtf.i  C*  P* 
fioBOWf  J*  SioxMts  en  R.  tav  db  Wkbrd* 

..    Oplomivo  «a»  D.  BisasNe  j>£  UaaV< 
Voor   de  o|)gegeveiie  vergeli^iiig  kao  voereerst  geichreTea 
worde  Q 

*?>  _  (2jr>  +  1)  (x^y»  +  1)  -^  jry, 
ySTjr  ~  (2y«  -  1)  (jp'y»  +  1)  +  *ƒ' 
▼enrolgene  de  breuken  vei'driirende ,  komt  er 
(2y*-.|)(jt*y»-j.l)x2ry+jpVy=(2**+ï)(jr'y*+l)y?*-Jrjr*2rjr, 
ofy  de  termen  verpiaaUetide  en  paaragewgze  vereenigende , 
(x«y»+l){f2y»-0jrary-(2jr«-hl)yar*}+*y(*afy+yarxj=0, 
en ,  Tervolgeos  door  x*y^  -f-  1  deelende , 

Hiervoor  kan  men  wederom  sdirqven 

■oodat  men  dan ,  na  deeKng  door  xy ,  verkrggt 

of         2yjry-2,y*-  ^-^^  +  ^*1-^  =  0} 

alsna  kap  elke  term  dadel^k  geïntegreerd  worden ,  en  men 
lieeft  alioo ,  Toor  de  integraal  der  opgegetene  difierentiaal» 
^vergelijking, 

Jf  ^  «—  9^  — »  Hop.  Log.  xy  -(-  £m^  Tifligw  xy  =S  C 
LV»     VooRaTaXf. 
i>eer  S*  OiK|  Coam$iu 
,   Do   wsmrio  vmn  y  io  wnéom  mii  :éo   worgol^king 
J[y  _^  Cet,*^  ■—  y  —  C^t*^^ 
y^  ~  1  .Slik  2^      ""• 
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Ovosx.oiT  i^w^  J.S.  SrsijEB»  B.  tan  bje  Wzbu,  J.  Bi»- 

H.  MiDOBiiBDRo  y   W.  C«  VsasBPirT  0fi  C.  P.  Boaoeb. 

O^2.'aa8iyo  «au  J.  S.  Spbijeb.     • 
'    Omdat   \   Sin*  20  =  Sin.  0  Co«;  ^  is  y  sal  mea  voor  de 
gegeveoe  Térgelijking  konnea  écfari)yeii 

2^^        .  AVii.  ^  Coê.  (P  * 

dos  ook    Sin,(tfC0ê.^y=Co»^0{i'^Co8.^(p)}l(p^^}l0, 
ot,  daar  1  *-  Oo$*^  0  =  Siii.^  0  u, 

Sin.  0  Co«.  ^y  +  y^(p  =  iSiii.^  ^  CobJ  (^0. 
Deelen  w^  na  de  beide  ledea  dezer  vergelijking  door  Cog.^^^ 

dan  komt  er,  omdal  ^^=  Tang.  0  en  ^^  —  Jf.Tang.^ 

18^  de  nièawe  Tergeltiking 

Taiiy.  (^  a^y  +  yar.  T«iigr.  0  =  &'«.^  0  Coê.*  0g0 ,     . 
en  lieze   ia   gemakkeJiik   le^.  integreren*    Wi)  liebben  namelqk 
terstond 

al  -        y  Tong-  ^  =  I  Sin.8  ^  —  f  &«.«  0  -*-  Cj 
waarait  Toor  de  gevraagde  waarde  van  y  Tolgt 

»  =  ^J  »-»*•"••« +  K~»- 

Dese   waarde  kan  men  naar  welgevallen  tot  eene  der  toI- 
gende  gedaanten  herleiden; 

y  =  Sin.^  (P  Co'i.  0  (f  —  f  Sin.^  0)  +  C  Cêi.0, 
y  ==  ^jSin.^  0  Co8.  ^(5^3  .:;;«.«  0)  +  C  Coi.  (p , 
y  =  /ySiit.»  ^  Cm.  4^  (2  -f-  3  Coa-*  0)  +  C?  Co/.  ^ , 
y  =  tV^^'*  4^(^  +  ^o'*"^^  —  3  Joa.^0}  ^»  CCo/.  0. 
LVi.    V'O  o  m  a  T  s  i««  ' 
/^oor  R.  TAH  DB  Wbebd. 
Wannetr  een   lichtend  punt  en  een  ondooreehffnende  eir- 
Jba/,    «Mf  betrekking  tet  -een  hori%ontaai  viak^  in  etelling 
gegeven   m^n,   en    eek  de  eiraai  dee  .eirkeh    Meni  iêp 
wremgt   wten   den   inhoud  der  eekaduw  ie  Hnden,  deer  den 
cirkel  ep  kei  keHneeitale  vlmk  geworpen* 

Opobxkmt   door  1»  Baaon  Ghijbbm  ,  J.  S.  Svbijvb  ,  C«  P« 
n^#Ba»  Xh  Bwu»o  iMt  U^-w.  ««  &'  ▼Aw  a»  )V«bw. 
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Oplossivo  van  J.  Bidon  GnipBV. 

Laat  TT'  (Fig.  36)  de  gcmeene  doorsnede  sijn  van  bet 
horizontale  vlak  TP,  met  het  vlak  TQ  ,  waann  de  gegeren 
cirkel  gelegen  is;  stj  M  het  middelpunt  van  dien  cirkel,  M& 
deszelfs  straal  en  M'  de  projectie  van  het  pont  M  op  het 
horizontale  vlak  TP;  dan'  kunnen  wi|  door  UM'  een  vlak 
brengeni  dat  ergens  in  O  loodregt  op  TY'  staat,  en  dat  vlak  ia 
dan  vooreerst  verticaal,  terwijl  hetzelve  verder  de  vlakken 
TP  en  YQ  sn^dt  volgens  lijnen  OVr  en  OM,  die  in  O  almede 
loodregt  op  YY'  zqn ,  en  met  elkander  den  standhoek  MOSA' 
vormen ,  waaronder  het  horizontale  vlak  door  het  vlak  van 
den  cirkel  gesneden  wordt* 

Nemen  wq  OM'  tot  as  der  x,  OT  tot  as  der  f,  en  eene 
door  O  getrokkene  verticale  lijn  OZ  lot  as  der  m  aan,  dan 
%qn  ,  deze  coördinaten-assen  onderling  regthoekig.  Laat  ver« 
der  de  stand  en  de  grootte  van  den  cirkel  bepaald  zqn  ^ 
door  de  gegevens  hoek  MOM'  =  «,  OM  ^  MenMRsr^ 
dan  zijn  de  vergelgkingen  van  den  cirkel,  soo  als  genoeg- 
saam  bekend  is, 

{*  Sêe.  «  —  «i}»  +  y»  =  r»  •    •    .    .    (1) 

en  s  z=  4r  Tang.  a, (2> 

stellende  x,  y  en  s  de  coördinaten  van  een  onbepaald  punt 
des  omtreks  voor. 

Zij  C  het  lichtende  punt,  welks  sland  bepaald  is  door 
deszelis  gegevene  coördinaten  OA  =  a,  AB  =  £  en 
BC  =  o;  indien  wij  dan  uit  C,  door  een  onbepaald  pnnt 
1  van  den  omtrek  des  cirkels,  eene  lijn  Cl'  trekken,  het  ho- 
rizontale vlak  ergens  in  V  ontmoetende,  heeft  deze  lijn,  ak 
door  de  punten  (a,  4,  c)  en  («,  y,  s}  gaande,  tot  verge- 
Iqkingen 

r-,  =  i^(x-,)  .  .  .  .  (3> 

en  Z-,  =  ^^(X-,),.    ...    (4) 

waarin  X,   F  en  Z  de  coördhiaten  van  een  onbepaald  punt 
der  Iqn  CV  verbeelden. 

Wanneer  men  tosschen  de  vier  voorgaande  vergelijb'ngen  p  - 
de  grootheden  #,  y  en  m  elimineert,  sal  de  komende  eind- 
rwgelqking  eene  betrekking  van  af hankelgkheid  tostchMi  X, 
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Y  en  2  aanwezen ,  welke  gebeel  onaffaankelQk  ia  Tan  de 
plaaU^  waar  men  het  pant  I  in  den  omtrek  genomen  heeft* 
In  die  eindyergelqking  sullen  dus  X,  F  en  Z  de  coördinaten 
▼oorstelleii  van  een  onbepaald  punt  van  elke  willekeurige 
Ign ,  uit  C  door  den  omtrek  des  cirkels  getrokken ,  dat  is , 
die  eindvergelyking  aal  de  yergelyking  aijn  Tan  het  kegel- 
vlak  ,  dat  C  tot  top  en  den  gegeven  cirkel  tot  rigllijn  heeft* 
Stelt  men  in  de  genoemde  eindvergelijking  Z  "zr  O ,  dan  aal 
de  komende  vergelijking  tusschen  X  en  Y,  blijkbaar  de  ver- 
gelqking  sijn'  van  de  kromme  lijn,  volgens  welke  het  hori« 
sontale  vlak,  door  het  genoemde  kegelvlak  gesneden  wordt; 
en  dexe  kromme  lijn  is  dan  de  omtrek  der  schaduw,  door 
den  cirkel  op  het  horizontale  vlak  geworpen» 

Daar  wi}  alleen  de  laatstgenoemde  kromme  lijn ,  en  geens« 
sins  bel  kegelvlak,  behoeven  te  kennen,  kunnen  wg ,  in 
plaats  van  eerst  jr,  y  en  s  te  elimineren  en  daarna  Z  =  O 
te  stellen ,  beginnen  met  Z  3=  O  te  stellen ,  en  vervolgens 
de  eliminatie  van  x,  y  en  m  bewerkstelligen.  En  daar  de 
vergelijking  (4),  die  de  eenige  is  waarin  Z  voorkomt,  voor 
Z  =:  O  verandert  in 

-«=^^(X-.*),    ....    (V) 

liebben    w^  dan  slechts  «,  y  en  s  nit  de  vier  vergelijkingen 

(i),   (2),   (3)  en  (V)  te  verdrijven,  om  de  vergelijking  van 

den  omtrek  der  schaduw  Ie  bekomen* 

Oit  (2)  en  (4')  hebben  wi)  vooreerst 

fp               •     ö  —  Jr  Tang.  » 
—  *  Tang.  a  = ^_  ^         (^  —  *)* 

Q  -^   X 

waamil  onmiddellgk  gevonden  wordt 

e  X  e'XCoLti 


X  Tung.  a  -1-  e  —  a  Tang.  a         X+  eCoUa-^m* 

of  aoo  wq  ter  bekorting  c  Cot.  «  —  a  =  n  stellen , 

e  X  Coi.  a  .  ^ 

*  =  ^^— ;     ......  (5) 

en  hierdoor  wordt  dan  volgens  (2) 

«  =  jp  Tang.  «  =  y  ^  ^,    ....  (6) 

•binede                  *  S$c*  m  =  — s,              »     •    •    •    •  f?) 
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Zoo  wg  Tcrvolgens  (3)  door  (4')  deelen  ,  komt  «r 

y  — y  _  *j-y 
-»  ~  «  -  «' 

en  hieruit  y  «donderende,  vinden  wq 

.       '  =  --2^-0-'. 

welke  waarde  door  (6)  overgaat  in 

of  na  herleiding  in 

6X+  nT 

y  =  -ir+-T-' w 

Brengen  wij  das  eindelijk  de  waarden  (7)  en  (8)  in  (1) 
over,  200  verkrijgen  wij,  voor  de  vergeJgking  van  den  om- 
trek der  schaduw, 

of,  na  verdrijving  der  breuken^ 

en  na  ontwikkeling  en  rangschikking  *:  - 

— 2ii^«cC?ofec.«-(iii*— r«jJX+j|af«a— r«J=0. .  (9) 
De«e  vergelyking  wqsi  naar  belmoren  eerte  kegelanedeaan; 
immers  is  het  genoegzaam  bekend ,  dat  bet  oppervlak  vaa 
eenen  scheven  kegel  met  cirkelvormig  grondvlak,  door  een 
willekeurig  plat  vlak,  en  dus  ook  hier  door  bet  bóriiohlale 
▼lak ,  volgens  eene  gewone  kegelsnede  gesneden  wordt. 

Maargclang  van  den  stand  van  het  lichlende  punt,  kan 
deze  kegelsnede  eene  parahoql ,  een  hyperbool  of  eene  ellips 
wezen)  daar  echter  alleen  in  het  laatste  geval  de  vraag  te  pas 
kan  komen ,  om  den  inhoud  der  schaduw  te  bel-ekëneb , 
moeien  wij  onderstellen ,  dat  het  lichtende  punt  in  zulk 
eenen  stand  met  betrekking  tot  den  ondoorschijnenden  cirkel 
en  het  horizontale  vlak  gegeven  is,  dat  de  vergelgking  (9) 
werkelijk  tot  eene  ellips  behoort. 

.     De  inhoud  nn  eener  ellips ,  welker  vergelgking  ten  opzigte 
van:  onderling  regthoekige  assen  is    * 

AT^  +  BXT  +  CX^  +  DT  +  EX  +  F  =  0, 
wordt  nitgedrukl  door  de  formule 
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of  na  den  teller  door  ontwikkeling  vcreenvoadigd  te  hebben 

^^  wnr^e^   ConêO.*  tt 

•      ~  y^{e  Coête.  a  —  m)»  —  r»}»* 

Hierin  na  weder  voor  n  de  waarde  n  =  o  Col.  «  —  « 
stellende,  komt  er  eindelijk 

I  —  <r(c  Col,  g  >-  n)r^o^  Cogee.^  »  ... 

^  —  PJ(ü  Cowc.  «-  «J»-  r*}»'  •  •  t  > 
soodat  dan  de  inlioud  der  schaduw  in  de  gegeyens  m,  m, 
r  9  a  en  e ,  is  uitgedrukt. 

tiet  is  opmerkeliik  ,  dat  de  coördinaat  6  niet  in  de  for- 
mule (W)  voorkomt;  want  hieruit  volgt,  dat  de  sohaduw 
niet  van  inhoud  verandert ,  indien  het  lichtende  punt  even- 
wijdig met  YY'  bewogen  wordt,  fiij  deze  beweging  van  het 
lichtende  punt ,  zal  echter  de  gedaante  der  schaduw,  hoezeer 
altqd  *eene  ellips  bl^vende,  veranderen;  want  de  coördinaat 
A  kumt  wel  in  de  vergelQking  (9)  der  ellips  voor. 

De  formule  (11)  kan,  door  het  aannemen  van  andere  ge« 
gevens  ter  bepaling  van  den  stand  van  het  lichtende  punt , 
nog  vereenvoudigd  worden.  Zij  namelijk  C'  de  projectie 
van  dat  pont  op  bet  vlak  X()7;  trekken  wij  dan  in  dat  vlak 
de  lijnen  MD  evenwijdig  met  OX,  en  CD  evenwijdig  met 
OM,  welke  lijnen  elkander  ergens  in  D  ontmoeten,  dan 
kannen  wij  den  betrekkelijken  stand  van  het  punt  C  bepa- 
len door  de  gegevens  MD  =  p  en  CD  =  ^;  benevens 
CC'=  AB  z^  b ,  waarvan  echter  de  inhoud  der  scha- 
duw is  gebleken  onafhankelijk  te  zijn*  Trekken  wg  na  AC', 
MD  in  £  snijdende,  dan  is  C'DE  een  regihoekige  driehoek , 
waarin  AoeiC DE  ==«  en  C'ËzzC'A  —  M\l' i=:c— si£iJi.« 
is;  hieruit  volgt 

DE  =  CE  CoU  a  z:^  o  Coi.  a  ^  m  Co$.  «,. 
CD  =  CE  Coêec.  et  ^  c  Coêêo.  «  ~  m; 
voorts  is        EM  =  OM'  —  OA  =  m  Cm.  «  —  a, 
dus  p  =  DM  :=  DE  +  EM  =  e  Cot.  «  —  a, 

en  q  '^  CD  =  o  Coêto.  «  —  m, 

waardoor  de  formule  (11)  overgaat  in 

~  l/(y*  —  r^)* 

Hoezeer  hierin  de  hoek  a  niet  meer  voorkomt,  bli|ft  ech- 
ter  /  afhankeÜgk  van  m,   omdat  «onder  tusschenkomst  van 
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daen  hoek  de  gegevens  p  en  g  den  sUnd  run  het  pont  C 
niet  kannen  bepalen ,  of  wel  omdat ,  hq  een  onveranderden 
•tand  van  hel  pnnt  C,  de  hoek  m  niet  Temnderen  kan,  £on« 
der  dal  ;»*en  q  andere  waarden  Terkrqgen, 

T<«t  de  bestaanbaarlieïd  van  /  wordl  bijkans  (\2)  gevor- 
derd, dat  j»  >  r»  of  CD*  >  lift»  sq;  bet  pont  C  moet 
dus  hofiger  of  lager  boven  hel  horizontale  vlak  gelegen  a^n, 
dan  het  hmigate  of  laagste  punt  R  of  R'  Tan  den  aciiaduw- 
gevenden  cirkel.  In  dit  geval  is  (e  Coêec*  a  — ^  aij^  >>  r^  , 
éti^  kAC  >  B*  en  de  vergeli|king  (9J  behoort  dan  werkfilqk 
tot  eene  ellips.  Ligt  echter  C  lager  dan  R',  at>o  bestaat  er 
geen  eigenlijke  schaduw,  maar  de  ellips  ie  dan  de  d4iorsnede 
van  den  verlengden  scliadawkegel  met  het  horizontale  vlak. 

Is  7*  r=;  r^ ,  zoo  wordt  ƒ  :;=  oo  ,  en  het  lichtende  -pnnt 
Kgt  dan  even  hoog  als  het  hoogste  of  laagste  pnnt  vaa  den 
eirkeL  In  dit  geval  is  ^€  ^  B^  ,  en  de  vergel^king  f9) 
behoort  dan  tot  eene  parabool «  zoodat.  er.  geene  begrensde 
schaduw  is« 

Is  f*  ^  r^t  *^^  wordt  /  onbestaanbaar ,  en  het^  lichtende 
paut  UfgL  dan  tasschen  de  horizontale  vlakken,  door  de 
hoogste  en  laagste  punten  R  en  R'  van  den.  cirkel  gebragt. 
In^  dat  geval  is  kAC  «^  if^,  en  de  vergeliikiog  (9)  behoort 
dan  tot  eene  hypeibool,  zoodat  er  almede  geene  begrensde 
schoduw  bestaat. 

Wil  men  stellen ,  dat  het  vlak  des  cirkelü  evenw^dig'  met 
het  horizontale  vlak  is,  dan  is  a  =  O,  dus  Coh.a  =r  so  , 
en  C^Êêe.  a  =  od  ;  terwql  verder  mede  0  =  qo,  ai  rs  oo, 
y  =:  00  en  9  =  QO  wordt*  In  dit  geval  geven  de  formulen 

(11>   of  (li)   /  =  ^^    SteUen  wij  echter,  dat  gegeven  is 

AM.'  =  d  en   HM'  rx  A  ^  dan  geven  de  gelijkvormige  firie- 

ioeken  l>C'.£  en  OMiVI',  de  evenredigheid 

OC'  :  QM  =  C'£  :  MM'  offimzizor^hih^ 

e  ^  h 
wa;irait  volgt  q  =  — — m 

en.  g  +  m  zn  — «• ; 

koimenda    verder    nit  den  regthoekigen  driehoek  DC!1£  afge* 
leid^  worden: 
L  Dm..  G 
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pont  Q  rmn  die  loodKjn ,  m^t  bel  niddelpant  O  Tan  het 
grondvlak  dea  kegels  Tereenigl,  kan  men  als  gegevens. aan- 
nemen: de  IQnen  OQ  =:  a  en  FQ  zsz  6 ,  benevens  de 
hoogte  dea  kegels  AO  s=  A  en  de  straal  van  s^n  grondvldk 
OB  =:  OC  srn    .    ^ 

Zoo  men  door  P  en  A  eene  Ign  trekt  ^  sal  deie  bet  ver* 
lengde  Tan  QO  in  een  pant  D  van  bel  bDrisontale  vlak 
snqden;  dit  pont  D  is  dan  de  scbadaw  van  den..tDp:A  dea 
k^lé  op  het  horizontale  vlak ,  'en  zoo  men  vsrder  uit  D 
de  beide  raskinnen  DE  en  DF  aan  z^n  grondvlak  trekt, 
aoIleB  dese  raakl^nen  en  de  boog  ECF,  toaschen^  de  raak- 
poalen  gelegen^  de  scbadaw  begrenaen,  waarvan  deinbood 
berekend  moet  worden. 

Uiertoe  heeft  men,  vit  de  gelijkvormigbeid  der  driehoe- 
ken AOD  an  £QD, 

OD  :  AO  =  QD  :  PQ, 
dns  OD  :  AO  c=:  QD  ^  OD  :  PQ  —  AO  , 

(^  -.  OD        ,^  ah         ... 

voorla  volgt,  nit  den  regthoek^(e»t  driehaek  OEO  of  OfD^  • 


das 


DE  =  DF  =  v^(0D«  -  r«}  .=  y{(^^[-  r^], ' 

Ini.  drith.  OED  =  Ink.  dri*h.  OFD  =  Jn/  {(l^)'—»""} » 

en  .,  -• 

eindelQk  is  Com.  DOE  =  ^  =  'li-TL*), 

^^  OD  ah 

rib  —  k\ 
dos  Boog  CE  =  r  Ëoog  Coo.  -i — ; — i,    • 

ün 


liiL&c<.EOFC=£|rxB0ogECF=rX  BoogQE=:r^BoogCo$.  ^^i^. 

Voor  den   gevraagden  inbond  i  d^r  scbadaw ,  hebben,  w| 
dm         /  =  Inh.  9iork.  EDFO  —  Ink.  Soct.  EOFC  = 

GS 
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AAWumaMWtx   mU   rfi    9plo9$ing    vmn    l.  8*  ÖtKf|n» 

1^«  Indien  de  gege^ene  Icegel  «en  aolieve  kegel  roei  oii4eU 
^orinig  •  gMMidvlak:  is  I  welkt  «s  -AO  niel  loodMgt  0|1l  .lM»t 
gtovL^ïek  staal,  aoo  ab  iaFigk  W,«k«n  ^meii.uk  hetüci»* 
tende  pani  P,  eveuwijdig  aan  de  as  AO,  ee^e>4qti;PQ*'imk«> 
ktfli,  «mlkehel  èMriflMMitale  vkk  ergeoa  ia  Q4Ujti»aeU  NefeiDit 
dien  daa  als  i^ègevent  aati  1)Q  ^  a,  PQ  =s«^^  •M)-t9'4 
•A  ÜB  03  OG.  s=:  r,  Bua  Uyft  de  Tóorgtaude  bemkeiiMig 
Tan  den  inbend  der  aohaihiir  %\mimt  «enige  verandetiag 
atand  boodeiu 

2^*  Ab  A  SS  A .  is,  w«Nrdt  /'=c  co  ;  de  kegel  •wèrpt'dan 
geene  begrensde  schaduw  op  liet  lioriaatitalé  «4ak,  eniinder» 
daar!  loopt  in  drt  geval  de  lijn  PA  evenwiidig  met  betaelre* 

^^  Als  é  <  A  is,  werpt  de  kegel  «Jmede  |S|eei»e  bi^gi^Mide 
scliaduw  op  Let  borisontaie  vlak.  In  dit  geiral  geeft  de  ge- 
vondene furmule  voor  :  /  den  idHouU  Tan  dal  gedeelte  des 
boriauntaleu  Tlaka,  betweik '  aan  de '  veiOtthle  sgde  \]es  ke^s 
tosschen  de  verlengde  scbaduwlijnen  begrepen  is,  Dil  ge;- 
deelle  wordt  4n  Fig.  39  doi>r  OE€F0  voorgesteld.  Opdat 
er  d4ts  «ene  begretiede  soliadHW  ajj ,  moet  »  >  A  ifcl}rf,  %q6 
ala  in  Fig.  37  «en  38  ondersteld  is. 

4^   Tot   de  1>éstaanbaarheid  van  ƒ  Wordt  gevorderd ,  dat 

men  liebbe        ^ <    1  ,    waaruit  terstond    Tolgt ,    dat 

*  <  ^—^ "°«*    wezen.    Verlengt  men  (Fig.  37  of  3§) 

AC,  totctat  si)  PQ  of  baar  Terlett^de  in  eenig  pnnt  8  on^ 
moet ,  lietwelk  wij  ter^  vermtjdTifg  Tan  omslag  in  onze  figu- 
ren niet  bebben  afgebeeld  ,  dan  is 

QS  :  Ad  =  QC  :  OC 

en  du.  QS  =  ^^^^  =  {fL±j2*. 

OC  j» 

De   Toorwaarde   voor   de  bestaanbsarbeid   Tan   ƒ  is    dus 

eenii^adig  deee«   dat  bet  Jicbtande  pimt  buiten  liet  Terlaqgda 

eftpenrlak  Tan    den  kegel ,   en  niet  op  of  binnen  dat  opper- 

«rlAk,^4noetfdegen  irijgn. 
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LVHU    V-oHi  m  s  t»  l. 
i>««r  T.  A.  F.  üeianiAV» 
Jfen  jnrnêgi   manier   èêkuip    dêt'  Mwmwige  éfiwhmltmw^ 
'^g^'dê  formuU  Uvimkn^  mmnrdêt^  9ên  §9m0Hitké—^  <o| 
dbv  èarmên  k$rieid  w0rdi. 
Ombumt  0hêr  i.  &  Stbijul»,  fj.  Jtlmvftumfa  «r  a^  %ftir'. 

OpXiOvsi^o  van  J*  8.  SvFrfün. 

iLua  AaG.=  «  (Fig.  40J  d^  gtg^rea  hmk  «^s^.  iNieUie 
tol  den  liorisoti  moet  herleid  wurdea*  liiJien  nuta  «ii  .duur 
BA  ;«»4AC  Tei'licide  tlakkeii  iMtt^geaii/sullett  ^ze  eUumücr 
iPolgeiM  de  verlicale  lijn  fiZ ,  en  liet  d«iQr  D  |{a#tide  Impi» 
sontale  vlak  iF«ilgeni  SX  en  AY-  Jaortnijden.  De  lioek  XfiT 
ia  dao  de  begeerde  boek. 

Om  «Uea  Iviek  te  lierekeiieii.,  moeCeii  gtgeTensijii  de  ho»- 
kM  ABZ  =:  ^  en  C&Z  =  y,  welke  de  geaigtaliiiieii  £A 
•n  BC  «nel  de  ▼ertioaal  makeu«  AJadaa  .jienie  .meu  oiaar 
welgerallen  BD  =  B£,=  «^  Irekke  de  verticale  l^nea 
DX  en  LY,  daarna  XT^n  ▼«r/rolgens  OF  evenwqdig  met  XT« 
.•OoKhU  «a  DBX  <«n  £DT  .da^  complemeoieu  aqu  van  de 
vtëaiyaamene  hoekeu  (3 ^a  91,  ^aoo  is^,  jn  d^  J«gUwel4|it 
dliieboekeu  fiXO  en  BTE, 

BY  =  BE  X  Cm,  JEBY  ==;  •  >Mi«  y,  . :    i 

ën  ,  i£Y  rtz  B£r.  x  Sim^BY  =:  .a  Co»  7, 

Iwlwiji  cèetr^^erteM  der  beide  laalale  waiiKde^  ^eeft  .        .; .  ^,  t^ 
-£F=:.fiY -^  .l\X;s=:.«(i?ea.  y— ..«M^^J» 
Voort!   is  in  4en  gelpboev^n  drielAiiek.DBE;^^  waafiOffde 
to^höek  DB£  =  «  oBi 

DË^  CS  %ti^(l  -<-  Cêê.  «) ;  . 
m  (ho    regllioekigeti  driehoek  KRO   st>a  dan  de  s^dea  DR, 
en  EF  bekend ,  i«ti>  daa  ^ook 

»?»  =r  DB*»  — EF«  sar  «^/«(l— Cea.«)-^fCaa.y-^Cat^)«J^. 
.BieUei»  #9  vÉii^Ad^^  XBX  ss^^/dan?]»^  4n  den  dnehoric 
XBT, 

TCY«-SS  «X*^  4.  BT*  —  2  BK  X  BY  KCéê.0,   . 
at,  TOOT  BX  én  BY  d«  boven^vondene  waarden. aubititai* 

G  3 
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XY>  =   a^{Sim.^  (i  +  Sin.»  y  ^  2  Sn.  fi  Sin.f  C#t.  ^); 
soodat   wij ,  daar  üf  :=  XY  ia ,  door  gel^katelling  der  voor 
DF*  en  XT^  verkregene  oildriiUiagen  ,■  de  vergjelykifig 
2(Ï^Cê$^)'^C09.y--CaB4yzizSin.^fi'hSim.''y^28im^in.^C09^ 
Terkrilgen ;    waarToor ,    omdat   Sin*^  j3  =  1  -^  Cett*  p  «a 
&'»*  /  =  l  —  Ctft.^  ^  ia  y  ook  geachreren  kan  wordea 
2(1— Cot^J— (Cat  y— Cea.p;  ^=2— Cm,»^— CM,«y— 2Si«48&Vi^Cee,(^. 
Zoo    w^   deae   vergelqking  onl wikkelen^    de   teroiea,   die 
dkander   Teroieligeii ,   weglaten ,    en  vervolgena  do<llr  2-  dée- 
leiiy  komt  er 

—  Ceé.  «  H*  Cea.  0  Cet.  y  ==  «*-  Sin.  p  &*«•  7  €ioe*-^,. 
wnaroit  onniidden^k  Tolgt  •'/ 

Co$.  (p  =  =^ — T-^ '^    ' 

^  Stn.  ^  dm.  y 

AAVKBBKtNO  4»aii  C.  P.  Bünl^Em*   Van  dit  Trnag^tnk  wkidt 

men   eene  qplotting ,   door   plalle   driehoeks meting ,  in    hek 

leerboek  van  den  Hoogheruar  i.obattO|  Vrangei.  V,  hU  76«- 

Ll%.    T  o  o  &  a  T  B  X.; 

Dear  J.  Badon  Ghijbbk*  /  " 

'Men  vraagt  lange   den  horeteten  weg  ^  formule  $a  vü^ 

den\    waardoor  een  gemeteti:  koek  4oi   kei  midtklpuni  doff 

êtandplaatê  herleid  wordt,  .!    ;!;':;!^ 

Opgelost  door'  )i  Ba-dok  Ghijbjbn:,:  H«  MxDDBLftvao,  J*  S* 

SrBIJBB   an    1.  'VAN'  DÏ^EBRD.^^    "     'n  .        j    i    ' 

'.  G^i.os8tiió^  vM  J.'  Basó^  Gai/MK*' 
ZQ  O  (Tig:  41}  het  middetpnnt  eener  aUndplaals ,  waamü 
hoek  AOB  =  a  moet  waargenomen  worden,  wordende  die 
hoek  gevormd  door*  de  gezigtsatr^Ien  naar  Iwee  Tm-afgelegene 
Jmnlcfn  A  en  P  loopendeé  Indien  dan  dit  middelpunt  ontoe- 
gankel^k  is,  neemt  men,  in  een  zeer  nabqgelegen  piInt  C|t 
hoek  ACB  =  n  '  waar;  en  de  hedeiding  tot  het  middelpunt 
der  ataiidplaals  bestaat  dan  daarin,  dat  men  tait'den  waiR*g^^ 
nomen  hoek  «',  den  hoek  a  berekent ,  welken  ,mea  had  of of|*, 
tei^  wMiiiiemén.  .  Hiertoe  nkoelen-  Tooreerst  de  ftfeUnden 
Ac  =  •  en  BO  :=  <i  bekend  ^^a,  ên  vérd^  faoet  hoek  A.CO  S7  fi 
waargenomen,  alsmede  de  afaland  OC  ==  r  gemeten ^^oiv 
den;  t lijnde  dAn V dit x den ^aard  deir'saa|L  r jiefer  Ueiif  m  be- 
«Mkldng  tot  •  en  ^.  ,    ^ 

Uit  de  driehoeken  AOC  en  BOC  yolgt : 
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héêi  BOC  +  «  +  ^  =  180«  --  ik«0i(  A 
♦«  Ao9i(  BOC  +  «f  +  p  =  !»•  —  koek  B; 

soodat  wj|  door  aftrekfcjng  hebben  •    * 

m  --  J  =  hoéhh.^  hoêk  A 

of  tf  =  tf'  +  h09k  fi  —  AmA  A  , 

ireahalre  het  'er  «Iteen  op  aankomt  de  hoegrootheid  der  hoe- 
ken A  en  B  te  vinden. 

Beschrijven  -wq  daartoe  uit  A  ^  met  AC  =:  «  ab.  :str«al 
eeneu  cifkelboog  CD  en  met  dde<nil|tid  als  ttrual  eenen  oir- 
l^elboog  0y  dan  is  CD  =  a^,  terwijl  dese  boog  CD,  w^ 
gens  desselfs  belrekkelqke  kleinheid ,  alt  eene  regte  Iqn^ 
en  dos  OCD  als  een  driehoek  regt hoekig  .in  D  mag  aan- 
gemerkt  worden.  In  dien  driehoek  nn  is  hoek  OCD  := 
kook  ACO  —  koek  ACD  rs  |3  —  90<*,  en  derhalve 
CD  =r  OC  C7m.  OCD    of    o^ssf^Suc^, 

.          r  Sin.  Q 
waaruit  volgt  <p  =r • 

o 

Beschrqven  w$  uit  B ,  met  BC  =r  <  en  met  de  eenheid , 
eirkelbogen  CE  èn  ^f,  dan  is  desgelijks  CE  =:^^;  en  OCE 
eeri  driehoek ,  waarin  de  hoek  0£C  regt'  en  koek  0C£ 
=  «'  +  P  —  90*  it ;  dit  geeft 

CE  =  OC  Co$.  OCE    of    ^'  =  r  Sim.  {ol  +  0), 

waaruit  volgt  ^'  =:  ^r -. 

Dewq]  verder  .)80*  =:  648000^  ia,  en  men  voor  het  Lih 
dolfiaanscbe  getal  kan  nemen  w  =  648000  Sin.  1%  soo  heb- 
ben w9 

IftO*  1'  "  180®  1' 

in  seconden  rekenende ,  is  das 

en  wq  hebben  akoo  ten  laatste 

_  r  Sin.  (J  ^  g)  ^    r  Sin,  p        • 

•  ~  •    "^        é  i^^/  1'  •  &•«.  !••       . 

Dese  formule  wordt  gewoonl^k  op  eene  andere  irlpté  op* 

gemaakt,  en  wel   door   OA  =  «    en    OB  =:  ^    te  stellen. 

Daar  echter  -OA  en  06. niet  bekend  zi^ ,  soo  lang.  dorher- 

leiding  tot  bet  middelpunt,  niet  volbragt  is,  wordt  dwt'jbij 
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di«r  formnU  de  opoMrking  gevoegd ,  dat  meu ,  sender  merk- 
baar van  de  waarJieid  af  Ie  wifken  de  aftlandea  CA  ea  GB, 
in  plaato  van  OA  en  ü6  in  rekening  kan  brengen. 

Lagen   de   puuieo    A^^fi,    CeaOof  den  omtrek  vao 
eenen  cirkel ,  dan  ion  men  liebbea 

k9êk  A  :s  AeeA  B-    e»    m  zsz  m' ; 
waren  de  pitnlen  A  en  B  oneindig  ¥«ff  Tian  O  en  C  Terw^* 
derd,  daii  fton  men  hebben 

k^k  A  =  O,  k^k  B  =:  O    eo    «  =  «' ; 
■oodat  er  in  dete  geTallen  geene  herieiding  noodig  is. 

Hogt   men  ^    voor   bekende   eindige^  waarden  Tan  «  en  ^  ^ 

•    1        1  .  r  Sin,  {üi  +  g)  _^rSim.f^         ,    _    , 
^„den  dat        ^  ^^^  ,.         =  ;^^^  en  derhalve  «=• 

wat  I  dan  ion  meti  daarait  omgekeerd  beaknteni  dat  de  poa- 
en  A  y  B  ,  C  en  C^  op  den  onilrek  eeiu  oirkela:  lagen. 

LX.     Voo&tTBi*. 

Door  J.  Badon  Gbijbbk« 

Do   kromwm^  iffn   ma  to  oporem,  wottor  vongfl^mg.  Urn 
opmgiê.  van.  onderling    rogikoêiigê,   eaêrdinaUmMêêm,   te 
c-      * 

OrosLosT  door  J.  Bajiok   Ghijbbk,   J.  S.  Spbijbb  e»  B» 

TAN   PB   WbBBD* 

OrLoaeiir»  eau  J,  Bjldow  Ghijbbm*' 
Dewql  in  de  gegevene  Tergelgking 

y  =  •  Sin.  1. (l) 

de  sinas  niet  buiten  de  grenzen  -f.  1  en  — ^  1  kan  TalTen , 
sal  y  geene  waarden  bailen  de  grenaen  ^  a  ^u  '^  4k  kim* 
iiefti  hebben.  Nemen  wi|  dns  twee  onderling  regthoekige 
coördinaten-asten  XX*  en  TT'  aau  (Fig.  42)  maken  W^'bp 
de  ordinaten-at  OA  =:  OA'  =  a>  en  tcekken  wq  dpqr,A 
en  A'  de  Iqnen  VV'  en.(}t]'>  evenwijdig  met  XX',  dan  sal 
onte  kromme  geheel  tottchen  deze  beide  Igii'eh  ïij^gen* 
Daar  Tooela  de  Tei^el^Ung  (IJ    onveranderd,  hiijft ,  wan- 

.  aeet^  men  gBU)kti|djg  de  ieefatnivan'  s  en  f  verandert ,.  19»!- 
lên  de.  deelen   der   kromme  ^  binnen    de*heeken  X'OT'  sen 

.  X*@Qr^!g^e(iy  rfspeelievelqk  gjtlqli!  ea  gaU^voriDig  Mfm.mn 
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de  deelen,  die  zich  binnen  de  hoeken  XOY  en  XOT'  be- 
Tindeo*  Derhalve  zallen  wg  alleen  de  positieve  waarden 
T«n  4P  in  aanmerking  behoeven  te  nemen ,  zoodat  wg  dan 
ook  in  de  volgende  beschoa wingen  de  negatieve  waarden 
van  s  stilzwijgend  nitsluiten* 

Ten  einde  in  onze  bescbonwingen  geregeld  te  kannen 
voortgaan^  beginnen  w^  met  ait  de  vergel^king  (1)  de  ach- 
tervolgende dififerentiaalquotiënten  op  te  maken;  hiervoor 
vinden  wg^  na  behoorlgke  herleiding: 

1?    =  -  ^Co..  ±,, .    (2) 

}fx  X^  X  ^  ' 

?Jf*  4p4  X  X^  X  ^    ' 

TSx^  x^  X  x^  X  ^  ' 

Om    de    ponten  te  vinden ,  welke  onze  kromme  met  de  as  ' 
der  X  gemeen  heelt,  stellen  wq  y  ::=  O ;  dan  is  volgens  (1) 

&'si.  —  =r  O,  dus  —  =  O,  ^,  25r,  2it,  4jr,  ai?*.; 

X  X 

gemakshalve  6  =r  m^r  stellende,  als  wanneer  m  de  middellijn 
is  van  eenen  cirkel ,  welks  omtrek  gelqk  b  is ,  verkrygen 
w^,  voor  de  met  y^=i:  O  overeenstemmende  abscissen^  de 
waarden 

x=r  OD,  jr::=ziy  «  =  §1»,  x  z:z  ^m,  x  ^  ^m,  enz., 
waarvan  de  eerste  aantoont ,  dat  de  as  OX  eene  asymptoot 
der  kromme  is ,  terwijl  de  overigen  doen  zien ,  dat  men 
slechts  OB  =  m,  OC  =  §m,  OD  =  |m,  0£  =  |m,  enx. 
behoeft  te  nemen ,  om  de  ponten  B ,  C ,  D ,  Ë ,  anz.  te 
vinden ,  welke  de  kromme  met  OX  gemeen  heeft.  Met  de 
laalsigeiioemde    waarden  van  x,  stemt  volgens  (2)  overeen: 

iy ^y jro  ^y  .       45r<»  cf y      dyra  <fy^ 16gr« 

}fx       '  3f^      «*  ?jr     ""  m  *  TSx       m  '  iix  «t  '  * 

en 


enz. 


enz. 


hierdoor  wordt  vooreerst  de  asymptoot  OX,  en  vervolgens 
de  rigting  van  de  raaklgnen  in  de  ponten  B ,  C ,  D ,  £,  eiitr. 
gevonden*  Deze  achtervolgende  raakl^nen,  namelijk,  snqden 
beortelings  het  negatieve  en  het  positieve  deel  van  de  ordi* 
I.  Dsxz..  H 
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naten-^s  f  ia  pqnlen  op  de  afstanden  9ta ,  2va ,  3;ra ,  Wa , 
aiuk  Tan  den  oorsprong  O  verw^derd* 

Om  de  pnnten  te  vinden,  welke  de  kfomme  met  de  Iqa 
VV'  gemeen  beeft,  stellen  wq  y  =?  a;  dan  is  volgens  (1) 

Sin*—  =  1 ,  das  —  =  Jflr,  |{t,  It,    sna.; 

de  met  y  =  a  overeenstemmende  waarden  van  de  absdssen, 
zqn  dus 

en   voor  deze  waarden  van  x  U  volgens  (2)  altijd  j-  =  0. 

Nemen  wq  das  AB'  =:?  2«i,  AD'  =  fw,  AF  =  |m,  «««., 
dan  zijn  B',  D',  F,  enz.,  de  punten  der  kromme,  die  zg 
met  VV'  gemeen  beeft,  en  in  welke  zg  door  VV'  geraakt 
wordt 

Stellen  wij  y  =  —  a ,  dan  is  volgens  (1) 

SinX  =  —  1,   das  —  =  |«r,  5»,   V«r,  e««. , 
zoodat  de  met  y  r=  —  a  overeenstemmende  abscissen  zgn: 

terwql   volgens  (2J  voor    deze   waarden    van  x  mede  altgd 

-£   :^:  O   is;   nemen  wq  alzoo  AX'  =i  fw,  A'E'  =r  fm, 

A'G'  =5  t\«»,  «««.,  <^ö  zgn  C',  E',  G',  «»«.  de  punten, 
die  de  kromme  met  1}D'  gemeen  beeft,  en  in  welke  zg  door 
UU'  geraakt  wordt. 

Laat  men  s ,  van  4r  =  oo  tot  x  ^z  2m  afnemen ,  zoo 
groeit  y  van  y  =  O  tot  y  =  a  aan ;  bierdoor  ontstaat  bet 
gedeelte  der  kromme,  dat  tnsscben  bet  oneindig  ver  afge- 
legen pont  der  asymptoot  en  het  pont  B'  gelegen  is*  Laat 
men  x ,  Tan  x  ss  2m  tot  x  =r  f m  afnemen ,  zoo  neemt 
ook  y  af,  en  wel  van  y  =  +  a  tot  y  =  —  a;  bierdoor 
ontstaat  bet  deel  B'BC',  waardoor  OX  in  B  gesneden  wordt. 
Laat  men  x ,  van  x  =:  f m  tot  4p  =:  f m  afnemen ,  soa 
groeit  y  wederom  aan  van  y  =  —  a  tot  y  =  -f.  a,  waar- 
door  het  deel  C'CD'  der  kromme  ontstaat,  betwelk  OX  in  C 
saqdt;  en  op  deze  wqze  kan  men  onopboudel^k  voortgaan* 
Van  bet  pont  B'  naav  de  Iqn  AA'  gerekend,  gaat  dos  de 
kromme    onopboodelök  tnascben  de  lignen  W!  en  UU'  been 


Digitized  by  VjOOQIC 


o  P  o  A  V  E  N.    N«.  60.  109 

en  Yredet ,  steeds  nader  en  Aader  aan  de  I^n  AA'  kohVende, 
maar  zotider  ooit  die  Igti  te  kannen  bereiken. 

Üit  het  vt>ofgaaiide  is  het  klaar ,  dat  elk  deel  dèr  krooime 
Iqn,  hetwelk  zich  van  eenig  pnnt  van  VV'  tot  eenig  puAt 
Tan  UU'  uitstrekt,  een  haigpunt  moet  hebben.  Deze  baig- 
ponten  worden  hlqkens  (3)  gevonden  door  té  stellen 

—  -2-  &n. Co$.  —  rs  O , 

en  de  eindige  waarden  Tan  4p  op  te  sporen,  welke  aan  deze 
Tergel^king  ipoldoen.    Uit  dezelve  volgt  onmiddellqk 

Cor.  -  =  |.  -, \ 

of  Cöl.  —  =  |.  — j ) 

soodat  het  vinden  der  buigpunten  terugj^ebragt  is  tot  het 
vinden  van  de  bogen,  welker  helAen  ^elqk  zqa  aan  hanne 
cotangentea.    Uit  (5)  volgt 

Cq9.  —  =:  -rrrz — : — tt;  «»  'S'"-  —  = 


en  door  sobstitatie  dezer  waarden  gaat  (4)  over  in 

STx»         x^]/(6*  -H  4**) ' 
waaruit   blijkt,    dat   het  de^de  difiRerentiaalqaotiënt ,  voor  de 
waarden   van   s  ,  die  aan  de  vergel^king  (5)  Toldoen ,  noch 
O ,  noeh  oó  wordt ,  en  dat  alzoo  die  waarden  Tati  x  werke- 
)^  bfiigpanten  aanwqzen» 

.In    het   eerste,   derde,   vijfde   citkelkwadrant ,  en  in  heC 
algeofrèen  itl  elk  kwadrant  van  onevenen  rang,  kan  eéii  b«43^ 

--  gevonden   worden,   welke   aan    de   vergelgking  (5)  vol- 

d«et ;  deze  bogen  zgn ,  in  graden  en  mihaten ,  nagenoeg  de 
b^n  van  61*>54*,  208^46',  376o65',  55lo44',  728*^56',  sm». 
Neemt  men  dien  boog  nit  het  eerste  kwadrant,  dan  Tindt 
men,  Toor  de  overeenkomstige  waarde  van  jt,  nagenoeg 
X  =  2,9in;  waardoor  het  buigpunt  P,  in  den  van  B'  af 
oneindig  Toortioopenden  tak,  wordt  aangewezen.  Neemt 
men  dien    boog   nit  een   der  andere  kwadranten ,  sop  vindt 

men: 

H  2 
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voor  het  3*%  x  tasschen  m  en  |m,  of  tastchen  OB  en  A'C; 
voor  hel  5*«,  x  »  §«  en  |m,  of  ■  OC  en  AD' ; 
voor  het  7**,  »  9  f»»  en  fm,  of  o  OD  en  A'É/; 
voor  hel  9*%  jp        »       |w  en  §m,  of        8        OE  en  AF ; 

V  en»,    en%*\ 

door  al  welke  waarden  na  de  bestaande  buigpunten  Qi  K, 
S  ,  T ,  tn%, ,  worden  aangewesen. 

Snhstitaeren  ^^   de   differentiaalqaotiënten    (2)    en  (3)  in 
de  algemeene  formule 

zoo  vinden  wij ,  voor  den  kromtestraal  onzer  kromme ,  .  . 

Jl=  \ j ^;     .    .    .    (6J 

aA**h;Sïn. lxCo9.  —  j 

wordende  in  de  baigpanten  P ,  Q ,  R ,  S ,  enz.  deze  krom- 
testraal oneindig  groot. 

Voor  y  =:  O ,  is  Sin.  —  =r  O  en  Cos.  —  =r  ±  1 ;  dus 

X  X 

deze  formule  ^  waarin  dan  x  zzz  OB  =  m^  x  =  OG  =r  §«, 
jt  :=:  OD  ^z  |m,  eniff.  moet  genomen  worden^  geeft  de 
hoegrootheid  der  kromtestralen  voor  de  punten  B  ^  C ,  D , 
enx*y  zullende  men  voor  deze  achtervolgende  ponten  b^  af- 
wisseling het  bovenste  en  onderste  teeken  moeten  gebruiken. 
Voor  deze  opvolgende  waarden  van  s,  wordt  R  steeds 
grooter  en  al  spoedig  zeer  groot;  zoodat  de  deelen  der 
kromme  tot  AA'  naderende,  meer  en  meer  regt  schgnen 
zullen. 

6  h 

Voor    y   1=    a .  is  Stn.  —  r=  1  .  en   Coê.  —  =  0.  dos 
^  '  X  '  X  ' 


volgens  (6J 
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deze  formnle^  waarin  nu  «  =r  AB'  =  2m,  x  =r  AD'  =s  fw, 

X  =r  AF  =  |My    enz»,    genomen    moet  worden^  geeft  de 

hoegroo(heid  der  kromtestralen  Toor  de  punten  fi'i  D',  F'^  enz^ 

6  è 

Voor  y  =:  —  a,  is  Sin.  —  z=:  —  1  en  Co$, —  rs  O,  du» 

X  X 

^  —        ab^' 
waarin  x'ür  A'C'  =  |«,  ar  =  A'E'  =  fm,  jc  =  A'G'  =  j\m, 
«lis.    moet  genomen    worden,   en    waardoor  dan  de  kromte- 
stralen der  punten  C'^  E\  O',  enz*  gevonden  zgn. 

Het    voorgaande   sal   genoegzaam   z^n  .    om    den  loop.  der 
▼oorgeatelde  kromme   l^n  te  beoordeeleiu    Alleen  willen  wq 
nog    opmerken  ,    dal   zif  de  projecie  ia  van  de  kromme  van 
dubbele    kromming,   welke  .ontstaat    zoo    men  eene  gelqkz^- 
dige    hyperbool    met    haar    vlak  om  eenen  gewonen  cilinder 
windt  y     wiens    straal  gelijk  a  is.  -  Uierbg  moet  dan  eene  bj« 
perbooi  gebezigd   worden,    welke  xy  zrz  b  lot   vergelqking 
op    hare  asymptoten    heeA;   voorts   dioet  de  eene  asymptoot 
op    het   oppervlak   des   cilinders   evenw^dig   aan    deszelfs  as 
gelegd  y  en   de   andere  asymptoot   om    den  cirkel  gewonden 
worden ,  dien  men  ais  het  grondvlak  des  cilinders  kan  aan- 
merken ;  terw^l  eindelijk  de  projectie  genomen  moet  worden 
op  het  platte  vlal^  dat  den  cilinder  volgens  de  eerstgenoemde 
asymptoot  .der  hyperbool   raakt ,   of  op  een  daarmede  even- 
w^dig  vlak. 

LXI.       VOORSTXL. 

Door  G.  L.  Kbpfsr. 

Wanneer  men  van  een  zeker  getal  weet ,  dat  het  aantal 
van  al  deezel/e  deelere  (de  eenheid  en  het  getal  zelve  mede 
als  deelere  beeehouwende)  oneven  i$,  en  dat  de  $om  der 
twee  grootête  deelere  864  ie ,  welk  kan  dan  het  bedoelde 
getal  zpnf 

0POBI.08T    door   G.    L.  Keppea,  J.  B.  Geel,  J.   A.    Hjln- 

UV ,      J.    ö.   SpBIJER  ,      R.   VAN    DE    WsEBB  ,    J.    H*.   VAK    KoO- 

TIN  ,  P.  Kboh  en  H.  Middelburo. 

OpLossisro*  van  G.  L.  Kepfer. 

£]ke  ontbinding  van  een  getal,  in  twee  onderling  onge« 
Igle  factoren ,  leert  twee  deelers  van  dat  geUl  kennen ;  de 
ontbinding  van  een  getal,  in  twee  onderling  gel^ke  faotoreni. 
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levert  echter  slechtg    éénen   deeler   vaa    hetzelve  op;  idmi: 

alleen    de   kwadraatgetallen    laten   eene   ontbinding    ui  tvee 

onderling   gel^ke  factoren   toe^    en  derhalve  kunnen  ook  al-^ 

leen  kwadraatgetallen  een  oneven  aantal  deelers  hebben. 

Het  gevraagde    getal    zal    dos  vooreerst  een  kwadraatgetal 

moeten    wezen.    Stellen  wq    hetzelve   door    s^,  en  deszelfs 

deeler ,  in  grootte  het  naast  aan  x^  komende ,  door  y  voor , 

d^  hebben  w^  de  vergel^king 

X*  +  y  =  864 (\X 

waarin  x^  >  y    •.••••.«    (2> 

zal  moeten  wezen. 

Uit  (IJ  V9]gt  onmiddellgk ,  dat  men  moet  hebben 

**  <864    of   X  <  30; 

nit   verbinding  van   (IJ    met    (i)    volgt  desgel^ks ,  dat  men 

moet  hebben 

2*^  >  864    of   jr  >  20; 

de  eenige  waarden  van  x,   welke   tnasehen  deze   gren«eii 

vallen ,  z^n : 

x  =  21,  22,  23,  24,25,26,  27,  28  en  29; 

waarmede   dan  bLgkens  (1)   voor   x^   en  y  overeenstemmes 

d^.  wa^acden : 

4P«  =  441 ,  484,  529,  576,  625,  676,  729,  784  en  841; 

y     =423,380,335,288,239,188,135,    80  en    23; 

daar   nt^  y  een  deeler  van  x^  moet  zijn,  en  van  de  boi^ear 

staande    waarden  alleen  x*  =:  576  door  de  overeenkomatig» 

y  =:  288  deelbaar  is ,  is  ook  576  bet  gevaagde  getal. 

Aankbrkino   van    J.   Baüon    Ghijben.    Indien    men  het 

voorstel  oplost ,  met  weglating  der  voorwaarde  dat  het  a^- 

tal   deelers  oneven   is  ,   vindt   men    hetzelve  getal  576  y  die 

voorwaarde   ip   alzoo    een  gevolg  van  de  andere ,  en  dos  ah 

overtollig  aan    te  merken.    Z^  namel^k  x  de  kleinstp,  deeler 

die   op    de   eenheid    volgt ,    en  y  de  grootste  deeler,  die  aan 

het  getal  zelve  voorafgaat,  dan  is  xy  het  begeerde,  ge^l ,.  en 

men  heeft  de  vergelijking 

jry  +  y  =  864    of    (x  ^  IJy  —  864, 

waarin    x  grooter  dan  1 ,  maar  overigens  zoo  klein  mogel^k 

moet   zgn.    Hieruit   volgt,    dat  x  +  1  grooter  dan  2,  quw 

overigens  de   kleinste  deeler    van  864  moet  wezen^.  al^oo  is 

864 
X  +  1  =  3,  X  =  2,  y  =  — j-^  =  288  en  xy  =  576. 
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LX1I«      VoOBSTBI.. 

Door  H.  6.  WiTLAOB. 

Er  %^n  t^f  g^allën  ;  êie  eone  rekonkunêiigo  roeko  uit- 
maten. Het  gedurig  product  van  het  2^« ,  3<«  én  4^*  getal, 
t«  1053  kleiner  dan  driemaal  do  derde  magt  van  het  1'^ 
gotal.  Zoo  nu  hét  V^  getêt  toê  het  3<*  plat  3  otaat,  golifk 
het  3^  getpl  mm  3  êtant  tot  het  vierde ,  èogeert  men  dezo 
rokenkunotige  reeke  te  vinden. 

OpGELOfli*    déor   J.   B«   GEüiiy    J.  A.  HANèBüi  J*  Hbxms* 

KBBX ,  Az,f  J.  H.  TAK  KoOTXN ,  P«  Ksolff ,  H*  MlBDBl^ 
BÜHGy  J.  S«  SrSlJtRy  i*  A.  SïAMKAVT  én  R.  TAV  DS 
WsXAD* 

Oi^jLosBiHG  vam  J.  fi.  Gni>« 

Laat  de  bege<»cl«  reeJu  voóFgeileld  worcleB  door 

4r  -^  2y ,  «  —  jf ,  s ,  X  +  y  en  4P  ^  2$r, 

daa  is        *(*«  —  y*)  3=  3(jf  —  2y)»  —  lOM,  ...    (1) 

ea  X  «*  y  :  jr  +  2  =:  X  -^  3  :  jr  4-  y.  •    «    •    (2j 

Uit  (2)  Tolgl  otiiiiiddel]9k 

j?»  -^  y*  3C  4f«  —  9; 

dos  y"»  33  9    ea    y  =x  d:  3. 

lit  de  eerste  fikats  y  r=  +  3  netaende ,  gaat  de  vergelq- 

king  (1)  over  i» 

:*(*»  —  9)  22  3(jr  --  6)»  —  1053  •, 

s^  wordt  alsdan  na  behoorl^ke  herleiding 

2«»  —  54«»  +  333*  —  1701  ==:  O, 

3«      „     , 
en  JB  ==:  -r^  stellende, 

«•  -*•  18«»  +  74«  —  252  =  O 
of  (,  —  14)(«»  ^  4«  +  18)  =  O, 

waamit  geyondén  wordt 

«=14    en    «  =  2±|/  —  14; 
tuermede  stemt  orereen 

*  =  21    en    «  =:  3  ±  4i/  -f  i4y 
en  wg  hebben  das  Toor  de  gevraagde  reeks: 
l^  IS,  18,  ffl,  24F,       27  j 

2^. -3H.t|/-14,iï/-14,3+il/-ï4,6+5ï/-14,9+fi/-14; 
3°.  -3-.J|/—t4,— iï/— 14,3-fi/-14,6-^||/-r«,9-fi/-14. 

In  de  tweede  plaats  y  =  —  3  nemende ,_  wofdt  de  ver- 
gelijking (1) 
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x(x^  —  9;  =  3(jr  +  6)»  —  1053 ; 
dat  is,  na  behoorlijke  herleiding, 

2»3  4.  54**  +  333*  —405  =  O, 

en  X  =  —-  stellende 

,3  ^  j8«*  4-  74s  —  60  =  o 
of  (»  +  10}(«*  +  8«  —  6)  =  O, 

waaruit  geTonden  wordt 

«  =  —  10    en    »=  — 4±|/22; 
hiermede  stemt  overeen 

x  =  —  15    en    jr  =  —  6±  fi/22, 
en  w^  hebben  dus  voor  de  gevraagde  reeks  almede: 
40.      ^9,        _12,  _i5,  _i8^  _21j 

5^.       ll/22,-.3+|i/22,-6H-|v/22,-9+§i/22,— 12+11/22 ; 
6°.  -||/22,-3^||/22,  -6-fi/22,-.9-.|t/22,-12-.||/22. 

£r    i^n   das   in    het  geheel  ses  antwoorden  op  de  vraag, 
waarvan  echter  slechts  het  eerste  in  aanmerking  komt ,  in- 
dien men  positieve  en  meetbare  getallen  begeert. 
LXIII.    Voorstel. 
Door  H.  G.  WiTZiAGS. 

V^f  getallen  te  vinden ^  zoodanige  dat  indien  mende 
4erde  magten  van  elk  dezer  getallen  door  de  $am  van  al 
die  'getallen  deelt ,  de  respectieve  quotiënten  l,  3,  5,7 
en  9  2^'it. 

Opgelost  door  J.  A.  Uansem  ,  J.  Badok  Ghijben,  J.  S. 
Sfeijbr^  J.  B.  Geel,  P.  KnoM,  J.  A.  Stamkart  en  R.  vak 
DB  Weerd.  * 

I.    Opi^ssiiia  van  J.  A.  Banssn. 

De  te  vinden  getallen  door  x ^  y^  » ^  v,  w ,  ea  derzelver 
som  door  •  voorstellende ,  moet  men  hebben : 
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Daar   x  +y+s  +  «  +  iP=:t   is,    volgt  hleruil  ier« 
atond 

dat  ia,  na   deeling  door  J^è , 

^•»  =:  1^1  +  lK3  +  ^5  +  ^7  +  ^, 
en   hicrait    deu    vierkantswortel    nemende,   komt  er^  omdat 
X  =  '^9  18  y  onmiddellijk 

X  =  v'll^l  +  ^3  +  ^5  +  *^  +  1?^9}-, 
zqnde    dan  verder  y  =  *  1?^3  ,  «  =:  jp  T?^5  ,  t>  =  x  1^ 
en  »  =  X  lJ^9. 

IL  OpiiOsaiNG  van  J.  Badon  Ghijbxm. 
De  begeerde  getallen  z^n,  blqkena  de  voorgaande  oplos- 
aing ,  onmeetbaar ,  indien  men  verlangt ,  dat  1 ,  3  ,  5 ,  êns^ 
de  volkomene  quotiënten  der  deelingen  z^n.  Men  kan  ech- 
ter verlangen  meetbare  getallen  te  vinden,  die  aan  de  vraag 
voldoen  ,  onder  beding ,  dat  er  bQ  de  deelingen ,  wel  de  ge- 
heele  getallen  1,  3,  5,  enx*  tot  quotiënten  koniien ,  maar 
dat  daarbij  tevens  nog  resten  kleiner  dan  de  deeler  mogen 
overbl^Ten. 

Om  bet  voorstel  in  deze  onderstelling  op  te  lossen ,  heb- 
ben vr^ ,  door  a',  6,  c ,  d  en  e  positieve  getallen  waarden 
kleiner  dan  de  eenheid  Toorslellendé , 


—  =  1  +  a,    en  das    x  z=z  1^«(1  +  a) 
^  =  3+^  » 


—  =  5  +  c, 


—  =9  +  «, 


y  =  1^,(3  +  6) 

*  =  ^«(5  +  e) 

9  =   l^i(l    +   d) 

•  =  ^•(9  +  e) 


lüerdit  -volgt  dan : 

«=l»^«(H-a}+^«(3+«J+^«(5+c)+^«(7+rf)+1?^»(9+«), 
of 

*'i'=n^(l+«)+^(3+«)4.^(5+c)+^(7+rf)+^(9+#). 

SteUen  wq  das  ter  bekorting 
1^(l-Hi)+^(3+«;+^(5-*-c)+lï^(7+rf)+^(94«)=AV-«(l) 
d«n  hebben  wij  t0^$'  =  A»  ,  ^»  =  A  ,  en  bggevolg 
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* 

kende  eene  vraarde  seer  digt  b§  de  grootste  grens,  soo  zal 
daaroït  Tolgen ,  dat  de  waarden  van  a,  6,  e,  ens»  alle  zeer 
digt  bq  1  komeu ;  betg^ii  bl^kt>aav  met  elkauder  stiqdt» 
Neemt  men  das  eene  onbekende  wiliakearig  toaaofaen  de  g^ 
▼ondene  grenzen ,  dan  worden  daardoor  de  grensea ,  waar- 
tnsacben  de  overige  genomen  moeien  worden ,  vernaaaw^ 
Uit  (2)  Tolgt  de  aaneevgeschakeldè  evearedigbeid': 
«  :  y  :  «  :  «  :  «p  s=: 

en  het  sal  dus  oók  noodig  %qn,  voor  de  onbekenden  znlke 
waarden  te  nemen ,.  dat  ijci  deze  verhoudingen ,  de  waarden 
Tan  «^  4,  Cf  eufê*  «Jle  tussche^  O  en  1  knnnen  vallen  ten 
&|  aoeunïge  gelijk  nul  raogten  genomen  worden* 

Neemt  men  echter  voop  de  onbekenden ,  waarden  tosschen 
de  grenzen  (3)  ,  en  zoodanig  ^  dat  derzelver  verhoudingen 
toelaten^  dat  in  (4)  de  waarden  van  a^  6,  e,  d  ^n  0  aHe 
foiitief  en  Ueiner  dan  1  z^n,  dan  zullen  deze  waarden  aan 
da  vraag  Toldoenp 
Indien  wg  b.  v.  nemen :     . 

«  =  3,  y  =  4|>  «  =s  5  y  «  =  6|  en  «  =  6, 
zqn    de  beide   genoemde   voorwaarden    vervuld;   alsdan   ia 
•  =:  24 ,  en  wq  hebben  dan  ook : 

—  —  ï*  —  *   ïï  * 


y!_8i|f 

«   ~    24 


=  3  §11, 


s»  125 

T-   24  —  *  ^^' 
•*  18ISS 

•   —     24     —  ^  »*»' 

T  —  mT  —  ^' 

loodat  nu  de  bedoelde  deelingen ,  werkel^k  de  gefaeele  getal- 
l«i)  1 1  3 ,  5  y  7  en  9  tol  quotiënten  opleveren ,  maar  boven« 
^m,  de  vier  eerste,  dalingen  resten  kleiner  dan  de  deeler 
laten  ovevbl^ven* 
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LXIV.     Voorste  z.. 
Door    J.  H.  VAM  KooTjnf. 
W0ik0   x^n   de  drio   getallen  y  welker  $om  33  t • ,  en  van 
welke  de  eom  der  vierkanten  425  bedraagt  f    • 

0POXI.08T  door  Jt  fi ADON  Ghijbxn  I  J.  'S«  Spbijbr  I  J.  A. 
Uavibn,  J«  Hbbmskebk  y  Az.,  J.  fi.  Gkzx.^  J.  H.  tak  Koo« 

T£M  y     R.VAK    D£    WeXBD    en    H.    MlDDBI«BÜRO. 

0?L088tiio  van  J.  Badon  Ghijbbk. 

Onder  de  drie  begeerde  getallen  is  er  zeker  één^  dat  groo* 
ter  dan  het  derde  gedeelte  van  hnnqie  gegevene  som  is,  en 
wq  kunnen  dus  dit  getal  door  «  -}-  il  voorstellen;  stellen 
wij  koorts  Tan  de  beide  anderen  het  kleinste  door  y ,  «n  het 
grootste  door  y  +  %  voor,  dan  hebben  wq  de  yergeligkingen 
{X  +  11}' +  y  +  (y  +  «)  =  33  •  .  .  (1) 
en  (*  ^-  11)»  4.  ya  +  (y  4-  »)a  =  425,    •    .    (2) 

waarin  ir ,  y  en  s  alle  positief  z^n* 

Uit  (1)  volgt  2y  +  «  =  22  —  « , (3) 

en  uil  (2;  2y »  +  2y«  +  «»  =:  304  —  22jr  —  »«  ;  .  .  (4) 
deze  laatste  vergeligking  met  2  vermenigvuldigende,  en  er 
vervolgens  het  vierkant  der  vergelijking  (3J  aftrekkende , 
komt  er 

«»  =  124  —  3*» 
of  «   =  |/(124  —  3j:»},      .    .    .    •    W 

waaruit  bl^kt,  dat  124  —  Sjt^  een  volkomen  vierkant  moet 
wezen. 

Begeert  men  nu  een  antwoord  in  geheele  gelallen,  dan 
kan  men  hiertoe  voor  x  geene  andere  waarden  nemen,  dan 
jpr=l,j?=:5ofxr=6« 

Voor  j:  =:  1  ,  wordt  «  =  11,  terw^l  dan  uit  (3)  volgt 
y  =  11  —  \{x  -t-  af)  =  5;  de  begeerde  getallen  x  -f-  11 , 
y  en  y  +  A  zjgn  dus  in  dit  geval  12,  5  en  16* 

Voor  x  =  5,  .wordt  «  ^  7  en  y  :^  5,  soodat  men 
dan  voor  de  begeerde  getallen  wederom  de  voorgaande 
waarden,  in  eene  omgekeerde  volgorde,  verkrot. 

Voor  jr  =  6,  wordt  s=4eny  =  6,  waardoor  men 
voor  de  gevraagde  getallen  ook  nog  vindt :  17 ,  6  en  10. 

Meer  dan  deze  beide  antwoorden  op  de  vraag ,  knnnen 
in  geheele  getallen  niet  gevonden  worden. 
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Begeert  men  echter  een  antwoord  in  ralionale  gebroken*, 
dan  kan  men  voor  x  elke  meetbare  waarde  nemen ,  welke 
de  uitdrukking  124  —  3«*  tot  een  volkomen  vierkant  maakt. 
Om  dese  waarden  van  x  te  vinden,  kan  men  stellen 

1/(124  —  3*»)  =  11  —  m{x  —  1) ; 
dan  Tolgt  hiemit 

124  —  3«»  =  121  —  22«(»  —  1)  4-  ••»(*  —  1)*, 
dat  is      «.»(jr  —  1)«  —  22«i(*  —  1)  +  3(*»  —  1)  =  0. 
of  toa  deeling  door  x  —  \ 

«»(,  _  l)  —  22»  4-  3(ar  +  1)  =  O, 
waaruit  dadelqk  gevonden  wordt : 

__.m'  +  22«»  —  3 

'—     ;;;^~3    ' 

.  =  V^C124-3,.)  =  =ilf^±i?, 
_,,        ,/    .    X—  16w'~-14m+l8 

y=ii-éf,+,)  = ■;;^:^—, 

_  12m»H-22w  +  30 
5m*— 8m  +  51 

y+/=     «»+3    ' 

a]soo  sijn  dan 

l2«^4-22m+30     16m^— 14m+18  5j«»->8«+51 

m»+3         '  jii»+3  ®"  «*+3       ' 

voor  aJIe  wiileiearige  waarden  Tan  m ,  getallen  die  aan  de 
vraag  Toldoen;  wits  men  elechta  m  zoodanig  neme,^  dat  men 
potitieTe  getallen  vindt. 

Voor  fli  =r  O  en  M'=;  1 ,    verkrijgt   men  de  bovengevon«' 
dene   antwoorden   in   geheele   getallen.    Voor  m  r=:  2 ,  ver- 
bHjgt  men  tot  een  antwoord  in  gebrokens  :  17|,  7|  en  7^ 
LXVe     V  o  o  R  8  TJI  Im 
Door  P.  Khom. 
Vior  gêtailon  ie  mndon ,  «eiko  oeno  gewone  evenredigheid 
uitmaken  f    zoodanig,  dat  de  eom  der  termen  kei  getal  i», 
waardoor  de  inhoud  van  eenen  driehoek  wordt  aangewezen, 
welke  %^n  8,  15  en  17  xijn  ;  dat  de  eom  van  de  vierkant 
ten  der  termen  2   minder  iê ,  dan  9  maal  het  product  dar 
heide  uiieraia  of  middeleie  termen ;  en  dat  het  gedurig  fro» 
duet  der  termen  19600  ie. 
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OpoBLogT    4o0r    P.   Caoic ,   J,   S»    5pbijbr  ,    !•  £•  Gbbl  , 

J.  H«  VAN  KoOTXNy  ti«  MlDSELBUBOy  J«  A«  StAMKART  , 
R«  TAN   J)£   WsBBOi    J«   A.  kÏJLhêEV  sn  J.  HBEaCSKSSKBRK,  As* 

OpxiOsaiNG  «aii  P«  Kbok. 
De   driehoek,   welks    s^den   8»  IS  en  17  sqoi  is  regthoe- 
kigy  omdat  8'  +15^  :=  17^  is;  de  inhoud  yan  dien  drie* 
hoek  wordt  alzoo   door  het  Jialye  produet  der  regthóekssij- 
den ,  dat  is  door  {  X  8  X  15  =  60«  aitgedrokt. 

Stellen  w^  dus  de  gevraagde  getallen  door  x,  ^^  s  ea  w 
▼oor ,  zoo  hebhen  wg  de  yergel^kingen : 

jfw  =  y», (1) 

X  +  y  4- »  +  ip  =  60,      •    .    .    •    (2J 
x»  +  ya  4-  «*  +  »»  —  2  =  9x»  =  9y« ,    .    (3) 

en  syxw  =  19600. (4J 

De  vergelqkingen  (1)  en  (4)  met  elkander  verbindende, 
vinden  wig  dadel^k 

*a»«  =  y«»*  =  19600, 
en  dus  is  xw  =  yx  =  )/19600  =  140;      •    •    .    (5j 

kunnende  de  waarde  van  xw  of  y«  niet  negatief  genomen 
worden,  omdat  hierdoor  volgens  (3)  de  som  van  de  vier- 
kanten der  termen  negatief  soa  worden ,  hetgeen  onbestaan- 
baar is.  De  vergelgking  (3)  gaat'  dan  door  substitutie  der 
waarde  (5)  over  in 

jra   ^  ya   ^  ,•   ^  ,pa  —  1258,     .     .     ,     (6) 

Indien  men  no  de  vergel^king  (2)  in  het  vierkant  brengt , 
hiervan  de  vergelijking  (6)  aftrekt ,  en  de  overblgvende  ver- 
gelgkiug  door  2  deelt,  bekomt  men 

xy  +  xs  +  x»  -f'.y»  +  yter  +  SIP  =  1171 , 
of)   na  voor  xss  en    yx   de  waarden  (5)    gesobttitaeeré  te 
hebben  ^ 

xy  +  xs  +  yfls  +  2f0  ï^  891 , 
dat  \n  (s  +  w)(y  +  %)  =  891 (7) 

Van  x»  +  «  en  y  4-  s  is  dan  door  (2)  de  som  ,  en  door 
(7)  het  product  bekend ,  soodat  men  daaruit  op  de  gewone 
w^se  vindt 

X  +  •  =  33    en    y  4-  «  =  271 
of  X  +  «  =  27    en    y  -H  s  =-  33t'      '    •    W 

Van  X  en  fls ,  alsmede  van  y  én  x ,  is  mk  doer  (8)  de 
som   en    door   (5)    het    product   bekend;   op  detelfile 


Digitized  by  VjOOglC 


OPGAVEN.    N^  65  en  66.  119 

▼indt    imn   dan  daaruit  ouk  weder :  zoo  men  x  ^  w  zsz,33 
en  jr  4-  s  =  27  neemt , 

jp  =  28    en    «  =  5    of    «  =  5    en    w  =  28'i 

y  =  20    en     »  =  7    of    y  ss  7    en     z  z±  20j 
of  zoo  men  x  +  w  =  27  en  y  +  4  =  33  neemt , 

X  =  20    en    «  =  7    of    jr  =  7    en    w  ==  20; 

y  =r  28  en  s  =:  5  of  jf  z=  .5  en  z  =:  28. 
De  vier  gevraagde  getallen  z^n  dos :  5 ,  7 ,  20  en  28* 
De  volgorde  y  waarin  zi^  eene  gewone  evenredigheid  uitma- 
ken,  is  in  zoo  verre  geheel  willekeurig,  dat  slechts  de  pro- 
ducten der  uiterste  en  middelste  termen  gelijk  aan  140  be- 
hoeven te  wezen. 

LXVl.     Voorstel. 

Door    J.   A.    ÜAliSExN. 

Msn  vraagt  oonen  regihoekigen  driehoek  ie  conêirueren, 
«/'  g^8^^9^  x^'it.*  eene  regthoeksz^de ,  en  hei  afliggende 
eegmenif  dai  van  de  Aypot henusa  ^  door  eene  loodlijn  uii 
den  regien  hoek  op  dezelve  nedergelaien ,  wordt  a/geeneden* 

QpaxixMT  door  J«  A.^  Hanscn  ,  J.   S.  SpjcijxRi  J.  £•  Gasx», 
U«    MiBsiXiBirEo  I  R.  TAN  sz  Wsjs&ü  «II  P.  Kkoh. 
I.    OprossiKo  van  J.  A.  Uamsbn. 

Laat  de  gegevene  regthoekszijde  door  a  /  en  bet  gegevene 
afliggende  segment  der  bypotbennsa  door  6  voorgesteld  wor- 
den. Op  eene  onbepaalde  regte  Ign  (Fig.  43) ,  neme  men 
dan  Afi  =  ö  en  deele  deze  middendoor  in  C;  voorts  stelle 
m&a,  loodregt  op  AB,  de  l^n  BD  =  a,  en  beschrgye  uit 
C  met  CD  als  «traal  'eenen  cirkelboog ,  die  de  onbepaalde 
xegte  ]qn  naar  de  z^de  van  fiD  snydt  in  £;  eindelqk  be- 
schr^ve  men  op  A£  als  middellijn  eenen  halven  cirkel ,  die 
BD  anqdt  in  F ,  en  trekke  de  l^tien  AF  en  £F,  dan  is  A£F 
de  begeerde  driehoek. 

Want  men  heeft: 

EC«  =  CD*  =  BD*  +  BC*  r=  a*  -H  (^6^  , 
daa  EC*  —  (è*)*  =  a* , 

EC  +  J*  :  «  =  a  :  £C  —  I* , 
of  A£  :  a  =  «  :  BE. 

Maar  daar  de  driehoek  AEF,  als  in  een  halven  cirkel 
staande,  regthoekig  in  F  is,  is  ook 

AE  :  EF  =  £F  2  BE. 
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Uit  deze  evenredigheid ,  vergeleken  met  de  latfTstyoor' 
gaande^  blqkt  dat  £F  =  a  is',  terwijl  door  de  constractie 
AB  =  5  is^  en  AF£  een  regte  hoek.  De  driehoek  AFE 
voldoet  alzoo  aan  het  gevraagde* 

II.    Oplossing  van  J.    S.  Speijbr. 

Indien  ABC  (Fig.  44)  de  begeerde  driehoek  is ,  waarin 
men,  BD  loodregt  op  AC  getrokken  zijnde,  als  gegevens 
heef^  AB  =  a  en  CD  =  6,  zoo  stelle  men  AC  t=:  x , 
waardoor  AD  ==  jr  —  ó  is.  Volgens  eene  bekende  eigen* 
schap  der  regthoekige  driehoeken  is 

AD  X  AC  =  AB«     of    (x  —  6)x  =  a» , 
waaruit  terstond  gevonden  wordt 

zqnde  hier,  omdut  AC  ^  AB  of  jr  ^  a  moet  zijn,  alleen 
jr  =  §*  +  i/(a^  +  iè^). 
Hieruit  vloeit  nu  de  volgende  e^voudige  constructie  voort* 
Op.  de     beeneu    van    eenen    regten    hoek   B ,    neme   men 
ABrra   en    fiE:=§di    Irekke    AE  ,  eu  iia  deze  verlengd 
te   hebben,    zoodanig,  dat  £F  =  ËC  is,  besebrqve  men  uit 
A    met    AF    als  straal  eenen  cirkelboog^  BC  snijdende  in  C* 
Na    dan  AC  getrokken  te  hebben ,  is  ABC  de  begeerde  drie- 
hoek,   want  door  deze  constructie  is  AE^  ^  a^  -^  |6'  en 

AC  =  AF  =  §A  4-  v/(«*  +  1^")- 

LXVIl.    Voorstel, 
Door  J.  A*  Uansen* 

Op  eene  regte  lijn  AB  genomen  xtfnde  een  deel  AC 
(Fig.  45),  heeft  men,  op  AB  en  AC  ah  middellijnen  halve 
cirkels  beschreven  f  en  wel  aan  denxelfden  kant  van  de 
Iffn  ACB.  Verder  heeft  men  tusschen  deze  halve  omtrek" 
ken  twee  andere  cirkels  beschreven ,  die  zoowel  elkander 
als  de  beide  eerstgenoemde  cirkels  raken.  Indien  nu  de 
stralen  der  beide  lautstbeschrevene  cirkels  gegeven  zijn  ^ 
wil  men  daaruit  de  onderlinge  betrekking  bepalen  der 
loodlijnen^  uit  hunne  middelpunten  op  AB  nedergelaten ; 
onafhankel^k  van  de  grootte  der  middellonen  AB  en  AC. 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer  en  J.  A.  Hansen. 
Oplossing  van  J.  S.  Spejjbr» 

Laten  D  en  £  de  middelpunten  zijn  van  de  halve  cirkels 
op    AB    en  XC  beschreven.    Indien  dan  F  en  G  de  middel- 
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ponten  zgn  ran  de  cirkels  ^  die  elkander  en  de  beide  halve 
omtrekken  raken,  sollen  wq  de  betrekking  moeten  vinden 
▼an  de  loodtgnen  FL  en  GM,  die  oit  deze  ponten  op  AB 
nedergelaten  aiin. 

Daartoe  stellen  wg  FL  =r  y ,  GM  =  y\  voorts  AL  =jr 
en  All  =  x'.  Na  dan  de  vier  middelpunten  op  alle  moge- 
lijke  wqzen  door  regte  Iqnen  DG,  DF,  EG,  EF  en  FG 
▼ereenigd  te  hebben ,  welke  regte  Ignen ,  gelijk  bekend  is  , 
zoo  noodig  verlengd  zijnde ,  door  de  raakpunten  P,  I,  Q, 
B  en  U  gaan  y  stellen  wi)  nog  AD  :=:  r,  AE  =  m,  en 
nemen  als  gegevens  aan  FR  =  a.en  GU  zzz  b. 

Oit  de  regtboékige  driehoeken  DL  F  en  ELF,  volgt  na 
FL*  :=  DF*  —  UL^    en     FL*  =  EF«  —  EL*  ; 
dat  is: 

y*  =  (,--«)a-(4P-r)*  =  {x^a){ir^x^) 
en         .  y*  ==  («+aj*— (x— «J*  =  (x+a)(2«— jp+a); 
bierdoor  hebben  wij  dan  de  vergelijking 

(jp— aX2r— X— a;  =  (x+aj(2«*— x+«) ,  ' 
nit   welke,    door   x   af  te   zonderen,  gemakkelgk  gevonden 
wordt 

^_«CrJ^       ......(,) 

r  — .  w  ^  ' 

en  deze  waarde  van  x ,  in  eene  der  bovenstaande  waarden 
van  y*  overbrengende,  komt  er  na  herleiding 

Uit  de  regtboékige  driehoeken  DMG  eo  £MG  volgt  dei- 
gelqkin 

GM»  =  DG»  —  DM» ,  GM»  =  EG»  —  EM» , 

y»  =  (r-4) »—(,'-.,)»  =  (*'~«)(2r~y-«), 
,'»  =  («+«)._(,'_«)»  =  (x'+6X2m-x'+6^, 

''  =  '-?~~^ (3) 

en  y*  SS   ) -: (4) 

De  middelpunten  F  en  G  zf^n  nu  genoegzaam  bepaald  p 
in£en  behalve  de  ^tralen  a  en  d  ook  de  stralen  r  en  jr  ge- 
geven- zgn.  Daar  er  echter  naar  eene  onderlinge  betrekking 
van  y    eii  y'  onafhankel^k  van  de  waarden  van  r  en  m  ge- 

I.  Duxh  I 
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vracgd  wordt,  zallen  wg  ter  verdrgying  van  r  en  m  nog 
gebruik  moeten  maken  van  de  voorwaarde,  dat  ook  de  cir- 
keb  lOR  en  PUQ  elkander  raken.  Trekken  vrg  te  dien 
einde  FN  evenwijdig  met  AB ,  dan  is  GN  =  y'  —  y , 
FN  =  jr  «-  jr'  en  FG  r=:  a  +  ^  >  zoodat  nit  den  regthoe* 
kigen  driehoek  FNG  volgt 

(y'  -  y)*  +  (*  -  'T  =  («  +  *)*! 
maar  volgens  (1)  en  (3J  is 

r  —  m 
en  dos 

waardoor  wq  verkrqgen 

,  .      ,         krm(a—b)'         .    . 
of  (/-y)»  +  ■  ^JL»)»    =  *«*• 

Om  nn  ook  den  tweeden  term  dezer  vergelqking  van  r  en  m 
te  bevrqden,  hebben  wg  oit  (2}  en  (4) 

y*  —  4rw(r — wi— g)  y'*  4rm(r— «— ^) 

waamit  door  aftrekking  volgt 

y'«        y^  krm(a^6) 

soodat  dan  de  voorgaande  vergelqking  wordt' 

(/-y)^  +  («-*){t  -r  7}  =  4«« . 

of  na  verdngving  der  brebken 

«»(y'-y)*  +  («-«X^y^-^yO  =  4«"*s 

en  na  ontwikkeling 

flay'ft  —  2a»y'y  +  *V  =s  4a«^», 
Het  voorste  lid  een  volkomen  vierkant  sgnde,  hebben  wq 
dns  eindelqk 

ay'^^  «y=:2a*, (5) 

waardoor  dan  de  gevraagde  betrekking  wordt  aangewezen* 
*    AAHiCEBKiKGSif.    1^.   Voor   de   vergelqh'ng  (5)  schrqven 
wQ   alleen  my'  —  ^y  =  2ad  en  niet  a/  —  <y  =  db  2a«  , 
want  het  is   gemakkelgk  in    te  zien ,  dat  «y^  altgd  gipooter 
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r  +  m  en  ook  EG  4-  DG  ==  (m+è)  +  (r  —  *)  =  r-|.«i. 
De  panlen  E  en  D  z^n  alzoo  de  brandpunten. 

4®.    Voor  de  yergeliiking  (5)  kannen  w^  ook  schrgven 
ay'  —  aè  :=  èy  +  a6, 
oï  a(y  -*}  =  %  +  a); 

hieruit  rolgt 

y  +  a  s  5f'  —  è  z:^  a  :  èf  .  •  •  •  (6) 
dat  is ,  indien  vrij,  na  f L  verlengd  te  hebben ,  de  figaar 
raadplegen , 

OL  :  KM  =  a  :  6. 

Na  volgt  ait  (1)  en  (3)  ook  x  :  x'  =  «  :  6,  en  wq 
hebben  dos 

OL  :  KM  =r  jr  :  x'    of    OL  :  KM  ==  AL  :  AM; 
de  panten  O,  K  en  A  liggen  alzoo  in  eene  regte  Ign. 

ö^«  De  lijn  OK  en  dus  AO  moet  ook  door  het  raakpunt 
H  gaan.  Want  de  Ignen  OL  en  GM  evenwqdig  zgnde,  sgn 
de  hoeken  OFH  en  UGK  en  dus  ook  de  bogen  OH  en  KH 
gelgk;  trekt  men  dan  de  koorden  OH  en  Kil,  zoo  maken 
s$  met  de  gemeenschappelqke  raakl^n  ST  gelqke  hoeken , 
en  liggen  dos  in  dezelfde  regte  Ign  AO. 

6®.  De  laatstbewezene  eigenschap  zal  kannen  dienen  ^ 
om  den  yierden  cirkel  PQH ,  die  de  drie  andere  cirkels  aan* 
raakt,  te  construeren.  Immers  moet  deze  eigenschap  ook 
doorgaan  voor  den  cirkel  AQC;  dat  is,  indien  wg  ID  ver- 
lengen en,  door  het  punt  E,  13V  loodregt  op  ID  trekken, 
zal  het  raakpunt  Q  met  de  punten  I  en  V  in  eene  zelfde 
regte  Iqn  liggen ;  want  de  cirkel  AQC  is  dan  ten  opzigte  van 
lU  even  zoo  gelegen  als  de  cirkel  RHO  ten  opzigte  van  AB. 
Trekt  men  dus  AO  en  VI ,  zoo  snijden  deze  Ignen  de  cir- 
kels OBB  en  AQC  in  de  raakpunten  H  en  Q,  en  men  be« 
hoeft  dan  verder  slechts  nit  de  middelpunten  F  en  E , 
door  deze  raakpanten  H  en  Q,  de  l^nen  FG  en  EG  te 
trekken ,  om  het  middelpunt  G  en  den  straal  GH  =r  GQ 
van  den  cirkel  PQH  te  vinden. 

7^.  Eindel^k  merken  wq  nog  op,  dat  bl^kens  de  nit  (1) 
en  (3)  voortvloeiende  evenredigheid  x  :  s'  irs  a  t  6 ,  de 
betrekking  der  afttanden  van  de  voetpunten  der  loodl^nen 
FL  en  GM  tot  het  punt  A ,  almede  onafbunkelijk  is  van  de 
strslen  r  en  «i. 
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LXVIIL    V00R8TBX.. 
Door'  J.  A.  Hansbn. 

IFannoor  {uoêchon  de  heide  halve  omtreiien,  in  het  voor-' 
gaande  vooretel  omechreven ,  eene  reeke  van  eirkele  èe^ 
mchreven  wordt,  die  niet  alleen  deze  haUe  omtrekken  y 
maar  ook  aehtervolgene  elkander  raken  ^  en  waarvan  de 
aerete  BC  tot  middetlijn  heeft ,  vraagt  men  te  berekenen : 
da  etralen  deaer  eirkele ,  de  loodlijnen  uit  hunne  middel" 
punten  op  AB  vallende,  en  de  afstanden  van  de  vottpunten 
dezer  hodl^nen  tot  het  midden. van  de  lijn  AB*  Gegeven 
M^nde  AC  =:  2m  en  BC  :^  2m/ 

QPOE1.08T   door  J.   &  Spsijbr>   J.   A*  Havbmx,  U.Uuh 

DBUUBG   èn    R.    VAN    DB   WbbBD* 

Oplossiko  van  J.S.  Spkijeb. 

Laten  op  AB,  AC  en  BC  (Fig.  46}  halre  cirkels  betchre* 
ven  K^Qy  en  laten  G',  G%  G'%  enau  de  middelpunten  wezen 
der  in  bet  roorstel  bedoelde  rakende  cirkels.  Stellen  wq 
door  T^,  r^,  r^,  enx»  de  stralen  dezer  achtervolgende  cir- 
kels voor ;  door  yi »  Sfa  9  y» »  ^"''  ^®  loodlijnen,  uit  hunne 
middelpunten  op  AB  nedergelaten ;  alsmede  door  x\y  x^,  x^, 
sn%*  de  sfstanden  ,  waarop  de  voetponten  dezer  loodlqnen 
aicfa  Tan  bet  midden  D  der  lijn  AB  bevinden,  en  die  w^ 
Tin  O  naar  B  als  positief  aanmerken ,  zoodat  in  onze  figuur 
DM'  =  X, ,  G'M'  t=  y, ,  DM'  =  -  *^ ,  G'M'  =  y,  , 
DM"  =  —  X3 ,  G'-M"  =  y, ,  enz.  is. 

Indien  w^  nu  .de  evenredigheid  (6)  van. bet  voorgaande 
voorstel,  te  weten 

y  J^  a  i  ff  -^  h  "i^  a  i  h. 
op   de   rakende   cirkels ,    die  F  en  G'  tot  middelpunten  heb- 
ben ,  willen  toepassen ,  zullen  w^  a  =  «,  y  =  O,  ^  =  r, 
en  y'  =:  y,  moéten  nemen ,  en  wg  hebben  dan 

«  :  yi  —  *•!  =  «  •  ^i 
waamit  onmiddeliyk  vdgt 

yi=2r,. 
Om  dezelfde  evenredigheid  vervolgens  toe  te  passen  op  de 
cirkels,  die  G'  en  G'  tot  middelpunten  hebben,  moeten  wi) 
•  =  rx,  y  =  y,  =  2r,,    i  =  r,  en  y'  =  y^    nemen  , 
hetgeen  geeft 
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Srx  :  ya  —  »•«  =  ^i  •  ^%  t 

waaruit  jr^  =  kr^ 

gevonden  wordU 

Op  deseBde  wQ^e  zal  men  vinden:  y,  =  6r,i5f4  =  8r4, 
en  in  faet  algemeen 

yp  =  2/>rp. •    .    (1} 

Ten  einde  de  yergel^lingen  (IJ  en  (2J  Tan  het  Toorgaande 
Traagstaky  namelgk 

jp;^  ^    i*    en»  y*  s:  * r ■■    \^         $ 

in  dit  TDoratel  te  gebroikeni  moeten  wq  vooreerst  rzrm -f- n, 
'en  vervolgens  in  het  algemeen  •  =  r^,  jr  ^  j>  4-  ^.^=^ 
jTp   +   »    -f-   Il  en   y.  =   y,  nemen.    Hierdoor  verkregen 
wg  dan 

'p  =  — ;p-rp  —  («i  +  «),    .   .^.   (2) 

en  jfr«=       ^   '^  J^ 2ir,.     ....    (3) 

Brengen  wq  nn  de  waarde  van  y, ,  volgens  (1} ,  in  (3) 
over,  dan  komt  er 

-   .    ^ 4«(m  +  n)(n  —  r.) 

ofy   na   door  ir^   gedeeld    en   met    n*   vermenigvuldigd   te 
hebben  y 

en  hieroit  wordt  dan  onmiddellqk  gevonden 

terwgl  verder  de  snbstitatie  dezer  waarde  .van  rp  in  (2)  en 
(Ij ,  na  herleiding ,  terstond  geeft 

-  —  (m  ^  n)(m^  ^  p^n^) 

2imfff(m  +  n)      .  .  ' 

y>=^.«r+,n-^^,»-  •  •  •  •  w 

Hen  sal  in  deze  formnlen  slechts  voor  p  behoeven  te 
stellen  1,  2»  3|  4,  aiiz. ,  om  daardoor,  de  gevraagde  atra* 
len  y  loodlqnen  en  afiitanden ,  voor  elk  der  af htenrolgeiide 
rakende  cirkels  te  vinden.  De  formule  (4)  geef^,  vopi?  dfize 
stralen 
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LXIX.      VoOESTBX.. 

Door  J.  A.  Uansen. 

Heis^l/do  ah  in  het  voorgaande  voorstel  wordt  gevraagd, 
indien  do  eerste  der  genoemde  reeks  van  cirkels  de  lijn  BC 
raakt  f  in  plaats  van  BC  tot  middelton  te  heèien. 

Opoxlost  door  J.  S.  Sfeijsr  ,  J.  A.  Hans£K  ,  Ht  Mid*- 
DKLBVRa  en  R.  tam  oe  Wserd* 

Oplossino  van  J.  S.  Sfbijbr. 

Indieu  G ,  G',  G%  enz.  (Fig.  47}  even  aU  vroeger  de  mid« 
delpunteti  der  rakende  cirkelg  sqn ,  en  wg  dezelfde  notatie 
aannemen  als  in  het  vorige  voorstel,  dan  hebbén  wq.  om» 
dat  de  eerste  cirkel  de  lijn  BC  raakt,  hier  dadelQk 

yx  =  '•i- 
De  evenredigheid   (6)   van    het   LX  VIL   Voorstsx.,  op  de 
rakende  cirkels  G  en  G'  toepassende,  hebben  wy  dan  verder 

yi  +  r^  ••  ya  —  ''a  =  ••f  2  r^  , 
waarait ,  omdat  y,  =  r^  is ,  volgt 
y»  =  3ra  J 
dezelfde    evenredigheid    op  de  rakende  cirkeb  G'  en  G'  toe- 
passende, hebben  wig 

y*  +  ''a  •  y3  —  *•»  =  ^a  =  ♦•• » 
waarait ,  omdat  y^  =  Sr^  is ,  gevonden  wordt 

ya  =  Sr,  ; 
en  op  deze  wigze  voortgaande,  verkregen  wy  ia  het  algemeen 

y,  =  (2p  -  l)r, (l) 

De  vergelykingen  (1}  en  (2)  van  het  LXTIL  Voorstu  , 
geven  ons  hier  voorts,  even  als  in  de  voorgaande  oplossing, 

Xp  =  '^  ^  %p  —  (•»  +  «),•    •    •    •    (2) 

en  yp«  =  ^ ^*— *>  »  •    •    •    •    \^J 

alana  vindt  men,  door  y,  tnasohen  (1)  en  (3j  te  elimineren  , 

'  —  (2/>  —  1)««*  +  4mii  +  4»»'  •    •    •    W 
door  deze  waarde  in  (2)  en  (1}  over  te  brengen , 
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'  "~    (2p  —  I)»»»  +  4«Mi  +  4«»   *     *    •    ^  ' 

«  _       *(gp  -  O  ««f"  +  «) „I 

?»  "■  (2p  —  l)»i«»  +  kmn  +  km''    '    '    '    *  ' 

•n  ,    door    Tervolgens  van  de  formule  %f  =  {/(*/*  +  J>') 

gebruik  te  maken, 

.    _  (m  +  «)(4m«  +  (2/>  -  l)»«t») 
^  —    (2p  _  !)»«*  +  «MN  +  4«»  •     •    •    *  -' 
Ook    in  deze  formalen.  behoeft  men  stechla  voor  p  achter- 

Tolgena  1 ,  2 ,  3 ,  »h*»   te    nemen ,  om  de  begeerde  stralen , 

loodlqnen    en    afstanden   te    vinden ,  voor    elk    der    cirkels 

G ,  G',  G',  en*.    Voor  ;»  =  1 ,  heeft  men: 

.    _  (w  +  it)(2*  —  n)  _ 

LXX.     Voorstel. 
Door  J«  Ae  Hansek. 

Binnen  tên  cirkelkwadrant  AOB  (Fig.  48),  heeft  men, 
op  dsn  straal  AO  alê  middellfjn,  eeii  halven  cirkel  heechrê^ 
van.  Tueechen  deszelfs  omtrek  en  den  hoog  van  hot  kwa* 
drani,  en  beiden  rakende,  heeft  men  eene  reeke  van  eirkele 
heechreven ,  die  achtervolgene  ook  elkander  raken  en  waar* 
van  de  eereta  »^n  middelpunt  op  den  straal  OB  ketft. 
Men  vraagt  de  stralen  en  ds  middelpunten  dezer  cirkels  te 
bepalen ,  indien  de  straal  van  het  kwadrant  gegeven  is* 

OPOXX.08T  door  3»  S.  Speijbr,  J«  A.  UAüsxHy  U.  Mio- 
DBI3UBO  en  Re  tan  z)x  Weebo. 

0pi.O88i»o  van  J.  S*  Sfejjeb* 
Laten  G',  G%  enn.  de  middelpanten  der  rakende  cirkeb 
s^D«  Indien  men  dan  het  kwadrant  tot  den  halven  cirkel 
ABC  Toltooit  en  op  OG  ala  middaUijn  een  baken  cirkel 
beschr^,  aal  de  cirkel ,  wiens  middelpunt  G'  op  den  straal 
OB  ligt,  ook  evenzeer  den  bal  ven  cirkel  op  OC  beschreven 
raken.  Het  opgegeven  voorstel  is  hierdoor  terstond  tot  het 
LXFUi.    VooBSTBX.   teroggêbragt ,    waartoe    slechts   si  r=  s» 
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behoeft   gesteld    te  worden ,  terw^l  èên  m  dc^  helft  ran  den 
gegeten  strfial  des  kwadrants  AOB  is* 

De   aldaar   opgegevene  formulen ,   geven   dap  ^  indien  w^ 
dezelfde  notatie  behouden ,  -ter  oplossing  van  het  tegenwoor- 
dige Toorstel  I  de  bqsondere  ibrmuien  :  « 
_       2« 

_  2m(i  ^  p«) 
_      4/wpi 

»'  -    j,.  +2   • 

Voor  /i  =  ly  heeft  men  rt  =  f m,  «^  =  0|  jfx  =  «i  =  $«• 
Van  den  eersten  rakenden  cirkel,  wiens  middelpunt  G'  op 
OB  ligt,  is  das  de  straal  G'B  een  derde  gedeelte  Tan  den 
straal  des  kwadrants.       -  - 

Voor  j^  =  2,  heeft  men  r^  ^  |«»,  jr^  =  "^  ■•>  ?*  =  i* 
en  2a  =  lm.  Daar  y^  dezelfde  waarde  als  y^  verkrqgt, 
terwijK  x^  rr  —  m  is,  blijkt  hieruit,  dat  het  middelpunt 
G'  Yan  den  tweeden  rakenden  cirkel  gelegen  if  in  het  oyer 
O  staande  hoekpunt  van  eenen  regthoek,  die  OM"  :=  st  en 
OG'  tot  zQdcn  heeft*  Voorts  volgt  uit  de  toepassing  der  in 
het  LXVIL  VooBSTCX.  aangewezene  constructie,  dat  de  raak- 
punten Q  en  H  van  dien  tweeden  cirkel ,  met  de  punten  A 
en  B  in  eene  zelfde  regte  lijn  liggen. 

LXXL    V  o  oa  STSL. 
Door  J«  Bassak. 

Ftfii  een  paralMogram  ZiJn  gegeven  :  P.  de  fyii,  die  üti 
eèn  uiteinde  van  de  bövenxijde  naar  het  midden  van  da 
ha%ie  loopt;  2^  de  l^n,  die  uit  het  andere  uiteinde  der 
bovenzode  naar  het  midden  van  de  a/gelegene  opetaandé 
u§de  loopt;  en  3^  de  hoek,  waaronder  deze  lijnen  elkander 
endden.  Men  vraagt  hieruit  het  parallelogram  te  èereka- 
UêM  en.  is  eonetruerem* 

OroxLosT  door  J.  A.  Staickabt,  J.  8«  SmjEn  em 
i.  Bassav» 

OpziOssiko  van  i.  A.  StamjCart. 

Z9    ABCD   (Fig.  M)    het   bedoelde  paralMogram,  waurin 
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4e  li^neo  CCf^  en  DD'  de  cqden  AB  en  fiC  in  C'  en  D' 
middendoordeelen ,  dan  zqn  gegeven  CC'  =  «^  DDT  =  4 
en  iotfifc  CPD'  =  Aoiib  C'PD  s  «• 

Deel  CD  middendoor  in  A'  en  trek  AA',  dan  is^AA' 
e^enw^dig  niet  CC';  deel  ook  AD  middendoor  in  B'  en 
trek  B6'^  dan  is  BB'  evenwqdig  met  DD';  en  door  de 
aaqding  der  Jjjnen.AAS  BB',  CC'  en  DD'  ontstaat  dan  een 
parallelogram  PQBS,    , 

Dew^l  BC  in  D'  midde ndooi^deeld  if  ^  aal  ook  CS  in  P 
*niiddendoofgedeaId^lfe99';  evepi  loo  aal  AQ  in  R  middendooiw 
gedeeld   zgn,  aradat  fi'   ]iet.nridden  yan  AD  ia,  en  Uemit 
▼oJgt 

CP  =  PS  =  QR=:  AR; 
maar  nit  de  gel^kTormigheid  der  driehoeken  BAR  en  BC'S 
T<4gt 

AR  :  SC'  =  AB  :  BC'  =  2  :  l , 
derhalve  ia  AR  =  2  SC',  en  bqgevolg 

,  CP  =  PS  =  2  SC' ; 

soodat  men ,  CC'  =  a  s^nde ,  onmiddellijk  heeft 
CP  :^..P&  =  !«    en    SC'  =  fa. 
G^qil^fV^d '▼Qrdt  «it.de  figaar  gevonden  ' 

DQ  =  P,Q  :?=  RS  =5  BS  =  2  PD', 
soodat  men,  DD'  =r  j^ pijnde ^  almede  heeft 

PQ  ;=:  PQ;?=:  f«    en    PD'  =  fi. 
Wqdeie  beeft  inen  dan,  ^nit  den  driehoek  CPD',  waarin 
Jloait.CPD'  .=;=  «  if, 

CD'«=CP^+PD'«--2CPxPD'iCöt.<t==5VC*«*+**--*«*<?«*^ 
e^  ;iit  d^  friehop^  PQA',  waaria  ^0êk  DQA'=:180''— »  is, 

DA'»==:DQ«+QA'«+2DQXQA'Co|utf=r/y(M»+^»+4a«C7ftS4|)j 
lerwql  nit  diezelfde  driehoeken  nog  volgt: 

fv         oniAi  —         Py  Sin.a         _        èSim.  0    . 

Tang.  PCD  _  cP  -  PD'  Com.  a  ~  2a  -  ÓCo$.  m' 

Tang.QKD  ^^^,  ^  qq  Cq$.  m  ~  a  +  i6C^ê.  «' 
waamil,   omdüt  kóêk  BQD.  :;=:  koêi  PCD'  +  hoêh  QA'D 
ia  ,.  verder  gtermndeii  wordt 

^^     ^ iaiSif^  a 

Tang.  BCD  _  ^(a»  ^  è^)  +  3e»€aa.  »' 
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en    bierdoor  zijn    nu    alle   afmetingen  van  het  parallelogram 
JbekencL 

Uit  hek  voorgaande  rolgt  onmiddellijk  deze  constractie : 
beschrijf  een  parallelogram  PQRS ,  *  waarvan  de  zqden  PS 
en  PQ  met  elkander  den  gegeven  hoek  a  maken,  en  zoo  lang 
s^n  als  twee  vijfde  gedeelten  der  gegevene  I^nen  i  zoodat 
PS  =  fa,  PQ  =  |A  en  ho0k  SPQ  =  «  i«.  Verleng  de 
zqden  van  dit  parallelogram  PQRS,  altqd  denzelfden  weg 
omgaande,  zoodanig,  dat  elk  verlengstok  gelqk  aan  de  ver- 
lengde zqde  worde.  Hierdoor  QA  =:  2  QR ,  BB  =  2  BS, 
SC  =  2  SP  en  PD  =s  2  PQ  geriiaakt  zonde ,  zaHen  de 
ponten  A ,  B ,  C  en  D  de  hoekpunten  van  het  begeerdei  p»' 
rallelogram  zijn. 

AAMMBBK.IKGEV.  P.  Indien  CC'  =  DD'  of  a  =  ó  ge- 
geven is,  is  Tang,  BCD  =  |  Tang,  «;  en  wanneer  nog 
daarenboven  a  zn  9Q^  gegeven  is ,  dan  wordt  het  parallelo- 
gram ABCD  een  vierkant. 

2^.  Door  optelling  volgt,  uit  de  gevondene  waarden  van 
CD'*  en  DA'»,  .  ' 

.  CD*»  +  DA'*  2=  |fa«  +  ^); 
das  is        BC*  +  CD*  =  J(a*  +  «*)  =  f  (CC*  +  DD**). 
LXXIf.      T  o  o  R  8  T  B  £• 
Dóór  J.  Bassa'K.'  - 

Dê  afmetingen  van  êen  paralUhgram  Ïb  berekenen ,  tx- 
Jieii  gegeven  x^n:  het  verschil  van  dessul/k  óngelifke  zp- 
den,  het  verechii  van  deszelfe  diagonalen,  en  de  koek, 
maaronder  deze  diagonalen  elkander  enpden, 

Opoclost    door   J.    Bassan,    J,  S.  Spzijcr  ,  J.  A.  StAir- 

XART   091    B.    VAN    DE    WsERD. 

I.  Oplossing  van  J.  Bassak. 
ZQ  ABCD  (Fig.  50}  het  begeerde  parallelogram ,  waarin 
A  B  ^  BC  en  A  B  —  BC  ==:  4d  gegeven  is ;  indien  dan  de 
diagonalen  AC  en  BD  elkander  in  E  snqden,  zsl  AEB  een 
stompe  en  BEC  een  scherpe  hoek  zifn,  van  welke  beide  hoe- 
ken wq  den  kalslgenoemdeil  y  hoek  BEC  =r  »,  als  den  ge^ 
gevenen  aannemen.  Zig  verder  AC  —  BD  r=:  4^  het  gege-' 
vene  verschil  der  diagonalen,  dan  kannen  wig  voor  de  h^alve 
diagonalen  stellen ; 

A£  =  £C  =  X  +  ó    en    BE  ==  £D  =  x  —  é. 
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**  +  y*  =  2(p^  +  g-) (3) 

«n  4P»  —  jf*  :=  kpqCoM.  » •    (4) 

Omdat  rm  X  '^  y  zr:  ka  is  f  hebben  wq 

(4P+y)»=2(4P»+3f*J-(jr-3f) *=4(/^*+y»)^16a* , 
doa  *  :»-  Jf  =  2v/(/>*  +  y*  -  4a«}, 

en         **-.y»=(*-.y)(*+y)=8in/C/>»+y»-4a») , 
waardoor  de  vergelijking  (4)  overgaat  ia 

pqCot.  a  =  2a\/(p*  -j.  y»  —  4a*) 
of  p^g^'Coê.^  tt  z=  4o*(/>»  4.  ya  _  4aa).     .    .    (5J 

Verheffen  wg  voorts  de  gegevene  vergelijking  2p — 2jcr±46 
of  /i  -^  jT  1=:  db  2^  tot  de  tweede  magt ,  200  komt  er 

!>*  —  2pjr  +  ï*  =  ***    «f   /»*  +  V*  =  ^M  +  ***• 
welke  waarde,  in  (5)  geaabatitiieerd  zqnde,  geeft 
p^q^CoM.^  m  =  4a«(2/5r  +  kb^  —  4a»J 
Sa»  16oVa»  — 5*) 

^^       '^^'^  -  c5iri«  +      Co.*,      =  0^ 

waaruit  voJgt 

Indien  wQ  verder  de  vergelgking  (4).deefen  door  x-r-y:=:40, 
komt  er 

pqCoê,  a 

of  hierin  de  gevondene  waarde  (6)  overbrengende , 

Omdat  4?  +  y  >  4P  —  y  en  dus 

7J~{a  ±  l/(a*&ji.*  a  +  <»Cm.«  «)}  >  ka 

moet   zqn,   zoo   kcmnen   w^  hieruit  afleiden,  dat  in  (6)  en 
(7)   alleen   het  bovenste  teeken  gebruikt  moet  worden*    Im- 
mera    is   het  genoegzaam   bekend,  dat  men  in  het  algemeen 
heeft  Sin.  a  +  Coê.  «  >  1 ;  b^gevolg  is  dan  ook: 
1  —  Sin.  a  <  C08.  a. 
l  -^  Skn,  a 


Coê.  a 
k(a  —  aSin.  a) 
Co$.  a 


<1| 
<4a, 
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moetende  de  boek  0,  waarTan  het  hoekpunt  in  het  uiteinde 
▼an  den  diagonaal  2p  h'gt ,  scherp  of  stomp  genomen  wor- 
den ,  naargelang  /i  —  jr  =  4.  2 j  of  ji  ~  ^  =;  ^  2^  ge- 
geven is* 

Aanscxbsikobk.  1^.  Indien  ^  =  D  is,  is  het  paralielo- 
gram  een  reglhoekyCn  werkelfjk  geeft  ook  de  formule  (10)» 
▼oor  ^  :=  O ,  Sin.  $  ::=  1.     in  dit  geval ,  is  volgens  (9) 

__  2o(l+Cót.tf+&t'fi.g)  la{\^Co9,a+Sin.a)    ' 

"^  Co9^  ^  """  Co9.a 

%^.    Opmerkelijk  is    het ,  dat  voor  a  =  O  al  onse  formu* 

lea  overgaan  in  — ^;  want  in  dit  geval  is noodzakel^k tfc::390^« 

De  raat  blijft  dus  onder  de  gegevens  van  het  voorstel  on- 
bepaald \  en  deze  gevolgtrekking  is  zeer  juist',  want  de  voor- 
"Waarde  a  z^  90^  is  dan  een  noodzakelijk  gevofg  van  de 
▼oor waarde  a  =  0.  Er  is  dan  eigenlijk  ten  aanzien  der 
ruif.,  maaréópe  voorwaarde ,  namelijk /i  "~*  9  ^  dz  ^  g^ 
geven  ,  terwijl  er  twee  onbekenden  te  bepalen  z^n ,  namel^k 
de  zijde  x  en  de  hoek  ^. 

3®.  Omdat  a^Sin.^  a  ^  6*Coi.*  a  allijd  positief  is ,  knn- 
nen  de  gegevens  a-^  6  ^n  «1  geheel  willekeurig  genomen 
worden ;  men  zal  all^d  voor  s ,  w  en  Sin.  0  bestaanbare 
waarden  verkrijgen. 

LXXIIL    Voorstel. 

Door   H«   MiPDBLBüRO. 

Jfsfi  Verlangt  ton  gegeven  getal  in  irio  ioeUn  iè  vordoê^ 
Ion,  zoodanige  dat  twee  dor  doelen  tot  elkander  in  oono 
gegovone '  roden  otaan ,  on  dat  hot  gedurig  product  dor  drio 
dooien  xoo  groot  mogelijk  Zfj, 

Oyoelost  door  U.  VLibbevbvrg  ,  J.  B«  Gvsl,  J.  S,  Spzi- 
jSR,  £•  Olivier,  Dz.  on  R.  tan  de  Weebd. 
Oplossing  9011  H.  Middelbüsg. 

Zq  o  het  gegevene  getal ,  en  p  :  g  óe  gegevene  verbon- 
ding van  twee  der  déelen*  Indien  wij  dan  deze  twee  dee- 
len  door  px  en  gx  voorstellen,  is  het  derde  deel  a-^px^^gx, 
en  bet  gedurig  product  der  drie  deelen  wordt  alzoo 

pjfXqxX(a^ps—gx)  =  M  {»*»—(/>+?)*•)• 
i»  Deel.  K 
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De  fauctif 

y  =  ax^  -^  (p  -f  qU* 
ttioel  èüB  een  ma^cimum  zi}n. 

Voor  het  eersle  en  tweede  differenliaalqaotiönt  dezer  func- 
tie ,  vindt  men 


^x 


.en 


fndi^'n  men  nti  Let  eerste  difierentiaalqaotiënt  gelyk  nal 
steJl|  lieeft  men     .  : 

2ax  —  3(p  +  q)x^  =  O, 
'waaróit  volgt 

Hp  +  9) 
voor  X  =r  O,  wordt  jj~    =  2a   r=  potUief^  zoodat  deze 

w%ar()e  van  ^  de  functie  y  tot  een  minimam  maakt  en  der- 
halve   tot  beantwoording  der  voorgestelde  yraag  niet  dienen 

kan;  voor  *  =  ^.  ■  ^     . ,  wordt  —  =  —  2a  =  nêgathf, 

en    deze  waarde   van    jr,   maakt  dips  de  fanctie  y  werkel^k 
tot  ee^  oiaiEiaiaqu. 

Pe  gevraagde  deelen  zijn  das: 

lap 

na        <i  ^  (i»  +  gk  =  «  —  i«  =  i«- 

H^  VOrdi^Hl  Qpoierkiog,  dat  bet  laatste  deel,  on^fhaQ^t- 
l^k;  vun-.  H^  bijzoadwr^  waardea,  die  mea  aan  p  tu^  |||Q||t 
willen  toekennen ,  altijd  een  derde  gedeelte  van  b^l;  ^^«veAe 
g^Ul  ïi« 

I.XX1V.      V    o    Q  B   8  T  B   L. 

Door  R*  VAN  DE  Weebd. 
Men   vraagt    uif  do  vorgeltjking  ay»  -|-  6xy  -*.  a  ^;:  0^ 

0?P4(^QST  4^^^''  <'•  ^*  Spbijba  aif  R»  van.  p9  Wbbbjp^ 

Orii08$i(N^  van  J.  S#  SrEijzB' 
Om   die  Wfar^e    vun  y  oÜ  i«  g^geTene  vtr|l(IqJQjQg ,  door 
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midJel   eener  oneindige  feeki^  ia  »  ait  te  dnitten ,  knnnea 
v^^    de  leerw^ze  der  onbepatilde  ccolficiênlen  bezigen.    Slel* 
,leh  wij  te  dien  einde 
f  =  1  +  Ax  +  Bjp»  -f  Cjp»  +  D**  +  E**  +  Fx*  +  enz. , 
dAQ   zollen    wij   vooreerst   adntoonèn,    dat  de  reeks  den  ge- 
stelden   vorm   hebben    moet ;  in  de  tweede  plaats  xuUen  wij 
de  coclBciönten  A,  B,  C,  ên%.  bepalen ;  en  ten  laa48le  zullen 
WQ  de  wet  opsporen,  waarvan  de2e  coolfibienlen  afliangen. 
1^«    Omdat   in  de  gegevene  vergelijking  geen  term  met  y^ 
voorkomt,  en  de  termen,  die  p^  en  y  bevatten,  beide  positief 
mqn,  zöo  volgt  hieruit,  dat  y  slechts  ééne  bestaanbare  waarde 
hebben    kan;   weshalve    de  exponenten  vdn  x  allen,  geheele 
getallen   moeten    sijn*    Zij    moeten  ook   allen    positief  zijn , 

WJinl   ware   eif  eenigcn  term  Mop-*  of  —  roögeNjk.,  dan  zon 

voor  x  =  O  de  reeks  eene  oneindig  groole  w'aarde '  voor  y 
opleveren;  terwijl  oit  de  gegevene  vergelijking  blijkt,'  dat 
met  jp  s=  O  Moet  overeenstemmen  y  ^  !•  Dit  is  ook  de 
rédcn  y  waarom  wij  1  als  eerste  term  def  ontwikkeling  heb- 
ben aangenomen* 

2^tf  De  jaiiiheid  van  deti  aangcfnomen  vorm  bewezen 
hebbende ,  gaan  wij  over  fot  het  bepalen  der  coöIBciönten. 
Hiertoe  verheffen  wg  y  z=:  l  +  Ax  +  eifs.  lot  de  derde 
inagf ,  waartoe  wij  gebruik  maken  van  de  comblnatorisclie 
aoaljsis  (zie  J.  dje  Grl^em,  Wi9k*  LêUêtf,  ^  éerras^  732), 
dan  vinden  vd| 

+  3AX 

+  (3A«+3B>* 

-hCA»+6AB+3C)x»  .     j.     . 

4- (3A«B+eAC-|4B»+3D)jf*  ' 

4-(3A»C+3AB«4.6AD+6BC4-3E)i?'  • 
.+  (3A«Ü+6ABC+6\,E+B»+6BI>H.3C*4.aF)*^ 

dete  vergelijking  vêrmemgvnldigen  wij  met  a,  tellen  daaib^ 
o^  tsy  i=«jp(l-f.Ajr+lfejp«+eii«)  :^  ^jr+AAx*+ABjr»+#fi*^ 
atimedé  —  0  z=  *^  «  r  alsdan  moet  de  som  ay^  +  bxy  —  /r, 
voor  aDe  waarden  vaii  x  gelijk  ntd  zijn.  Hieruit  volgt ,  dat 
dtt   de-  aMunen  der   euöJdciënten-,  tot  dezelfde  magt  van  ir 
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na  de  tweede  eii  vqfde  magten  in  onze  reeks  gemist  wor- 
den. 

Het  zal  echter. iiioeijelijk  zijn  ^  dit  doel  door  de  boven  op- 
gegevene  •  leerwijze'  te  bereiken.  Ook  zal  de  formule  Tan 
Caadaiius  ^  die  insgelqks  tot  liet  vinden  van  onze  reeks  ge- 
broikt  kan  worden ,  daartoe  niet  leiden.  Wij  zullen  daartoe 
alzoo  de  oplossing  op  nieuw  langs  eenen  anderen  weg  be* 
proeven ,  en  wel  door  een  zeer  gewigtig  tlióoremU  van  La- 
ORAVOB  ;  deze  oplossing  zal  dan  de  reeds  verkregene  uit« 
komst  kunnen  bevestige  en  wederkeerig  door  dezelve  beves- 
tigd worden.  Het  bedoelde  sclioone  theorema ,  met  het  be- 
wijs daarvan  ,  kan  men  vinden  bij  Lagrakoe  in  zijne 
Theorie  de8  fonctiont  analyViquf ,  N*'.  98  et  99;  nok  beeft 
de  Hoogleeraar  J.  ©b  Geldch  daarover  uitvoerig  gehandeld , 
in  bet  afgedrukte  gedeelte  van  bet  2de  Deel  zijner  Different 
Haal' ,  Integraal'  en  Variatie' Rekening ,  hetwelk  door  bij- 
zondere omstandigheden  in  ons  bezit  is  geraakt. 

Tolgens  dit  theorema  kan  uit  de  vergelijking 

Si  z=  X  +  yfx, (\) 

waarin  f%  eene  gegevene  functie  van  z  beteekent ,  terstond 
de  waarde  van  %  in  eene  reeks  volgens  de  magten  van  y 
ontwikkeld  worden;  kunnende  daarbij  y  zoowel  veranderlijk 
als  standvastig  zijn.    Men  heeft  dan  namelijk 

waarin  /x  eene  functie  van  x  beteekent,  die  op  dezelfde 
wijze  uit  het  eleknent  x,  als  ƒ&  uil  het  elemenl  »  samenge- 
steld is;  terwijl,  volgens  de  notatie  van  LACtiANtifi,  door 
de  accenten  de  achtervolgende  diiferentiaalquotiënten  worden 

2f^fƒrM 
aangeduid  y   «oodat  b.    rJ   (ƒ**)'  =^ — ^j—   is.  Maar  nog 

meer;  wil  men  eene  willekeurige  functie  van  «,  bq  voor- 
beeld 0z^  in  eene  dergelijke  reeks  ontwikkelen,  200  zal 
men  hebben 

verbeeldende  Bier   wederom    (^2  en  (px  funclicn  ,  die  op  de» 
zelfde  wijze  uit  de  elementen  -z  en  x  zamengesleld  zijn. 
Indien  na  gegeven  is  de  vergelijking 
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W^  hébben  cUt  j^raagstnk  opzeUelqk  eeoignnt  nitf  oerig 
behandeld  y  ten  einde  onze  medeleden  meer  bekend  ie  ma- 
ken mei  het  aangehaalde  gewigtige  iLóorema  tan  (^agbakob, 
hetwelk ,  voor  zoo  verre  ons  bewqat  ii ,  in  geene  Uolland» 
,ache  werken  gevonden  wordt;  dan  alleen  in  hel  bovenga-' 
noemde  werk  van  den  Hoogleeraar  de  Gcldbr  ,  dat  echter , 
tot  groot  nadeel  onzer  Vaderlandsche  'tViskundlgen  |  nog  al 
niét  verkrijgbaar  is.  ,  ;^ 

LXXV-.      V    o    o    B    S  T  B  L. --. 

Door  R.  VAN  ©E  Wb^^m*  **. -^ 
.     }Men   vraagt    uit  de  vergélyking  py^  ^-  3yy  -+.  r«,  =3  0^ 
cff  haard»  pan  y  in  eene  oneindige  reek»  op  is  la»»»n» 

Opgelost    door   J.    S.    Speijer  ,    £.  Olivier  ,  D&e^.B. 
VAN  DB  .Wberd.  !  , 

Of  LOSSING-  van  J.  S.  Sfeijeb. 

In  de  gegevene  vergelijking  ontbreekt  wederom  de  tweede 
magt  van  y,  maar  •  de  term  dqy  heeft  hét  neètflievc  teeken  , 
'wêaialve  wij  niet  mogen  beslutien,  dM  zij  8l^hl8'ó<kien<<be- 
stafinbaren  worlel  beefi.  DU.  heeft  zoo  als  hekend  is  alleen 
^daa  plaats.,  wanneer  pr^x^  ^  hq^  is.  \Vij-«iillen  daarom 
-dei^  vorm  der  reeks  niet  mogen  aar.neoien'i^^^orals  wij  ia 
liet  voorbaande    voorstel  hebben  gedaan;    Het  theorema  yaa 


in  de  voorgaande  oj^lossing  vj^orkomi^u. 

'    Indienr  wij    de   vergelijking, /^y»    —  i^y  +  r *  i=rO,    in 

dep  vorm  ^         .     >u  . 

•   <  y  =  -^f  +  hf^ 

c      -  .  •^q  iq 

brengen ,    «ien    wij    terstond ,    dat    de  genoemBe  vergelijking 
[^\l)    in    deze  overgaat,  boo  wij  'm  (A'j  y  in  plaats  van  «, 

Jljf  in  plaats  van  jf,  £-  in  plaats  van  y  schryven,  en  tevens 

in  r=  3    stellen.     Deze    zelfde  substitaticn  in  de  vergelijking 
(B')    bewerkstelligende  en  tevens  «  =  1  nemende,  verkry- 
'gen  wg  dan  terstond 
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slellea,  Tolg^n.  Is  echter  pr*x^  >  4^»,  dan  knnnen  deae 
reeksen  niet  meer  dienen;  inderdaad  kan  men  bewgzen,  dat 
fiq  alsdan  moeten  divergeren ;  dit  bew^s  «on  ons  'echter  te 
▼er  lelden ,  en  wq  laten  het  dus  aiehterwege.  Intasschen  kan 
men  in  dit  geval  op  dezelfde  wijze  te  werk  gaan  als  in  het 
vorige  voorsteL 

Schrgven    wg   de  vei^elijking  py^  —  3yy  +  r*  =  O,  in 
deze  gedaante : 

y^   =   --   +  J^y, 
PP 

en  vergeleken  wq  haar  alzoa  meti  de  algemeene  vergelgUag 
(A')  van  het  voorgaande  voorstel,  dan  zien  wg^  dat,  in  de 

aldaar   gevondene   reeks   (B'J,  %   door  y*,    x  door  —  — , 

«  door  —  j  M  doojr  -^  en  n  door  -?-  zal  moeten  vervangen 
^  p  6  3 

worden.    Dit  geeft  na  behoorlgke  herleiding 

f,     1.2  y»     l      4.1.2.5^  y^x"    *  l^' 

f      2.1.4  a^   l     5,2,1  A7.10/y^  ^'^  ^   .        1       * 

welke  reeks  convergeren  Jjal,  indien  /ir»ar*  >  4^*  is. 
JLXXVIji    Voorstel. 
.    Door  S«  Dik  ,  Cormsz. 
Ts  integreretf 

(4  +  2  &«.2  (p)(\  -^  2  Stit.»  ^)ar0 

^         (SiV|.»  (J  C%«.*  (fr.  -h  3  Sin:Z  (p  +  12)»* 
Opgelost    door  S.  Dik,  Cqrnsz.,  J.  Bassan^J.  Su  Sigti- 

JBR>  J*  P*  A.  FRANgoiS,  W«  L.  IVAKOHy  U.  MlDDSLBVBG 
en    B.    VAN    DB    WltBRl). 

03P1.PSS1JÏO  van  S.  Dik  ,  Cornsz. 
Stellen  wij 

Sim  0  Co9.  ^  =:  X , 
dan  is  Siux  2^  =  2  &'».  $  Cos.  ^  =  2jp, 

en2f(St«.4>Cos.4i)=p{Cos;«4)-«&'ii.«(^)2r(^(l— 2St«.^(^;af(J^ 
hierdoor  gaat  de  l)e  integreren  vergelijking  over  in 

y    —         C^   +  0^^        _        (4jr  +  l)yx     ^ 
^y  —  (X-  ,+  6*  +  12)-^  "^  [(X  +  3)«  +  3]»' 
Stellen  wijVodi^ts  nog 
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jp  +  8  =  «|/3,     . 
dan  18  ix  SS:  2r«|/3, 

«n  44P  +  1  =:  4«i/3  —  11 , 

waardoor  v^  Terkrqgeii 

»«  =1  (»«i/3  -  ")if»!/3  __  J_  (4V3  ~  ii)ar,. 

'  (3«»  +  3)»         "~  V3'       (a«  +  1)»      ' 

derhalre  i»  daii  • 

_  4  -,     sar» it  y« 

^  ""  «•'(«»  +  rj»    ,  9j/3»'(«»  +  1)»* 

Na   is   (sie  I.   R.   Sobmist  ,  Diff.  «»  /«l.  JR»A. ,  %  \9k , 
Voorb.  h> 

«'"öïn^iy»  *  47*3i:7F  ;*■  sFTï)  ■*"*  ^*"* ''•'*' *' 

tërwql  wg  oniBid[dQilqk  vinden  ** 

•^  («»  ^-  i>»"~  '''  (»»  +  Ij»  —      *  («»  +  t)»' 

doet  auiMtitatié  ^ran  deze  integralen,  komt  er  «l2oo 

^  11«+4|K3  H<  11     _     ,_,  ^ 

*""        a6(«»+r}*V3~24(,»-Hijt/3-fiP^  Aoo^TOh^  «. 

Hierin   ^«oreerht;  wederem    jT  =   *  't!      «lUlKilerën^ft , 

WMrdoor   ««    +   1    =  z  ^wdUdt,-  ^rkri)gen 

wfJVna 


'  Ï3f*»  -f-  64r  +  12;» 

I  lx  4-  33  H      ».       ^         *  4-  3 

-24(.>'  +  &;+  i^'Mp^"^'^"^-  T7r> 

eU   Terrolg^u:  jr  s=  ;^'m^  Cm.  ^  A  |  &'k.  2^  sabttitae' 
Mode,  koaV  w  fté  taatsW 

_  _  11  Sin.  2<^  +  90 

'  ""  24(S««.«  0  €ot.«  0  +  3  Si».  20  H-  12J» 

.      H&»t;^+66 11_  &i»30+6 

■"  *8(«*»'0Cm.«0+3&-»^+12J      241/3    ***    *"*;     V» 
LXXVtl.  -V  ooBrTxi.. 
i>o«r  S.  Dik,  Coïtus. 
T»  inUntrtfén 

V    - ?0 

^~  Tang.»  0(1  +  ^«nsr.  0)"&«.«  0(1  +  &n».»  0J' 
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LXXVIII.     VOORSTBI-       . 

Door  U.  TAN  Blanken. 

Wanneor  het  ondoolbaro  gotat  p  g—n  doohr  io  van  het 
gêtai  M ,  dan  aal,  voor  otko  goheoh  pooiiieve  waarde  van 
n ,  N(/-»>*  —  l  deelbaar  %^n  door  ;^+^  Men  vraagt  naar 
het  èewpe. 

OpABLPflT  door  H.  TAN  Blankbn  I  J.  S.  Spbijbr  ,  h  B, 
GsEL  en  R*  tan  bb  Wp^i^D. 

I.    OvLOMi^^  van  H.  tav  Bz.anksn. 

Volgens  fa^t  bekende  theorema  Y%n  FsBHATp  is  N^-z  —  l 
dedbaav  door  ji;  stelt  men  dos 

Np*?  =i|?JF  +  1, •    (U 

dan  is  JT  een  geheel  getal. 

Door  de  beide  leden  dezer  Tergelgldng  tot  de  p^  magt  te 
Terhe&n  en  Terrolgens  pnet  1  ip  Termindereui  Terkrggt  men 
BCp-«lp  — l=S|r«»+jiX|>P-«*P-»+#*«-+J»X/wr;  .  .  .  («) 
dft^  na  al  de  termen  T^n  het  tweede  lid  decer  Tergel^king 
door  p^  4eeUMuqr  tojn,  agp  is  ook  baar  eerste  lid  of  M(f-^>p—^  1 
door  p^  deelbaar. 

Stelt  men  dos 

KO-'H»  s=  p^x'  +  1 , 
dai|  zal  pok  ^r'  ^n  gel^eel  getal  zqn ;  en  Da  dan  de  beide  leden 
der  laatste  Terg€|qking  tot  de  p^  magt  Terh^Toq  en  venrol- 
ge^f    me^  1  Terminderd  te  hebban i  blqkt  het  wederom,  dat 
JiiP-typ*  ^  l  door  p^  deelbaar  js. 

Daar  pnen  nn  steeds  yoort  kan  gaan  met  dezelfde  pedene- 
ring  te  faerlpfdeni  zqp  WfA  daaruit ,  dat  het  gestelde  al^e* 
meen  ^aar  i||oet  zqn. 

Aanxbricinobn.  1^  Wanneev ,  r  een  ereniiiiitig  deel  Tan 
^  ^  1  9qnde  I  N'  —  ^  door  p  d^^lbaar  ip  ^  blqkt  ut  bet 
boTenstaand  bewgs ,  dal  ook  N';p*'  —  1  deelba^  zd  zqn  door 

2^  Wanneer  Ni^'  —  1  Qiet  deelbaar  is  door  p>|  dan  is 
Tolgens  (1)  9  niet  deelbaar  door  p,  en  l»qgeTolg  de  laatste  term 
Tan 'het  twe^e  lid  der  Tergel$king  (2)  niet  deelbaar  door 
ps  ^  terwql  al  de  oTerige  termen  ^an  dat  lid,  p  >  2  zqnde, 
door  p*  kannen  gedeeld  worden ;  het  eenite  lid  der  Terge- 
l^kiog  (2) ,    namelgk  MC'-')^  —  1 ,   is    dus   alsdan  ook  niet 
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deelbaar  door  p^.    Heeft  echter  N'  den  vorm  0p'  ±  1 1  dan 
is  blikbaar  ÜP*^  deelbaar  door  p^. 

3*.  Wanneer  de  ondeelbare  getallen  p  ,  p',  p\  ênz.  geene 
d^eiefs  M^n  van  N ,  maar  wel  van  N*"  —  l ,  N*"'  —  l , 
JUr»  —  1  ^  enz*  I  dan  zal ,  v  een  gemeen  veelvoud  zijnde  van 
r,  r',  r\  eit«.,  N»  —  1  deelbaar  zijn  Aoot p  X  p'  X  p'  X  etinh, 
omdat  N"  —  1  door  elk  der  vdrttien  N»-  *-  1 ,  K'^'  —  1 , 
jj{r»  ^  1  ^  enx.  deelbaar  is.  Dit  besluit  gaat  niet  meer  door^ 
wanneer  de  getallen  p  ,/,/>',  6««.  onderling  aan  elkander 
gelgk  <^ti;  en  bet  is  vooral  hierom ,  dat  de  in  dit  voorstel 
▼ootgedragenc  stelling  belangrgk  is. 

V^.  Door  N  =  10  te  iiemeii,  tindt  het  voorstel  zijne 
toepassing  bg  de  tiendeelige  breoken.  Zoo  zal  b.  v.,  indien 
het  tjndeelbat^  getal  ;>  geen  2,  3  of  5  la,  het  aantal  cijfers 
-TÈA  de  periode  dér  liendeeligé  brewk ,  ^Jrelkc  uit  de  ontwik- 
keling van  -—  ontstaat ,  allijd  een  veelvoud  van  p  zgn. 
pü 

Men   kan   zich    hiervan   ook   nog ,  4n  elk  bqzondelf  geval , 
op  de  volgeiide  wgze  è  priori  overtuigen, 

1 
Laat   b.  v;  p  rs  17    zqn.     De  ontwikkeling  der  breuk  — 

heeft  lol  periode  de  volgende  16  cijfers:  058Ö2S5294117647; 
deelt   men    deze  periode  door  17 ,  dan  is  de  i-est  der  deeling 

8t    Daar  na  — ,  bq  ontwikkeling  het  achtvoad  van  de  vorige 

periode  en  8  tot  rest  oplevert,  zoo  ziet  men  ligt,  dat  men , 
de  deeHng  door  17  verder  dan  over  de  eerste  periode  oit* 
strekkende,  op  het  einde  der  tweede  periode  16  of  2  X  8 
tot  rest  moet  verkrggen.  Om  gelqke  reden,  moet  op  bet 
emde  der  derde  periode  de  rest  der  deelingzgnïof  3x8— 17; 
op  het  einde  dèï  vierde  periode  15  df  4  X  8  -^  17  j  op 
het  einde  der  v§fde  periode  6  of  5  X  8  —  2  X  17;  en  zoo 
verv<^n«*  De  resten  der  deeling  kannen  blqkbaar  eerst  in 
deffflHir  volgprde  terogke^ren ,  wanneer  op  het  einde  eener 
periode  de  rest  der  deeling  pol  is;  dit  kan  eerst  plaats  hebben 
op  het  einde  der  zeventiende  periode ,  als  wanneer  de  rest 
der  deeling  ia  17  X  8  —  8  X  H.  De  ontwikkelihg  der  breuk 

i-  heeft  dus  16  X  17  cijfers  in  de  periode» 
17* 
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Door  eene  gel^ke  redenering  kon  men  na  aantooneu ,  cTat 
de  ontwikkeling  van  ~  noodzakelqk  16  X  17*  c^fers  in 
de  periode  moet  hebben ;  en  dat  in  het  algemeen  voor  de  break 
-—-  het  aantal  cQfers  in  de  periode  bedraagï  16  X  17»-*. 

5®.    Het  is  misschien  niet  ongepast ,  hier  nog  aan  te  mer- 

merken ,  dat  men  ook  reeds ,  bg  ontwikUng  van  r-  tot  eene 

tiendeelige  breuk  p  de  wet^  volgens  welke  de  resten  bg  de 
achtereenvolgende  groepen  der  deeling  aangroeien ,  kan  aan- 
wenden tot  bet  bepalen  van  het  aantal  cijfers ,  waarnit  de 
periode  beslaat. 

Is  namelyk  de  m^  rest  der  deeling  r,  dan  is  bl^Uaar  de 
2m!^  rest  r' .  de  3m^  rest  r*  .  ên%*  telkens  sooveelmaal  mo- 
gelgk  met  p  verminderd.  Vindt  men  nu ,  dut  r*,  soo  dik- 
wqls  mogelgk  met  p  verminderd ,  1  overlaat ,  dan  is  deze  I 
de  nm^  rest  der  deeling  ^  en  dus  het  aantal  qüfers  der  pe*- 
riode  gelijk  aan^  of  een  evenmatig  deel  van  ii  X  •*• 

Zoo ,  vindt    men   b.  v. ,   hg    de  ontwikkeling  van  — ,    tot 

oi 
derde  rest  8;  daar  nu  8'  -—  1  door  31  deelbaar  is,  zoo  kan 

men  hieruit  besluiten ,  dat  er  5  X  3  of  16  cqfers  in  de  pe- 
riode zijn. 

Somtijds  is  het  geschikter  van  negatieve  resten  gebniik 
te   maken.    Zoo   vindt   men    b.  v. ,  b^   de  ontwikkeling  van 

—  ,   tot   vierde   rest  -{-24    of  —  5;  daar  nu  (—  5)'  -—  1 

deelbaar  is  door  29 ,  zoo  volgt  hieruit ,  dat  het  aantal  cqfers 
in  de  periode  7  X  4  of  28  is. 

6®.    Indien  ^  in   de  ontwikkeling   van  — ,   de  periode  uit 

P 
2n  ciifers  bestaat,  en  men  deze  periode  wederom  door  p  deelt, 
dan  kan  men  reeds  de  rest  der  deeling  bepalen,  nadat  men 
de  bemerking  over  de  eerste  helft  der  periode  heeft  volbragb 

Men  behoeft  daartoe  slechts  indachtig  te  s^n^  dat  de 
tweede  helft v  der  periode  verkregen  wordt,  door  de  eerste 
helft  af  te  trekken  van  10»  —  1 ;  en  dat  de  rest  der  deeling, 
van  10"  door  p ,  hier  alt^d  7»  — ^  1  is.  is  na ,  nadat  men 
de   helft  der  periode  door  p  gedeeld  heeft ,  de  rest  der  dee- 
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Kng  r ,  dan  sal  de  rest  der  deeling ,  wanneer  de  geheele 
periode  ^oor  p  wordt  gedeeld  ,  het  kleinste  positieve  getal 
z^n,  dat  begrepen  is  in  den  vorm  ap  —  2(r  +  J). 

Zoo  vindt  men  b«  v*,  wanneer  men  de  acht  eei-sle  cqfers 

der  boven  opgegevene  periode  van  —  door  17  deelt,  tot  reat 

der  deeling  12;  gevolgelijk  is  de  rest  der  deeling,  wanneer  de 

geheele  periode  door  17  gedeeld  wordt ,  2x17— 2(12+1  )=8- 

II.  Oflossivo  van  J*  S.  Speijeb. 

Van  dit  allezins  belangrijk  voorstel ,  vindt  men  het  bew^s 
in  het  Verslag  van  de  Weienêchappelifkê  Wintervergadêrin- 
gen  déM  Gênootêehaps,  1845—1846,  bladz.  92.  Dit  bewijs  is 
aldaar  door  den  Heer  J.  Acquot  alt  het  binomium  afgeleide 
Hoezeer  de  stelling  algemeener  is  dan  het  Theorema  van  Feb- 
VLkTf  is  zq  echter  nog  niet  algemeen  genoeg.  De  meer  algemeene 
stelling ,  die  wq  thans  zullen  bewijzen ,  is  b^  de  Fransche 
Schr^vers  bekend  onder  den  naam  van  Théorème  de  Feb» 
VAT  ginéraiieé  /  z^  is  onder  anderen  door  Güuss,  en  on- 
langs door  PoiKsoT  bewezen.  Het  bewijs  van  Gauss^  hoe- 
zeer eenig^ns  gewqzigd^  is  door  ons  in  de  wetenschappen 
Iqke  vergaderingen  van  den  laatstverloopen  winter  voorge- 
dragen,  en  zal  in  het  verslag  van  die  vergaderingen  worden 
opgenooiem  Thans  zullen  wg  gebruik  maken  vanhelbewgs 
van  PoiVBOT,  doch  eenigzins  daarvan  afwgken,  doordien 
wij  ons  zullen  bedienen  van  de  leer  der  eongruinttin,  reeda 
vroeger  door  ons  verklaard  (zie  het  meergen.  Verêiag, 
bladz.  75  en  volgende),  en  die  hier  de  redenering  veel  bekort. 

Volgens  die  leer  beteekent  de  uitdrukking  g  =  ^(M),  dat 
^  —  r  door  M  zonder  overschot  kan  gedeeld  worden ,  wor- 
dende dan  deze  uitdrukking  eene  congruentie  genoemd. 
Voorts  is  (ter  aangehaalde  plaats ,  bladz.  90)  bewezen ,  dat 
als  a  en  &  onderling  ondeelbaar  zqn,  en  tevens  ak  deelbaar 
door  b  of  ak'^0(h)  is,  alsdan  noodzakelqk  k  deelbaar 
door  b  of  Ar  =  O  (^)  moet  wezen.  Zyn  dus  twee  getallen 
a  en  o  met  b  onderling  ondeelbaar,  dan  zal  men  ook  om» 
gekeerd  mogen  besluiten,  dat  het  product  ae  niet  door' 3 
deelbaar  is ,  of  dat  men  niet  kan  hebben  ao  =  O  (b).  ' 

Na  deze  voorafgaande  herinneringen  nemen  w^  aan ,  dat , 
'  M  eenig   deelbaar    of  ondeelbaar  getal  zijnde  ^  al  de  getallen 

L  5 
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kleiner    dan    M ,    en    ieveiia   geen    gemeeAien   daeler  met   M 
bebbende,  Toorgest^ld  worden  door: 

\  f  a  ^  è^  e  f  df    •    •    •    •    M—-  ly    •    «    •    •    ^1^ 

terwijl   wij    het    aantal  dier  getallen  door  m  aanduiden*    In* 

dien    men  nu  al  deze  getallen  met  een  hunner,  onverschillig 

welk ,  b.  ▼.  met  x  vermenigvuldigt ,  dan  a^a  de  producten : 

s,  ax,  bx,  cx^  dXf    •    •    .    •    (M  —  l)x»    •    •    (2J 

Al  deze  getallen  zijn  producten  van  twee  getallen ,  die 
met  M  onderling  ondeelbaar  z^n,  en  zg  zqn  dus,  zoo  als 
wij  boven  gezien  hebben ,  niet  door  M  deelbaar;  deelt  men 
hen  derhalve  door  M ,  dan  moeten  er  resten  overbleven , 
die  kleiner  dan  M  zijn  en  ook  geen  gemeenen  deelermet  M 
hebben,  en  welke  resten  aLsoo  noodzakelijk  in  de  rq  (I) 
moeten  voorkomen.  Maar  deze  resten  moeten  ook  alle  vei^ 
schillend  zijn;  immers,  indien  ^.  v.  ax  en  dx  door  M  ge« 
deeld  wordende  gel^ke  resten  lieten  overbleven,  zou  men 
hebben  ax  =  dx  (M) ,  waaruit,  wegens  de  onderlinge  oz^ 
deelbaarheid  van  x  en  M  ,  terstond  zou  volgen  a  =  cf  (U)  \ 
hetgeen  onmogelijk  is ,  omdat  a  en  cf  beide  kleiner  dan  M 
zijn  en  van  elkander  verschillen. 

tiieruit  vloeit  dan  'onmiddellëk  voort ^  dat  de  zt  resten, 
welke  men  verkr^ist ,  indien  de  getallen  in  de  rq  (2)  voor- 
komende door  M  gedeeld  worden ,  hoezeer  dan  ook  in  eene 
andere  volgorde ,  dezelide  zullen  z^a  als  de  m  getallen ,  die 
in  de  rq  (\)  voorkomen,  fig  de  deeling  door  M^  laat  blqk- 
baw  hel  eerste  getal  *  der  rg  f2) ,  tot  rest  over  het  getal «, 
dat  ergena  in  de  rij  (1)  voorkomt;  het  getal  ax  der  rg  (2) 
laat  tot  rest  over  eenig  ander  getal  y,  ergens  in  de  ng  (1) 
Toorkomënde ;  het  getal  6x  der  rg  (2) ,  laat  tot  rast  over 
wederom  eenig  ander  getal  s  uit  de  rg  (l) ,  en  zoo  met 
de  overigen;  zoodat  men  (alt^d  volgens  denzelfden  modalns 
11)  heeft  de  congmêntiên: 

*  =  X,  o*  =  jf ,  ^s  =  s,  au».,  ,  ,  .  ,  (3J 
wier  aantal  m  is,  wier  voorste  leden  de  getallen  der  rg  (2) 
en  wier  achterste  leden  de  getallen  der  r$  (1)  zijn.  ' 

Even  als  nit^x  =  x,  «x  =  y,  «x  =  «,  kan  afgeleid 
worden  abx^  —  xy% ,  volgt  uit  de  m  congrnëntiön  (3) ,  dat 
het  gedurig  product  der  m  getallen  (2)  congruent  is  met  het 
gedurig    product   der   gelallen   (1);    of  dat  men  heeft  (alt$d 


Digitized  by  VjOOglC 


o  P  o  A  V  £  K.    K°.  78.  Ijj 

yolgtiu  dea  modoliift  MJ 

M^^è.cA  •  •  •  •  (U  —  IJ  =  a.6,e.d.  •  •  .  •  (M  —  IJ. 

Omdat  echter    a,  b,  e,  d,  enz M  —  1  geen  yan 

alle  een  gemeenen  deeler  met  M  hebben,  en  doa  ook  het 
product  a*b.e*d,  •  •  •  .  (M  —  1}  onderling  ondeelbaar  met 
M  18  /  zal  men  de  beide  leden  darer  oongroëatie  door  dat 
product  mogen  deekn,  waardoor  men  Terkr^g) 

jp»  =  l     of    »«  =  1  (M)5     ....    (4) 
waamit  blijkt,  dat  x*^   -^  l  door  M  deelbaar  is. 

Hoewel  na  de  congruentie  (4)  slechts  bewezen  is,  in  de 
ondecstelUng ,  dat  s  kleiner  dan  M  is ,  gaat  z^  desniettemin 
door^  wanneer  men  in  plaats  van  x  eenig  ander  getal  N 
neemt ,  dat  met  M  geen  gemeenen  deeler  heeft»  Immers 
zal  N|  door  M  gedeeld  wordende,  eene  rest  overlaten,  die, 
kleiner  dan  M  en  onderling  ondeelbaar  met  M  zijnde,  ia 
de  rg  ven  getallen  (1)  gevonden  wordt,  en  dus  het  hoven 
gebezigde  getel  jt  mag  aaAgemerkt  worden.  Alsdan  is  (vol* 
gens  den  nodidiis  M) 

N  =  jr, 
dos  ook  N"»  =  4F«  ; 

maar  volgens  dienzeUden  modulus  is  z*"  =  1 ,  en.  derhalve 
fflipede 

H»  =1    of   W»  =  1  (M); (y 

(vergelijk  het  meergen*  Vfirslug,  bladz.  77.  M^  12  en  8J. 

Ost^e  congruentie  (5)  behelst  nu  de  algemeenere  stelling, 
Waawan  wq  gesproken  hebben.  Zq  leert  ^  dat  ^  als  M  een 
getal  is,  hetwelk  geen  gemeenen  deeler  met  M  heeft^  M"  *- 1 
door  U  deelbaar  is,  hetzij  M  een  deelbaar  of  een  ondeelbaar 
getal  is  i  mits  meq  wel  acht  geve ,  dat  zi  het  aantal  voor- 
stelt der  getallen,  die  niet  grooter  dan  M  z^n  en  tevens 
geen  gemeenen  deeler  met  M  hebben  $  wordende  echter  de 
eenheid  onder  deze  getallen  medegerekend* 

Bet  ia  genoeg;Baam  bekend  ,^  dat  het  genoemde  aantal  ge- 
tallen gemakkelgk  kan  gevonden  worden,  als  het  getal  M 
g^veii  is*  Jmmera  zal  men  (Zie  6avss  ,  Rêcheroke:  Arith* 
mMq¥4$  Pt  23}  volgens  de  schoone  door  Ev&br  bewezene^ 
alelling  hebben»  als  f,  r,  «,  suz*  de  ondeelbare  deelers 
van  M  idgn, 

g  ^  l       r  —  1       s  —  1 
q  r  ê 
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Is  nu,    soo   als   in  het  opgegevene  yoorstel,  H  =/i"ti^' 

•—1 

z^nde  p  een  ondeelbaar  getal,  dan  is  hier  m  =r  H.^- —  =r 

P 

p  *»  1 
««♦i,       ■         =  (»  —  1)»* ,  waardoor  (5)  overgaat  in 

P 

dat  is:   NI>-xiP    —1  is  deelbaar  door  />**'• 
lê    M   een  getal ,   dat    verscheidene  factoren  ,   en  dos  den 

Yorm  p   q    r   ênz.  heeft  ,  dan  is 

—  1        y  — 

X  ^ 

P  9 


•  f  •  f 


en  das 

K(p.i>p»-VOf^'(»-i)-y-' .  .  .-  l  deelbaar  door //r^  .  .  .; 
eene  stelling,  die  ook  in  hel  meergenoemde  Vêrêlagop  blads* 
95  door  middel  van  het  binomiom  is  betoogd,  doch  die  uit 
onse  algemeene  stelling  terstond  volgt. 

LXXIX.       VoOBSTBL* 

Door  H.  TAN  Blanken. 

Twêo  gei^ktormige  kegels  noden  ^  welker  oerote  oêoon 
lango  elkander  vallen  ^  hebben  eene  gemeenechappel^ke 
koorde  MN  (Fig.  52).  Wanneer  men  nu  uii  het  enppuni  11 
l^'nen  trekt ,  welke  ter  wederx^de  met  MN  gel^ke  hoeken 
maken  ^  en  de  eene  kegelenede  in  dé  punten  P  en  Pf  de 
andere  in  de  punten  Q  en  Q'  endden ,  dan  nullen  de  etui' 
ken  PQ  SM  P'Q^  welke  door  de  kegeleneden  van  dene  Ijf* 
nen  worden  a/geeneden ,  aan  elkander  gel^k  %ijn.  Men 
vraagt  naar  het  bewife.  9 

OpobiiOst  door  U.  van  Blanken  en  J*  S«  Speijee* 
Oplossing  van  K  van  Blanken. 

Dew^l  de  eerste  assen  der  beide  kegelsneden  langs  elkan- 
der vallen ,  wordt  de  gemeenschappelqke  koorde  MM ,  in 
haar  midden ,  regthoekig  door  deze  eerste  assen  gesneden. 
Deelt  men  das  MN  in  B  middendoor,  en  trekt  men  door' 
het  pant  B  eene  Iqn  regthoekig  op  MN,  dan  vallen  de  eerste 
assen  langs  deze  l^n ,  welke  de  kegekneden  in  denelver 
toppen   sngdt.    Laat   na  den  tqp  A  der  kegelsnede  MAN  tot 
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oorsprong  der  onderling  regthoekige  coördinaten  aangenomen 
worden ,  en  tg 

y^  =,fx  +  qx^ (1) 

de  vergel^king  dier  kegelsnede;  indien  dan  AB  =  m  en 
BM  =r  n  gesteld  wordt ^  heeft  men,  -volgens  deze  verge* 
lijking 

ii>  =  pm  +  gm^ (2) 

Stelt    men    hoêk  NMP  =  0,   dan    is    de    vergelijking  der 
regie  lijn  MP 

y  —  ji  =  (x  —  «)  Cot»  ^ ,  •  •  .  .  (3) 
alsoo  dese  l^n  door  hel  panl  gaat,  waaj*van  n»  en  «de 
GOordinatOB  z^n ,  en  bovendien  met  de  as  der  x  eenen 
hoek  9CP  —  0  maakt. 

Elimineert    men   y   tasschen    de  vergel^kingen  (l)  en  f3),. 
dan  verkr^gt  men 

^(x  —  m)  Coi.  (p  +  ny  -  (px  -h  7**)  =  O 
of,  Boo  men  den  eersten,  term  ontwikkelt  en  daarna  volgens 
(2)  «^  =  /»•  +  gm^  sabstitueert , 

en  de  waarden  Tan  x ,  die  aan  deze  yergel^king  voldoen , 
>x§n  dan  de  absdssen  der  snqpanten  van  de  regte  Ign  MP 
met  de  kegelsnede  MAN.  Daar  de  vergelijking  door  jp  —  «i 
deelbaar  is,  vindt  men  voor  deze  waarden  van  x  onmid- 
dellqk 

X  ^z  m, 

mCoU^0  —  2nCoi.  0  +  (p  +  f^). 

^"  *  ~  Cot.»0  —  9  ' 

de    eerste   behoort  tot  het  snijpont  M,  en  dus  de  tweede  tot 

het  snqpant  P,  zbodat  de  abscis  van  het  punt  P  is 

AC'=  *»^^^t?4»  —  giiCtfi.  <^  +  (p  +  y*»)    ^  ^  ^^j 

CQi.^0  —  jr 

BC  AB  —  AC   .  - 

w^roit  na,  daar  U?  =  ^^^  =  -^-^    »,   verder 

gevonden  wordt 

__       1        f  mCot.'<p  —  inCot,  0-^(p  +  gw)l 

dat  il  na  herleiding 

MD  —  2>iCot.  (»  ~  (p  +  gy«i)  .      «j 

^'^  —  ■  {Col.'<p  -  q)  Sin.  <p  "    '  ^  ' 
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Laat  men  ^  in  -*  0  overgaan^  daa  gaal  MP  ia,  MP'  over ; 
hierdoor  vindt  men  terstond 

~     {Cot.*<^  —  q)  Sin.  (p     ' 
en  bqgevolg  ia 

MP  +  MP'  =  __2-i^-^_^.  .    .   .    (6; 

Daar  in  dese  uitkomst  de  grootheid  «i  niet  meef  vöor- 
komt ,  terwgl  q ,  gelijk  zijnde  aan  de  parameter  gedeeld  door 
de  eerste  au ,  voor  gel^kvormïge  kegebneden  standvastig  is , 
S04»  beeR  men.  ook  in  de  kegelsnede  MK'IS,  wtlke  DMt  MAN 
gelijkvormig  is 

MQ  +  MQ'  =  ^^^  ,^  _  J^^  ^; 

ge  volgelij  k  is 

MP  +  MF  =  MQ  +  MOV 
das  MP  —  MQ  =  MQ'  ^  MP'^ 

of  wel  PQ  =  P'Q'. 

AicNUBMCivow*  I9m  Waaneer  de  kegelsnede  MA.M  «ene 
parabool  is ,  aoo  als  in  Fig»  53  is  voorgesteld  ^  ea  men.  tvekt 
door  het  pnnt  N,.  evenwqdig  met  de  as^  del^QQ',  welke  MP 
enr  MP'  in  Q  en  Q'  saqdt,  dan  zal  PQ  s  P'Q'  a|n.  Waat 
de  l^nen ,  welke  door  de  pnnte»  M  ea  N-  eveawi|dig  met 
AB  getrokken  worden  ^  kan  men  aanmerken  als  de  takken 
eener  parabool ,  welker  as  langs  AB  valt* 

2^*  Wanneer  de  loegdsnedfe.  MAN  eene  bjperbool  is ,  soo 
als  in  Fig.  bk  is  voorgesteld ,  ea  men  trekt  door  het  pont  ïi  ^ 
Jevenw^dig  met  eene  der  asymptoten ,  de  ]qn<  QQ',  welke  ^P 
en  MP'  in  Q  en  Q'  sniidi,  dan  zal  PQ  =  P'Q'  tqn.  Waat 
de  l^neny^deoflf  de  poatan  M  ea  N  ei^a^tF^ig  met  de  asymp- 
toten  getrokken ,  kaa  men  aaümerkeo  als  de  takken  eener 
hyperbool  y  W(Blke  OÊet  de  hyperbool  MAN  gelqkvormig  is. 

3^  Men  b^i^hrqvey  gelgisvonaig  met  de  aan  MAN  (Tig.  £^4} 
toegevoegde  hyperbool,  eene  hyperbool  RNB',  di^  MN- tet 
ee^Ste^aat^  heèik,  en  dé  ^neit^  MP  en  MF  in  R  en  R'  sngdt, 
difti  zal  PR  2C  P'R'  s^.^ 

Want  de  halve  eerste  as  der  hyperbool  RNR'  is  a;  stelt 
men  na  de  halTe  eerste  en  tweede  assen  der  hyperbool  MAN 
door  0  en  ^  voor,  dan  is  de  halve  tweede  as  der  hyperbool 
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RNR'  gelijk  aan  ---  X  n:    Hierdoor   vindt    men  gemakkelijk 
o 

MR  =  MR'  =  _2^^<^__.; 

en    atelt   men    in    de   formule   (6)    voor   q  hare  waarde   — , 

dao  geeft  zi\ 

kna^Coê.  (p 


MP  +  MP'  = 


biig«¥olg  is         IIR  +  MR'  =  MP  +  MP', 
of  wel  MR  —  MP  =  MP'  ^  MR', 

dat  ii  PR  =  PR'. 

40.  Laat  RH»  (Fig,  fA)  een»  liyperbo(»l  sijn,  welke  MN 
lot  eerste  aa  heeiU  Trekl  men  nu  uit  M  naar  eenig  punt  R 
deser  hyperbool  da  lijn  MR ,  en  vervolgens  uit  N ,  evenw^ 
dig  aan  hare  asymptoten ,  de  Iqnen  NQ  en  Nq ,  welke  MR 
ia  Q  en  q  ontmosfeBn,  dan  Z9k  RQ  =  Rq  zgn.  •    ^ 

Want,  men  kan  aich  altijd  eene  hyperbool  MAN  verbeeli- 
den,  welker  eerste  ai  regthóekig  door  het  midden  van  MN 
gaat,  en  met  welker  toegevoegde  hyperbool,  de  fayperi>ool 
BNR'  gel^kvoraiig  ia,  terwql'  nen  verder  de  l^n  MR'  kan 
trekken,  die  aan  de  andere  zgde  van  MN,  met  MN  een 
even  grootten  hoA  maakt  als-  MR»  Merkt  men  mt  op,  dttl 
de  l^nen  NQ  en  Nq ,  eveiiw^dig  met  de  asymptoten*  dèr 
hyperbool  ftNR'  getrokken,  ook  erenwi^ig  met  de  asymp^ 
toten  der  hyperbool^  Mi^N  zivllen  z^,  dan*  u  volgens  de  2'* 
aanmerking 

pQ=r  ro', 

volgens  de  3*»  PR  =  FR^ 

en;daa  ook    •  QR- =:  Q^R^ 

voerto  ia  MR  k  MH% 

Mq  22  M(y, 
daa  ook  qR'  =  Q'R', 

%^.  b^gerolg  QR  r=:  qR. 

Men  ziet  ligtel^  ^  daf  hi^nit  eene  zeer  eenvoudige  con- 
atractie  eener  faypevboel  vplgt,  waarvan  de  beide  assen  en 
dfihi  ooü^  de.  rigling^)  der-  as5Fm))tolen  ^geinen  zijn. 
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LXXX.       V    o    o    R    6    T    B    L. 

Door  H.  TAN  Blankbn. 
Van    twee  geiffkvormige   ellipeen  ^  HgS^^  de  grootê  aêseu 
AA'    en    BB'  (Fig.  55j  iangê  eene  zelfde  r^gie  lijn*    Brengt 
men    nu    door   de  punten    A  en  B  eene  derde  gelijkvormige 
ellipe,   welker  grooie  aê  evenwijdig  met  AB  loopt,  en  welke 
de  eerete  ellips  in  de  punten  \  en  E  de  tweede  in  de  pun* 
ten   B    en    F    ef^dt,    dan   zal  de    lijn,  die  door  de  punten 
£    au    F  getrokken  wordt ,  door  een  bepaald  punt  P  gaan , 
hetwelk   ten    opzigte  van  de  beide  eerstgenoemde  ellipsen  op 
dezelfde   wijze  gelegen  is*    Men  vraagt  naar  het  bew^s* 
Opgelost  door  U.  yam  Bi*akkbm  èn  J.  5«  Spbijbr. 
OPI.088INO  van  M.  fan  Blakkbn. 
Laat   in    elk    der   bedoelde   gelykvoFmige  ellipsen  ,  de,  ver- 
houding van  de  groote' tot  de  kleine  as  als  1  :  r  sijn;  indien 
men  dan  Hen  top  A  tot  oorsprong  der  onderling  reglbuekige 
coördinaten  aanneemt,  AA'  =  2a,  BB'  =r  %b  en  AB:=:2m 
•leky  is  de  vergelijking  der  ellips  AA' 

y*  =  r^(2ax  —  **) ,      .    .    ^    .    .    (I) 
en  de  vergel^king  der  ellips  Bh' 

y»  =  r*(2b(x  —  2«)  —  (*  —  2«)^).  .  .  (2) 
Laat  AfiEF  eene  ellips  zi|n  ,  gelijkvormig  aan  de  beide 
iroorgaanden  y  en  waarvan  de  groote  as  evenwqdig  met  AB 
loopt;  indien  men  dan  uit  het  middel  pan  t  O  dezer  ellips 
eene  loodlqa  OG  op  AB  trekt ,  is  AG  =  BG  =  m,  en  200 
men  verder  OG=zii  stelt,  is  de  vergelijking  der  ellips  A BEF 

y^  —  2iiy  =  r«(2«jc  —  x^) (3) 

Door    de    vergel^king    (3)    Tan    de    vergelqking    (1)  af  te 
trekken,  vindt  men,  voor  de  vergelqking  derj koorde  AE, 

«y  =:>»(»  — «i)*; (4) 

*  terwijl   dan  verder  nit  (1)  en  (4)  ,  voor  de  Coördinaten  van 
het  snqpuut  E,  gevonden  wordt 

2«fis 


(5) 


«a  4-  r^a  '^  m)*  \ 

%r^an(a  —  m) 
en  V   zz  ^  ' 

^  n*  +  r^(a  —  m)^ 

Door    de    vergelijking    (3)    van   de    vergelqking    (2)  af  te 

trekken,     yindt   men  eveneens,   voor   de    vergelgking   der 

koorde  BF, 
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ny  =  r«(*  +  m){x  —  2«) ;  •  ;  •  ;.  (p) 
wordende  verder  uit  (2)  en  (6)  ^  voor  de  coördintten  vun 
het  sn9(tant  F,  gevonden 


en  y'  = 


2r^^ii(^  +  m) 


}.  •     •    ('J 


Wanneer  eene  Iqn  door  twee  pnnten  gaat,  welker  coór- 
dinaten  é^n  x'  en  y'^  jr^  en  y',  wordt  de  abscia  van  het 
si^pnnt  dezer  Ign  met  de  as*  der  abscissen,  in  het  algemeen 

uitgedrakt  door  —=-7 —•  Jndien  men  dus  aan  *',  y',  s' 

en   y^  de  bovenstaande  waarden  toekent,  en  P  het  pnnt  ia, 
waarin  Afi  door  de  lijn  £F  gesneden  wordt,  heeft  men 

AP  =  *X  -  'ï 

y  —V 

en  zoo  men  hierin  de  waarden  (5)  en  (7)  pTerbrengt,  vindt 
men ,  na  eene  ligte  herleiding , 

(a-^-b)^n»{a^b-.m)J^r'm{a—m){b-\-m)y 
dal  i.  AP  =  ^.^±^. (8> 

Daar  nn  deze  waarde  van  AP  onafhankelijk  is  van  n^  200 
volgt  hieruit,  dat  voor  alle  gel^kvormige  ellipsen,  die  door 
de  pnnten  A  en  B  gaan  en  wier  groote  as  evenw^dig  met 
AB  18,  de  lijn  die  door  de  sn^ponten  £  en  F  getrokken 
wordt,  door  hetzelfde  bepaalde  pont  P  gaat. 

Voorts  is 

BT  =  AB  +  BB'.  -  AP  =  2«  4-  23  -  ??ii*^; 

of  na  herleiding 

n) 


uit  (8)  en  (9)  volgt  derhalve 

AP  :  B'P  =  a  :  *• 

Het  pant  P  is  das  in  de  ellips  AA',  ten  opeigte  van  den 
top '  A  ,  eveneens  gelegen ,  als  in  de  ellips  BB',  ten  opzigte 
van  den  top  B',  en  is  bggevolg  een  gelqkvormigheidspont 
der  beide  ellipsen. 

I*  Dssir.  M 
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Aakhbrcikoem»  P«  D^  elHpseii  A±'-  en  fiB'  hebben  in 
het  algemeen  4wee  gelökrqrniigheidapnnlen* 

Wanneer  de  ellipsen  elkander  snigdeni  dan  liglliet  eene 
pont  binnen  de  beide  ellifwen ;  «i  bet  andere  buiten  de- 
zelye ,  in  het  ontmoetingspant  -van  de  gemeenBchappelqke 
raaUi^nen  met  de  as.         -        ' 

Ligt  de  eene  elKpa  geheel  binnen, de  andere ,  dan  liggen 
de  geli^kTormigheidspünten  beide  binnen  de  Ueinefe  ellips; 
en  hebben  in  dit  geral  de  ellipsen,  heteelfd»  midddpont, 
dan  vallen  •  de  beide  gel^kvormigheidspanten  in  hel  gemem* 
schappelijke  middelpunt. 

Zijn  de  ellipsen  geheel  baiten  elkander  gelegen,  zoo  als 
in  Fig*  56  is  voorgesteld ,  dan  liggen  ook  de  gelqkvormig- 
heidspnnten  P  .en  P'  builen  de  ellipsen,  en  Yreldn  de  ait« 
wendige  en  inwendige  gemeensehappel^ke  raakl^nen  MN  en 
WS\ . 

Dit  laatste  geval  \Leett  plaats ,  wanneer  a  negatief  is ;  de 
waarde  van  AP  wordt  alsdan 

^  —  a 
het    punt   P    ligt  dus  nu  in  het  ontmoetingspunt  van  de  uit- 
wendige gemeenschappelijke  raakl^k  met  de  as. 

De  ellipsen  liggen  ook ,  zoo  als  in  Fig.  66 ,  buiten  elkan- 
der ,  wanneer  m  grooter  is  dan  a ,  z^nde  alsnn  in  deze 
figuur  A'  de  oorsprong  der  coördinaten.  Beschr^ft  men, 
onder  de  gestelde  voorwaarden ,  door  de  punten  A'  en  fi,  de 
ellips  A'E'BF',  dan  zal  de  i^n  E'F,  welkedoordesnqpnnten 
£'  en  F  wordt  getrokken ,  door  het  punt  P'  gaan ,  waarin 
de  inwendige  gemeenschappelgke  raakl^n  de  as  doorsn^dt. 

^o.  Een  geheel  bijzonder  ^geval  verki%t  men  door  3  =r  oo 
te  nemen ,  als  wanneer ,  voor  alle  eindige  waarden  van 
a  en  M ,  AP  =:  2a  wordt 

In  dit  geval  wordt  de  ellips  BB^  eene  regte  Ign ,  welke 
loodregt  op  de  groote  as  der  ellips. AA'  ia  getrofdcen* 

Rigt  men  dus  uit  eenig  j;Nint  B  (of  b)  van  de  groote  as 
eener  ellips  AA'  (Fig.  57)  eene  loodUin  BF  (of  bf}  op,  m 
besohrlft  mep  vervolgens  door  de  punten  A  en  B  (efA  enb) 
eene  ellips  ABF  (of  Abf),  welke  gelökvörmig  is  mét  de 
ellips   AA',    en    waarvan    de  groote  as  evenwqdig  met  de  as 
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AA'  loopt;  indien  dan  dese  nieawe  ellips ,  de  ellips  AA* 
en  de  genoemde  loodl^n  Tetpectfavét^  in  de  punten  E  en 
F  (of  e  en  f)  sn^dt ,  dan*  zal-  de  lifn ,  welke  door  de  anq- 
pnnten  £  en  F  (of  e  en  fj  wordt  getroHEeii^  dodr  den  top 
A'  der  ellips  AA'  gaait. 

3^.  \Vanneer  de  ellipsen*  AA'  en  fiB'  elkander,  soo  als 
in  Figé  $S  is  voorgesteld,  in  de  ponteli  ,C  en  D  snijden,  dan 
▼indt  men  ligtelijk,  dat  het  .sniipiuit  .der  kooèden  A£  en  BF 
op  de 'koorde  £D  is  gelegen.'  Dit'  is  echter  sledits  een  bq- 
sondsr  ^val  tam  de  Tolgende  «Igemeene  stelling  t    Wannaêr 

dig    loopêHf  elkander  twee   aan    iwêê   endden,  én  dm9  cok 
twee  aan  twee  eema  gemèenêehappei^e'  keerde  he66en,  dan 
gaun  de%e  drie  keerden  door  een  nelfêe  punt. 
LXXXf.    y  o  o  B  e  T  s  x« 
Deer  J.  H.  van  Kootbv. 
Van    éene   meetkunetige    reekê    tan   vier   termon,   ie  de 
eam  der  beide  uiterete  30B,  en  tKe  der  êeide  middelete  132. 
Ifelke  ie  dexe  reeke  f 

OpoBftosT   door  J.    B.    "VAK    KooTBM ,    I.    Ml  GonnsMiT , 

J*    A.    HiANSBir,     J.     HsSMSKEAKy     As.,     6.  KoSTBfi,    A.   A. 

filoix,  J.^S.  SrsijER,  J.  A.  Stamxart,  R.  tam  sb  TVbuj», 
J,  B.  Gbbi.  ,  P«  Eiieiic  en  L«  Vs&i^y ,  Jz.' 

QvLossiiro  ean  J.  H.  vak  Kootbn. 
Indien  men  de  re^ks  Ironrstelt  [door 

»,xy,  sff^  en  jry«, 
dan  is  volgens  de  opgave  -      '  '  ' 

«(I  +  y)»  =  308 (IJ 

en  4py(l  +  y)  ==  182. (2) 

Zoo  men  de  Tergelgkiiig  (1)  door  de  Tergelöking  (2) 
dMit,' komler. 

1  ~y  +  y'  __  2 

,  •.    "     7~~  —  »' 
datü  1  —  y  +  y»  =|y, 

ofwel  y»  — yy+l=0, 

wiundt  op  de  gewone  w^te  gevonden  wordt 

y  SS3    of    y  =  1; 
en  door  do.  «raa^e  Tan  y  in  (2)  te  «ibslitaeren ,  Terkrqgt 
men         .     <   ,   I2x.&3  132    of   |jr  c:  132« 
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waujiit  wedec  onmiddelljgk  geronden  wordt 
x.=  il    of   jp  =  297. 
De  gevraagde  reeka^  is  derhalve 

11 ,  33|  99  en  297;  of  297,  99,  33  en  11. 
LXXXIl.    Voob3tbIm 
Door  J.  H«  TAK  KooTSK' 
IFette  kwadraatgetalhn,  kleiner  Jan  1000,  5e«lMR  uit 
c§fer9,  die  sehe  kwadraten  sffnf 

Qfoblost  door  J.  A.  HAiiaEN ,  J«  S«  Spbijbh  ,  G*  Kostbr, 
A.   A.   MoLL,  J.   ff.  TA]»  KooTBK,  J.  £•  GsBX, ,  ^.  HzBica- 

KBBK,     Az«,     P.     KbOM  ,      L.    VbBTBBIT,.   Jt«    «91    R.TAN   HZ 

Wbbbd. 

OjfLo$Bivo  van  J.  A*  Hamsbn. 
Een    bloote  inzage  van   eene  tafel  van  kwadraatgetallen , 
doet  zien ,   dat   aan    de  gestelde  voorwaarden  geene  andere 
geUllen  voldoen   dan:   1,  4,   9,    49,  100,  144,  400,  441 
en  900. 

Wepscht  men   echter   de  zaak  algemeener  te  beschoawen, 

zoo   stelle   men  het  grondtal    van   het  talstelsel  door  a ,  en 

.de    cqfers  van  het   kwadraatgetal   door  jr',  y?  en  z*  voor, 

dan   is  in. eenheden  het  kwadraatgetal  zelve  a^s^+ay^+%\ 

zoodat  men  kan  stellen 

a^jp»  -H  ay^  ?t-  ««  =  (m  +  «  +  «)*, 
welke  vergel^king  gemakkelqk  herleid  wordt  tot 

ay'  =:  2a4rz  -(-  2(as  +  %)m  +  m^.     .    .    (1} 
Neemt  men  m  =:  O ,  dan  heeft  men 

y'  =2m, (2) 

terwgl  men  kan  nemen 

y^  =  O,  4 ,  16 ,  SBB.  tot  beneden  o. 
Neemt  men  y^*=  O,  dan  moeten  volgens  (2)  ook  jp  of  b 
een   van   beide   nol   z^n;  nevens  y>  =  O  en  jv  =:  O,  kan 
med  dan  nemen 

B  =  O,  1 ,  2,  3,  en%*  tot  beneden  f/n, 
terw^l  men ,  nevens  y*  =  O  en  b  =:  O,  kan  nemen 

B  =:  O,  1 ,  2,  3,  en%*  tot  beneden  |/a; 
en   neemt   men  y^  ^4,   dan  zal  men  volgens  (2) .moeten 
nemen  jr  =r  1  en.  b  r:i  2,  of  jr  =  2  en  b  =  1. 
.  Reeds  hierdoor  bekomt  men  voor  a^B^-|-By^+B'  de  getallen 
O,  1,  4,  9,  100,  400,  900,  144,  441, 
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welke,  onafhanketgk  Tan  a  xgnde^  niet  alleen  in  het  tien^ 
talüg  •»  maar  in  elk  talatelsel  kwadraten  sijn.  Hierran  soa 
men  echter  in  het  twee- ,  drie»  of  yiertidlig  stekel  de  getal- 
len f  waarin  de  c^fers  4  en  9  voorkomen ,  moeten  weg« 
laten;  desgelgka,  in  het  y^f-  tot  negentalHg  stekel,  die, 
waarin  de  9  voorkomt;  terwql  in  het  seventien-  tot  Tieren» 
twintigtailig  stekel ,  b^  de  boven  opgegevene  getallen  nog 
zonden  behooren 

|16|  ,    16|OiO,    4|16|16|  ,    16|16i«; 
en  zoo  Terrolgens. 

Neemt  men  echter  m  niet  gelgk  nol ,  dan  z^n  de  begeerde 
kwadraatgetallen  'afhankelqk  Tan  n,  en  ^ij  zoUen  dan  wel 
in  één,  maar  niet  in  elk  talstekel  kwadraten  zijn. 

Neemt   men    bg   Toorbeeld  jr  =  O,   dan  wordt  de  vèrge- 

aya  :ir  2zivi  -(-  m^ 
of  öjr*  ==  {m  ^-  l%)m\ 

alano  neme  men ,  daar  y'*  ^  a  moet  zgn  ^ 
y^  ='  m    en    a  =  zi  -f-  2z , 


dan  i« 

2s  =  a  - 

-  y». 

Voor  0^3, 

is    y*  =  1 

en    t%  ^2,  das  x*  =  1 ; 

»     a=    i, 

»    y»  =  1 

Il     2>  =  4,    >    s>  =  4 ; 

>     a  :=    6, 

»    y»  ==  4 

9     2s  :=  2,    9    s>  =t  1; 

p      a  =    8, 

9    y»  =  4 

9      2s  =  4,    D    a«  =  4 } 

p      o  =  10, 

.    y«  =  4 

9      2s  =  6,    9    s«  =  9 ; 

»      a  =  11, 

»    y»  =r  9 

9      2s  ==  2,    9    z>  =  1 ; 

»      a  =  13, 

»    y»  =  9 

9      2x  :=  4,    9    2>  =  4; 

»      a=15. 

»    y«  =  9 

9      2s  =  6,    9    »«  =:  9,; 

en*,  i 

men  heeft  alzoo  voor  de  begeerde  kwadraatgètallen : 

in 

het    3-talUg  i 

iteUel,  11 

; 

>       5     9 

9     ,14 

9      6b 

9     ,41 

9        8     9 

.',44; 

• 

9     10     9 

»     ,  49; 

9      11      9 

»     ,91i 

9      13      9 

9     ,94; 

» 

»    15    > 

»    ,  99; 

«flZ. 
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Is   a  zelf  een  kwadroAt,    dan   kunnen  x  en  z  beide  nul 
xgn^  xoo  heeft  men  toot  de  begeerde  kwadraatgetaUen; 
in  het   4-taIlig  stekel,  10; 
B     o     9    a  a     ,  10  en  40  > 

a     a    16    9  '        P    ,  10,  40  en  90; 
ana. 
In  het  (««  ^  l)4aUig  stelael ,  aal  U  ateeda  een  kwadraat 
sqn,    soo  ab  dit  voor  het  drie-,  acht»  en  yiyftientallig  atel* 
ael ,  reeds  nii  de  boyeo  opgegevene  getallen  kan  blaken. 

Aakkxekino  tan  J.  Badon  .Ghijbsh.  Door  a  =  10  te 
nemen,  en  m  +  m  7=z  p  ie  alellen ,  gaat  de  Tergelqking  (1) 
over  in 

y.    -2px+«l=-ï!;    ;     .     ,     .     .     (3) 

neemt  men  p*  =  a* ,  dan  wordt  y*  =  ±  2*«,  waarait, 
omdat  het  onderste  teeken  blijkbaar  niet  braikbaar  is ,  eren 
als  in  de  voorgaande  oplossing  dè  getallen  0 ,  1,4,9, 
100,  400,  900,  144^  en  441  gevonden  wordem  Neemt  men 
echter  niet  ji>*.=  Ji*  ,  dan  aal  p^  —  «^  door  10  deelbaar 
moeten  wezen,  hetgeen  vordert,  dat  men  voor  p^  een 
kwadraalgetal  neme,  waarvan  het  cijfer  der  eenheden  gelqk 
aan  a*  is ;  t^wql  sr.*  geene  andere  waarden  dan  0,1,4 
of  9  kan  hebben^ 

Kevena  9^  :=  O  >  zon  men  uit  dien  hoofde  slechts  voor  p 
een  positief  of  negatief  veelvond  van  10  kannen  nemen  , 
maar  dan  ;Zoa  men  voor  y'  of  meer  dan  10  è£  eene  nega- 
tieve waarde  vinden;  alleen  zoo  ^ men,  nevens  a^  ==:0, 
p  22  ..  20r  nam,  zoo  men  y'  .=  O  vinden,  en  bierdoor 
op  de  geUllen  100,  400  en  900  terugkomen. 

Nevens  a^  =  1 ,  zon  men  voor/i  kunnen  nemen  ±  9, 
±11,  ±  19i  ±  21#  ±29,  aaa.,  van  welke  waarden 
het  cijfer  der  eenheden  1  of  9  ia.  Voor  deze  waarden  van 
a*  en  ƒ ,  heeft  men:  y»  =  ±  18x  +  8, y »  =  ± 22* -f- 12, 
y»  =  ±38jr  +  36,  y»  ==±42x  +  44;y*  =  ±58jr-|.84, 
aaa.;  maar  in  al  deze  vergelijkingen  is  het  onmogelqk  x 
zoodanig  te  nemen ,  dat  y^  een  positief  vierkant  kleiner  dan 
10  worde.  Alleen  voor  j9  r=  -7;.  41 ,  zon  men  hebben 
yst  =:  —  82  jr  4-  168 ,  waarin  x  :=  2  genomen  kan  wor- 
den ,  hetgeen  y^  =:  4  geeft ;  zoodat  men  dan  andermaal 
hel  getal  441  vindt. 
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Neveni  s^  =  4,  soa  men  voor  p  kannen  nemen  ^t  8 f 
±  12,  ±  18,  db  22r±'38,  éU^,vnn  weDse  waafjen  het 
G^fer  der  eenheden  2  of  8  it.  Voor  dese  waarden  Tan  «^ 
en/l  heeft  menu  p^.x:  i:^16dp  -|-  6, :y*^^±  24x  +  14, 
y»  =  ±36*  H-  32^  ^*  =  ïk44«wH48,f«  =  ±56x  +  78, 
eas.;  maar  ook  in  al  deze  vergel^kingen ,  kan  men  Tóor  x 
geene  waarde  aemw^  diQ  aan  y^  dei  vereiachte  waarde 
geeft,  BMt  nitap/^ering  vap  y '  5=  ±.  Ujt  H*  48 ;  hierin 
kan  ;r  =  1  genomen  worden,  waardoor  y^  =:=  4  wordt  en 
men  het  getal  144  terngviiidt* 

Merena  s^  =7  9,-  soa  men  Toor  p  kannen  nemen  ±  7  , 
±  13,  ±17,  ±23,  sn9., .  van  welke  waarden  het  cqier 
der  eenheden  S  of  7  19»  Voor  deze  waarden  Tan  m*  en  p 
heeft  men:  y*  ==  ±  14*  -f-.  4,  y»  =:  ±  2&r  +  16, 
y^  =:  ±34*  -^  28,  #aa.«,  welke  verj^elgkii^geii  wederom 
geene  behoorlqke  ..waardea.  voor  y^  kuBoen  opleveren,  met 
uitzondering  van  de  eerste;  dasnn  x  =:  O  nemende,  wordt 
y>  s:  4,  en  ^rarkr^gt.  mei^  alzoo  bet  getal  49» 

De  .verlangde  kwa4j[jialg(Btallen,  worden  dos,  voor  het  tien- 
talligv  stelsel,  g^n^kkelqk  ait  de  beschoawing  der  vergelijking 
(3)  4siBLVond^ii«    , 

LXX!XI1I>.    Voorst^Im 
Door  L,  VsAVBSK,  Js. 

Eon  goial  wordt  in  iwoe  tahuUtU ,  «ter  grondiallen  2 
vorêokillên,  uitgodruki  door  3684  sa  2534.  Men  vraagt  dit 
gotal  in  hét  tientallig  êtêlêol  uit  te  drukken^  aiêmodo  de 
gronitallen,  der  êeide  andere  eteleele  te  vinden. 

QPOB1.08T  door  L.  Vervben,  Jz.,  J.  B.  Gbbi.,  J.A.Han- 
ssH,  J«  Ubeicsuek,  Az.,  J«  U.  TAir  KooTEN,  G.  Koster, 
P«  KmoM,  A»  A*  Mo];i»,.J«  S*  Speijbr,  J.  A.  Stakxart  sa 

R,  VAK  DB   WeBRD. 

Oriuissiiio  van  L»  Ver  veen,  Jz« 
Slel  het  grondtal  van  het  stelsel ,  waarin  het  bedoelde  ge* 
tsl  door  3684  wordt  oitgedrokt,  door  *  voor ,' dan  is  het 
groadtal .  van  het  andere  stelsel ,.  waarin  .hetzelfde  getal  door 
2534  oitgedrokt  wordt,  *  +  2*  Dit  getal  wordt  das  in  het 
tientalUge  stelsel  voorgesteld ,  door  elk  der  beide  vormen. 

;       .    3*!  +  6**  4-  8*,+  4 
en        2(*  +  2)'  +  5{*  +  i^  +  3(x  +  2)  +  4/ 

M  4 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ifle  WlSKUNSTIGfi 

Uieniit  yolgt  de  yergelqking 

vdke  dadelqk  herleidbaar  ia  tot 

s*  ^  iijT»  ~  39x  —  4a  =  a 

Stelt  men  na  «  =r  y  -|-  3f  ^  ^  dan  ▼erandert  deae  verge- 
Igking  in 

y»  —  7»!  y  —  283|f  =  O, 
waaruit   door   de   bekende  fbrmole  yan  Cahbakus  gevonden  , 
wordt 

y  =  10|; 
derhalve  is  dan  jr  =  10|  +  3f  =  14, 

soodat    14   en    16  de  grondtallen  der  talstelsels  zqn,  waarin 
het  bedoelde  getal  door  3684'  en  2534  nitgédrakt  wordt. 
Dit  getal  is  dan  in  het  tientallige  stelsel 
3.14»+6.14*+8.14^-4=2.16•+5.16»^-3.16+4=9524. 

LXXXIV*     VOORSTBI*. 

Door  L«  Vbrtxbn  ,  Sz* 

Welk  getal  van  drie  eyfere^  die  in  volgorde  eene  reken' 
kunstige  reeke  vormen,  he^  de  eigeneehap,  dat  de  eom 
van  hetzelve  met  al  deexel/e  omzettingen  een  getal  ie  van 
vier  e^ferOf  waarvan  het  voorete  cyfer  vtet  het  cyfer  der 
honderdtallen ,  het  achterete  e^er  vtet  het  cijfer  der  tien* 
tallen,  en  elk  der  heide  middelete  c^fere  met  het  cyfer 
der  eenheden  van  het  bedoelde  getal  overeenkomt  9 

Opoblost  door  J.  S«  Spbijbr  ,  J*  fi«  Gbbi»  ,  J«  A.  Hak- 
8EN9   J.    HbbkskbrKi  Az.|  G.  Kostbr  ,  A.  A.  Moll,  J.  A. 

StAMKART,    R.  tan    DB   WbBRD,   L.   VSRTBBir,  iZn,  J.   U.  TAK 

KooTEN  en  P.  Krok. 

Oflossiko  van  J.  S*  Spbijbrs 
Laten   de  drie  cqfers  Toorgesteld  worden  door  x,  jr  «f*  y 
en  «  +  2y »  soo  is  het  getal 

100*  +  10(»  +  y)  +  (*  +  2y); 
en   de  som  Tan  dit  getal  met  al  deszeUa  omzettingen  is  dan 
(Zie  VooRSTBi.  VII} 

222(»  +  {x  +y)  -H  (*  +  2y)}    of  666(s  +  yj- 
Volgens  de   opgegevene  Toorwaarde,  is  deze  som  ook  een 
getal  Tan  vier  cijfers  ,  Toorgesteld  door 

i000x+100(x+2y)+10(jr+2y)+x+y  of  llll»+221y; 
men  heef^  dus  de  Tergelqking 
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666«  +  666y  =  lUlx  +  221y, 
waaruit  yctlgt  M5y  =r  445x 

of  y  =  :r. 

-De  c^rs  van  het  begeerde  getal  zijn  dan  x,  2x  en  3x; 
en  daar  dit  laatste  cqfer  niet  grooter  dan  9  kan  zgn ,  kan 
men  alechta  jr  =  1 ,  2  of  3  nemen»  De  getallen ,  die  aan 
de  vraag  voldoen ,  s^n  das  123 ,  246  en  369. 

LXXXV.      V*OOB8TBI« 

Door  P.  Kbom. 

Men  vraagt  naar  twee  getallen ,  He  6  verichillen  ;  tev 
wjfi  ket  product  van  de  êom  hunner  kwadraten  met  het 
vorêchil  hunner  kuben  11G016  èedraagt. 

Qv»Bz.08T  door   P*  Kkom^  J*  B»  Gbex.,  I«  M«  GounsMiT, 

J.  A*   HaXISSS,  J.  HSKIMXSBK^   Az«|  G.  KoSTBBj  A.  ^.  MoLI.1 

h    S«     Sfbxjer  ^J*  A*  Stémkamt  ,   R.   van    db  Wbbbd  , 
J.  H»  TAK  KooxBN  en  L.  Vbbtsbv,  Jz« 
QriioasiKO'  van  P.  Kbom. 

Stellen  wq  de  gevraagde  getallen  door  »  +  3  en  jp  — ^  3 
voor ,  dan  is  de  som  hunner  kwadraten 

(jB  +  3)*  +  (4P  —  S)«  =  2(4?*  +  9) 
en  het  verschil  hnnner  kaben 

(*  +  3)» -.  (*  -  3}»  =  18(4P»  +  3J, 
zoodat  wq  hebben  de  vergelqking 

36(jr»  -H  9)(**  +  3)  =r  176076 
of,  na  deeling  door  36, 

(jpa  +  9)(jr*  +  3)  =  4891. 
Hieruit  vloeit  achtervolgens  voort : 

*♦  -H  12««  +  27  =  4891 , 

«♦  +  12jp»  =  4864, 

B»  =  —  6  ±  v/{36  +  4864)  =  —  6  ±  70, 

dat  ia  ««  =  64  of  x»  =  —  76, 

welke  laatste  waarde  echter  blijkbaar  vervallen  moet ,  indien 

men  bestaanbare  getallen  begeert. 

H?^  hebben  dos  x*  =:  64 ,  en  zoo  men  positieve  getallen 
begeert  x  rzz  8f  weshalve  dan  de  gevraagde  getallen  zgn: 
11  ^  5. 

M  5 


Digitized 


by  Google 


170  W  i  S  K  ü  N  S  T  I  G  E 

.  LXXXVI.    Voo&sTsi^. 
Door  P.Kroic* 
Vier  gêtmlleu    te   vinden^    msike   eene  gewone  evenredig* 
htid  uitmaken;  xoodat  de  êom  der  Urmen  78,  de  eom  kun- 
ner   vierkanten  2522,   ep   hei  gedurig  product  der  ierwion 
32400  bedraagt^ 

0VOEZ.08T  door  S*  k.  Stakxjlbt,  J.  B.  Gbbx.,  J.  A*  Hah* 
asN,  ).  tixsicsxsRK,  Az«,  G.  Kostu,  P.  KboK|  A.  A. 
MoLi.,  J.  S.  Spbijbb,  L.  Vxbtbbn,  Jz«,  R«  tam  dsWbbbb 

011   J«  U.  TAK  KOOTKK. 

OvLoraiKo  irasi  J.  A.  Si^AilUiRT. 
Stellen  wi)  /  dat  de  gevraagde  evenredigheid  sq 

dan   komen  er,    naar   den   aard    van  bet. voorstel ,  dé  voI« 
gende  Vergelgkingen :         > 

:««=5y«, •    (1) 

*  +  y  4-  s  +  «  =  78,     ....    (2) 
\        *«  +  y*  4*  ««  +  «»  =  2522,     ...    (3) 

xy»  =  32400. (4J 

De  waarde  van  xu  volgens  (1),  overbrengende  in  (4) 
komt  er 

y^%^  z=z  32400, 
waamit  volgf  y%  =:  I80i 

en  dtts  ook  su  =  ISOJ'  *    '    •     •    •    •    •    W 

Trekkende  (3)  af  van  bet  vierkant  van  (2),  zoo  komt 
er,  na  deeling  door  2, 

'y  +  "  +  *«+  y«  +  y«  +  ««  =  I78l , 

en  hiervan  wederom  volgens  (5)  aftrekkende 

4PII  +  ys  =  360, 
blqft  er  over 

»y  +  XX  4-  yif  -I-  «tf  =  1421 

of  {x  +  u){y  +  «}  =  1421 (6) 

De  vergel^king  (1)  scbrgvende  in  den  vorm 

(*  +  «)  +  (y  +  »}  =  78, 
vindt  men  ,  door  dezelve  met  (6J  te  verbinden , 
*  +  «  =  49,, 

en  y  +  j  =  29/' f^^ 

en    door   eindelijk    elk    dezer  laatste  vergelqkingen  met  eene 
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der  Tergelgkiiigen  (5)  te  Terbinden,  Tindt  men 

jr  =:=  45^  n  =  4,  y  =  20  en  »  =  9. 

De  gevraagde  eyenredigheid  is  derhalve 
45  :  20  =  9  :  4. 

Hadden  wq  in  plaats  van  van  (5)  genomen  ys  =  —  180 
en  dos  ook  x»  =  -«  180,  dan  soa. de  Tergelgking  (6)  ger 
worden  sqn 

(*  +  «Xy+  *)  =  2141, 
en    dese  met  (1)  in  yerband  gebragt,  soa  slechts  onbestaan- 
bare  waarden    Toor  x  +  u   en    y  4.  s  opgeleverd  hebben* 
Daarom  namen  wg  slechts  y«  :=:  -f.  ISO^ 

Yerpkatst  men  de  termen  der  gevondene  evenredigheid , 
soodanig,  dat  slechts  het  product  der  ulerste  en  dat  der  mid- 
delste termen  180  blijft,  dan  blgft  zg  aan  het  voorstel  beant- 
woorden ;  want  dese  verplaatsingen  kunnen  noch  in  de  som 
der  termen ,  noch  in  de  som  hnnner  vierkanten ,  noch  in 
hun  gedurig  product  verandering  te  weeg  brengen.  Dese 
verplaatste  evenredigheden  sullen  almede  door  onse  oplos- 
sing worden  opgeleverd ,  indien  men  slechts  toedenkt ,  dat 
de  waarden  van  jr  -|-  »  en  y  -f.  s,  volgens  (7),  met 
elkander  mogen  verwisseld  worden,  en  dat  daarna  eene 
dergelijke  verwisseling  mag  plaats  hebben  van  de  waarden 
van  X  en  »  uit  die  van  x  +  ai  en  jtm,  alsmede  van  de 
waarden  van  y  en  «  uit  die  van  y  -(-  s  en  ys  afgeleid. 

LXXXVII.^     VOOKSTBI.. 

Door  P*  K&ox. 

Van  oeno  rokenkunêiigé  rookê^  io  de  som  der  vier  laatste 
termen  212 ,  de  som  der  vijf  daaraan  voorafgaande  termen 
175  en  de  som  der  dan  nog  overige  termen  78.  Welke  is 
de  eerste  term,  het  verschil  en  het  aantal  termen  dexer 
reeket 

Opgelost  door  P.  Kbok,  J.  A.  Uaksbk,  J.  S.  Spsijbb, 
J.  B«  Gbbx.,  J»  H.  van  Kootbn,  A.  A.  Moix,  J»  A.  Stax- 

XABT,    R.   VAV   DB   WbEBD  ,   G.  KoSTBB  #ff  J.  UbBKSXBBXi  As. 

Oplossino  van  P«  Kbok« 
Stellen   wq,  dat  de  reeks  uit  11  -|-  9  termen  bestaat,  dat 
de  eerste  term  x  en  het  verschil  y  sq  ,  dan  sqn  de  n  eerste 
termen  : 

't  X  +  yi'  +  '^yf  ««« /^'  *+(!•  —  l)y; 
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de  vi|l  daaroprolgende  termen 

s  +  ny,  X  +  (n  +  l)y,  aiis.....  ioi  s  +  (n  -^  4)y, 
en  de  vier  laaUte  termen 

s  +  (n  +  5}y,  jr  +  (n^6)y,  •««.....  tot  x  +  (m  +  8)p. 
Voor  de  sommen  derer  groepen  van  termen^  heeft  men^an  : 
}it(4P  +  4r  +  (n-ljy)  =78, 
|(jr  +  ny  +  *  +  («  +  4}y}  =  175, 
^^      §{'  +  («  +  %  +  *+(«  +  8Jy}  =  212, 
welke  Tergel^kingen  dadelgk  herleidboifr  sqn  tot : 

,     2xn  +  yn*  —  ^n:=  156,     •...{!) 

jr +  y„  +  2y=  35, (2) 

en    •  2jr  H-  2yii  +  13y  =  106 (3) 

Zoo  men  het  dobbel  van  (2)  aftrekt  van  (3) ,  komt  er 
9y  =  36, 
waaraft  dadelijk  volgt 

y  ==  4; 

en  dese  waarde  van  y  in  (1)  en  (2)  anbstitaerende,  komt  er 

jm  +  2ii>  —  2fl  =  78 (4) 

en  jr  +  4»  =  27 (5)  * 

Uit    (5)    Tolgt  X  =  27  —  4si ,  soodat  men ,  deze  waarde 
▼oor  X  in  (4}  sobstitaerende ,  Terkrqgt 

«»  —  V«  =  —  39} 

hierait  vindt  men 

ff  =  6}  of  «  =  6 , 
waarvan    alleen  de  laatste  waarde  bruikbaar  is ;  ferwql  men 
dan  verder  volgens  (5)  heeft 

*  =  27  —  4ii  =  3. 
De   eerste   term    is  dus  «  =r  3 ,  het  verschil  y  =:  4 ,  en 
het  aantal  termen  ff  -(-  9  z=  15;  de  reeks  is  alzoo 
3,  7,  11,  15,  19,  23,  27,  31,  35,  39,  43,  47,  51,  55  en  59, 
zignde  naar   behooren   de   som    der  vier  laatste  termen  212, 
die  der  daaraan   voorafgaande    vgf  termen  175,  en  die  van 
de  dan  nog  overige  termen  78* 

LXXXVIII.    Voorstel. 

Door  P.  Kaox. 

Van    oênê  meetkunotigo  roekê  gegevon  xyndOf  dat  de  êom 

der  tormon  93,    de  eom   van  hunne  vierkanten  3069,  en  de 

som  van    hunno   derde   magten    126387    i« ,  vraagt  men  die 

reeks  te  vinden. 
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Ofgslost   door  P.   Kbok  ,    J.  fi.  Gui. ,  J.  A.  flAii8BK , 
J.  H.  TAN  KooTBir ,  G»  Korrn ,  A.  A«  Moii. ,  J.  S.  Spbi- 

JER,    J.    Af    SriaCXAATi    &    tam.  BE    VbBSO     «Il  J.  HSBMS* 
KUS,  As. 

QVL088IKO    Vam   P«   KROMt         ^ 

Stellen   wq  Toor  den  eersten  term  der  reeks  jr,  'Toor  hare 
gemeene  reden  jr  y  en  TOor  het  aantal  harer  termen  n ,  dan 
hebben  vrijt 
TOOT  de  som  der  termen , 

___ 93,ot— — j._-,   .    .    (i; 

Toor  de  som  Tan  de  Tierkanten  der  tesmen , 

en  Toor  de  som  van  hanne'  derde  magten 

soodat  na,   uit  dexe   drie  Tergelqkingen ,   de    waarden  der 
drie  onbekenden  x ,  y  en  n  moeten  opgespoord  worden. 
Deelen  wi]  (2)  door  (1) ,  dan  komt  er 
y»  -t*  1  33 

7+~  ~ ' '    

en  zoo  wg  (i)  door  (1)  deelen  ,  vinden  wq 

ya*   +  yn   ^    i    1359- 

y«    +y+    l       —    T^ 

Uit  (4)  volgt  onmiddellijk 

93t  — -  93 
en  Dit  (1)  y»  —  1  =  ^ ^, 

soodat  wi|  door  aftrekking  deser  waarden  verkrijgen 

•  X 

of  «  =  63  — 3Qy. (6) 

Uit  (5)  Tolgt  onmiddellgk 

I3S9«r'  +  ISSOy  +  13S9 

enait(2)  ' 


(4) 

(5) 
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^»,_.  —  3069y'  -3069 

waarait  wedaroin  door  aftrekkiag  gevonden  wordt 
_  4428  +  1359y  -  171Qy'. 

ën  hiervan  ikidermaal,  de  uit  (4)  Toortvloegende  waarde 

aftrekkende,  komt  er 

j  _  4428  +  1359y  —  33jr'—  33jry  —  1710y^ 

4P* 

of      jT*  =  4428  +  1359y  —  33*  —  33jry  —  1710y« ; 
hierin    voor  x   de    waarde  (6)    «abatitnerende,  Tinden  w^, 
na  behoorl^ke  ontwikkeling ,  rangschikking  en  herleiding , 

y"  -  |y  +  1  =  O , 

waamit  op  de  gewone  w^se  gevonden  wordt   * 
y  =  2    of    y  =  |. 
Nemen   wg   y  zsz  2,    dan    is   volgens    (6)   «  =  3 ;  voor 
deze  waarden  van  x  en  y ,  gaai  vervolgens  (1)  over  in 

waaruit  volgt  n  =  5 ;  en  de  gevraagde  reeks  is  dan : 
3,  6,  12,  24  en  48. 
Nemen    wij   echter    y  =  | ,  zoo  is  Volgens  (6J  jp  =:  48 , 
zoodat  dan  (1)  overgaat  in 

—  è  48       ^'^    —  *        96  ~  32' 

waaruit   almede    «  =  6    volgt;   de   gevraagde   reeks   wordt 
hierdoor : 

48,  24,  12,  6  en  3. 

LXXX1X«    V  o  o  n  8  T  B  i;. 

Door  U.  W.  Blosk. 

Qp  do  M^don  van  eon*  drieiook  ah  middellonen,  xifn  èui- 

ienwaarte  halve  drkelê  teeehreven  ^  en  vervolgene  z^n  aan 

dexe,  twee  aan  twee  genomen,  de  gemeenechappelyke  raak' 

l^nen  getrokken.  Indiem.  nu  van  de%e  raakl^nen,  de  doelen, 

tueeohen    de   raalpunten   begrepen,    gegeven   M^n,   vraagt 

men,  daaruit  den  driehoek  te  berekenen  en  te  conetrtierem 
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OtGVhOBT  door  J.    A«  Uansem,    J.    S.   Spexjeü  ^  ti*    W. 

BlobM  êU  R.  TAK    DB   WbJIBO. 

Qpiiossiivo  van    J«  A.  Bamsxk. 

Laten  A'^  B'  en  C'  t(Fjg«  66)  de  middelpunten  z^n  der 
halve  cirkels  y  boitenwaarts  op  de  sijden  van  eenen  driehoek 
ABC  als  middellonen  .beschreven;  laten,  van  de  gemeen- 
sohappelqke  raaUgnen  dezer  cirkels  twee. aan  twee  genomen, 
de  deeleh  PP,  QQ'  en  RB'  tasschen  de  raakpunten  Pen  P', 
Q  en  Q',  R  en  R'  begrepen  xigu;  zq  voorts  fiC  =:  a, 
CA  =  «,  AB  =0,  J(a  +  *  -h  oj  =  «,  PP  =  a', 
QQ'  =  i'  en  RR'  :=  o',  dan  komt  het  er  vooreerst  op 
aan  a,  i  en  ü  be  berekenen^  indien  a',  V  en  J  gegeven  zqn» 

De.  middelpunten  A'  en  B.'  met  de  raakpunten  R  en  R' 
vereenigd ,  en  vervolgens  A'D  evenwqdig  met  BR'  getrok- 
ken zqnde,  is  A'RR'D  een  regthoek;  indien  dus  ook  nog 
A'  met  fi'  vereenigd  wordt  ^  is  A'B'D  een  regthoekige  drie- 
hoek, en  van  deze  is  niet  dleen  de  schuine  z^de  A'B' 
evenwgdig  met  AB,  maar  ook  is  A'B'  zr  §  AB  =  §  c, 
lerwql  B'D  5=  B'R'  —  A'R  =;:  B'C  —  A'C  =  \[h  —  a) 
is«    Hieruit  volgt 

A'D«=Jca-J(*-i,)»={ic+|(«-ii)}{|c-^J(^«n= 

maar  ook  is  A'D»  =  RR'«  =  ö'*, 

en  dos  (t  —  a){%  —  h)  =  c'*. 

Op  gelqke  wqze  blijkt,  dat  men  ook  heeft 

en  («  —  h){t  —  c)  =  «'a. 

Zoo  men  nu  deze  drie  laaUte  vergelijkingen  twee  aan 
twee  met  elkander  vermenigvuldigt,  het  product  door  de 
derde  deelt   en    daarna  den  vierkants wortel   trekt,  bekomt 


t  — 

a 

= 

• 

s  — 

h 

= 

a'o' 

en 

-  —  ■ 

t  — 

e 

= 

waaruit 

dAn  verder 

volgt: 

Digitized  by  VjOOQ IC  " 


176  IVISKUNSTIGE 

en     c=(,-a)+(.-6)  =  —  +  -—=  ^J     ^ 


Om  den  driehoek  AfiC  uit  de  gegeTens  a/  ó'  en  e'  te 
constraeren,  beachr^ve  meo  eenea  driehoek  PQR|  (Fig.  59}, 
waarvan  QR  3=  a',  PR  rr  ^'  'en  PQ  :=:  e^  la; .  neme  op 
s^ne  aijdén ,  soo  noodig  verlengd »  P£  -f-  QF  r=  PQ  =  ^, 
PG  =  RH  =  PR  =  6',  RI  =  Qt  =  QR  =  o'}  trekke 
vervolgens  ££'  en  FF  evenwqdig  met  PQ,  GG'  en  HH' 
evenwgdig  met  PR,  11'  en  KK.'  evenwqdig  met  QEL  Don  is. 
QR  :  PR  =  QF  :  PF  of  cf  i  V  =:  e'  x  PF, 


PR 

:  QR  = 

PE  : 

QE' 

of*' 

:  a' 

r= 

o'  : 

QE', 

PQ 

:QR  = 

PG: 

RG' 

of  o' 

i  o' 

=5 

i'  t 

RG', 

'■•■'      QR 

:PQ=r 

RH  : 

PH' 

óf«' 

:  ^ 

= 

b'  i 

PH', 

PR 

:PQ  = 

RI    : 

Ql' 

of»' 

:  e' 

=: 

a'  i 

QI', 

PQ 

:  PR  = 

QK: 

RK' 

of  «r 

:  V 

s: 

a'  : 

RIL', 

waaruit  vo 

Igt: 

PF.  r 

r  PH 

r         - 

b'e' 
a' 

^^  i 

1  — 

«. 

QE'  = 

=  Q1' 

r 

o'e' 

6' 

a'6' 

=  1 

'  — 

«, 

RG'  =  RK'  = 

c' 

hoezeer  het  eigoniijk  genoegzaam  was,  voor  de  waarden  van 
«—«,#  —  4  en  a—  c,  slechts  één  der  beide  verkregene 
lijnen  te    construeren ,    levert   de   dubbele    constractie  eene 
meerdere  regelmatigheid,  en   bovendien    eene   proeve  voor 
hare  naanwkearigheid  op.    Neemt  men  nn  verder  (Fig.  60), 
op   eene  onbepaalde    Ign,  HA  =:  a  »  a,  MB  =  a  —  4, 
ML  :=:  MN  =  a  -—  c,  en  beschrgft  men  verder  nit  A  en  B, 
met   AN   èn    BL  als   stralen,    cjirkelboogjes    elkander   in  C 
snQdende ,  dan  is  ABC  de  begeerde  driehoek  \  want  nn  ia : 
AB  =  AM  +  BM  =  (a  —  a)  +  (a  —  «J  =  c, 
AC  =  AM  +  MN  =  (a  —  a)  +  (a  —  c)  =  i, 
en     BC  =  ML  +  BM  =r  (a  ~  A)  +  (a  —  c)  =  a. 


Digitized 


by  Google 


OPGAVE».    W.  90.  177 

X&      VOORSTSI.* 

Door  H.  W.  Blobk. 

Wanneer  men  de  middelpunten  van  twee  overetaande  s^ 
den  eene  wiilekemrtgen  vierhoeke ,  .met  de  middelpunten  van 
deeael/e  diagonalen  vereenigt ,  Muilen  de  vereenigingel^nen 
€en  parallelogram  iuêluiten.  En  de.  inhoud  van  dit  paral* 
Megram  %al  gel^k  m^  aan  het  halve  vereehil  van  twee 
der  vier  driehoeken ,  waarin  de  vierhoek  door  de  diagO" 
nalem  verdeeld  wordt;  namel^k  van  die  twee  driehoeken, 
welke  aan  dé  gebeaigde  'overstaande  a^den  liggen.  Men 
vraagt  naar  het  hewije* 

Opgelost  door  R.  tan  ds  Wbsbi>,  H.  W.  Bloxk  ,  J*  S. 
Spbjjsbi  J»  H.  ScBaFBB  en  i.  K.  Uawssk* 

Oplossing  van  R.  tan  ds  Wsbhd. 

Zq  ABCD  (Fig.  61)  een  willekeurige  Tierhoek,  welks 
diagonalen  AC  en  BD  elkander  in  I  snqden;  lateo  Toorts 
E  en  F  de  middelpunten  der  twee  OTerstaande  s^denADen 
BC  y  G  en  H  de  middelpunten  der  diagonalen  zigu.  Indien 
wq  dan  de  vereenigingslqnen  £G|  EH,  FG  en  FH  trekken, 
sliiUen  zii  eenen  Tierhoek  EUFG  in. 

Dewql   in   den    driehoek  ACD  de  sqden  AD  en  AC  door 
EG   middendoorgedeeld  worden,  is  EG  eTenwiidig  met  CD; 
dewijl   in  den  driehoek  fiCD  de  sqden  BD  en  BC  door  HF 
middendoorgedeeld  worden ,  is  ook  UF  evenwqdig  met  CO  > 
de  lijnen  EG  en  HF  v^n  derhalve  almede  onderling  eTenwij- 
dig.    Desgelqks  blijkt,  dat  ËU  en  FG  ieder  in  het  bqzonder 
met  A6,  en  dus  ook  met  elkander  eTenwgdig  zgn;  de  vier- 
hoek   EHFG   is   dus  een   parallelogram ,  waardoor  het  eerste 
gedeelte  der  stelling  bewezen  is. 
Tot  het  bewgs  Tan  het  fweede  gedeelte,  hebben  wq: 
drieh.  AEG  =  {  drieh.  ACD, 
drieh.  DEH  =  i  drieh.  ABD, 
drieh.  CGF  =  |  drieh.  ABC, 
en  drieh.  BHF  =  |  dHeh.  BCD; 

want    de  zi|den   dezer   gelijkTormige    driehoeken    staan   tot 
elkander  in^  reden   als    1    tot   2.    De  som   der  twee  eerste, 
en     die    der    twee    laatste     Tergelqkingen     nemende,     Tin- 
den wi^ 
L  Dbzl.  N 
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en    drieh.CGF+drieh.BHE=i(drieLKBC+dr%ek.BCD) ; 
maar  hiervoor  kannen  wq  schrijven 

<ïr.ADJ+w«rA.EHlG=|rfr-ADI+J(ifr.üIC+«fr.AlBj 
en     «fr.BCI— i^/0rA.FBIG=:|^»-.BCI+|(tfr.OtC+(fr,AIB)  , 
feoodat  w^y   dese  Vergelgkingen   van   elkander  aftrekkende , 
verkrijgen  \ 

i^-.ADI— (fr.BCI+«i«fA.EBfG+rt0r&.FHIGr=:|A>.ADf— lifr-BCI, 
oF        «t0rA.EHIGH-vi0rA.FHlGr=:|£rr.BCt— l^f.ADI , 
dat  IS         paralUtogram  ËHFG=:|((frt0A.BCI— ifrtaA.ADI) ; 
hetgeen  bewezen  moest  worden. 

Aamksbkimou  uit  de  overige  opieuingpn. 

1^.    Indien   de  middelpttnted    E'   en    F    der  overstaande 
zqdea    AB   en   CD,  met  de  pnnten  G  en  U  vereenigd  wor- 
den,  is    almede   E'BPG  een  paraHelognun ,    en  men  heeft 
paralMogram  E'HF(k=l(driek*A  BI-* Jrt«A.CDI}. 

2\  ^qa  AB  en  CD  evenw^g,  dan  vallen  de  vier  poQp 
ten  £ ,  U ,  F  en  G  in  eene  aelfde  regte  l^ft ,  soodat  er  dan 
geen  parallelogram  EHFG  ontstaat;  in  dit  geval  is  dan  ook 
dnek.  BCI  =r  drieh.  ADK  Worden  AD  en  BC  evenwqdig, 
dan  gaat  even  zoo  het  parallelogram  E'HPG  in  eene  regte 
l^n  ovek*,  en  dan  is  drieh.  Afil  =  drieh»  CDL 

3^.  Indien  het  middelpant  van  een  der  diagonalen ,  bi) 
Toorbeeld  het  midden  G  wén  AC,  iq  het  «n^pant  I  der 
beide  diagonalen  valt ,  »m^  ^^  ia  Fig.  62  is  voorgesteld , 
heeft  men 

drieh.  BCI  =  drieh.  ABI  en  drieh.  ADI  =  drieh.  CDl , 
das  ook 

cfrssA.  BCI  —  drieh.  ADI  =  drieh.  ABI  -^  cfnsA.  CDI, 
en  bqgevolg 

pmreUelogram  EHFG  =  paroUelegram  £'HFG. 

4^«  Indien  men  onderstellen  wilde,  dat  de  middelpunten 
.  G  en  H  der  diagonalen  beide,  in  derselver  snöpant  I  vie- 
len ,  zonden  deze  diagonalen  elkander  wederkeerig  midden- 
doordeelen;  de  vierhoek  ABCD  zon  dan  celve  een  paralle- 
logram zqn,  en  dan  zonden  de  parallelogrammen  EHFG  en 
E'HF'G  beide  slechts  regte  l^nen  cgn,  volgens  'hetgeen  on- 
der 2^  is  aangemerkt. 

5^    Het  parallelogram  EHFG  (Fig.  61)  zal  eene  roit  z^n, 
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indien  £H  ss  £G  is;  maar  daar  ABa=SEB  eü  CD±5lEG 
U,  sollen  dan  de  overstaande  xqden  AB  en  CDaanéUcante 
gelqk  moeten  wesen ;  xoo  als  omgekeerd  uil  de  gel^Uieid 
deser  oTerstaande  xqden  Tolgt ,  dat  EHFG  eafae  mit  aal  «$*• 
De  beide  paraltelc^ammen  EUFG  en  ETUFG  knnnen 
niet  gel^ktjïdig  rniten  aijn;  want  biertoe  soa  gd^lclgdig 
AB  =  CD  en  AD  =?  £C  moeten  s^n,  soodat  dan  ABCD  « 
selre  een  parallelogram ,  en  due  volgens  Z^  de  paraUelo* 
grammen  EUFG  en  E'UFG  beide  xegle  lijnen  sonden  weaen. 
6^»  Indien  men  AC  en  BD  als  sgdeh,  en  daarentegen 
AB  en  CD  als  diagonalen  des  vierboeks  AflCO  aanmerkt, 
komt  dit  Toorstel  volkomen  overeen  met  bet  CXXXVK 
YooBSTBL  van  het  ¥.  Oui.  der  Vêrsu  VM  IFiêi.  Foorêt.; 
mits  men  alsdan  wel  aebt  geve  op  den  negatieven  toestand 
der  drieboeken.  Als  men  dos  dien  negatieven  toestand  be« 
boorlijk  in  bet  oog  bondt ,  sal  bet  voorstel ,  boeseer  gewf» 
sigd ,  ook  doorgaan  voor  het  geval ,  dat  4e  vierhoek  eenen 
inspringendra  hoek  heeft* 

XCI.    VooasTBt» 

Door  H.  W.  BLosif. 

Wonneor  wmm  in  oot^  kegel  êênon  bol  heêehrjjfl  ^  H^ 
er  f  èjf  hei  wegnemen  vnn  den  M,  een  èoneneimi  en  een 
ondereimk  over*  Indien  nu  de  aeeedriekoek  «au  den  kegel 
oen  regfkeekige  gelpkieendge  driehoek  ie,  Mal  de  inhoud 
vnn  kei  genoemde  ondereiuk  ioi  den  inkoud  vun  den  gekee- 
len  kegel  etaan,  nle  de  hoogie  van  den  kegel  ioi  %§ne 
eekuine  apde»    Men  vraagi  naar  kei  iewj/e» 

Obqmjuobt  door  H.  W.  Bloxm»  J.  A*  UahssKj  G.KeeTXR, 
J«  S#  Sraj^m  en  R.  tav  mt  Wssbo. 

Qpxx>ssi]lo  van  tf«  W«  £x.oma. 

Laat  ABC  (Fig.  63)  de  bedoelde  assédriiAioek  en  CD  de 
as  van  den  kegel  voorstellen,  dan  k  de  in  dien  driehoek 
be«clmv^  cirkel ,  Welks  ittiddelpiÉnt  O  op  de  as  CD  valt , 
eene  centrale  doorsnede  van  den  id  deh  kegeil  beschreven 
bol >  en  wanneer  men  de  ponten  E  en  F,  in  welke  de  ge- 
Iqke  beenen  AC  en  BC  van  den  in  C  regthoekigen  driehoek 
ABC  d0or  genoemden  eiiM  geraakt  wotden  g  met  elkander 
en  met  het  middelpont  O  vereenigt ,  is  Of  CE  een  vierkant. 
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Hieruit  volgij    dat    CF  =  OF  =  OD  is,  terwijl  men  ook 
beeft  CD  =  BD.  - 

Stelt  men  nu  gemakahalve  BC  =i  |>  en  CD  ^=  y ,  dan  is 
blqkbaar  ook  BF  =  BD  =  CD  =  y,  en  men  heeft: 
OD  =^  CF  =:  BC  —  Bf  =  /»  —  g, 
FG  =  CG  =  fCO  =  i(CO  -  OD)  =  J(2^  -  p), 
CU  =  CD  —  20D  =  3y  —  2p, 
GH  =  CG  —  QH  =  §(3/1  —  kg). 
Volgens  bekende  regels,  heeft  men  verder: 

Ink.  keg.  ECF  =  |»  X  CG  x  FG« , 

JiiA.  6oltn  ê0gm.  £MF  =  Jt  X  GH  X  (3FG»  +  GH») , 

Ink.  hol  DEUF  =  $5r  X  OD» , 

Ink.  hegei  ABC  =  |^  x  CD  X  BD*; 

en   hierin    voor   de  verschillende  lijnen  de  boven  nitgebragte 

waarden  stellende,  vindt  men  na  behoorlijke  ontwikkeling  en 

herleiding: 

IiiA.Jt#g«/ECF=/,jr(8fir»-12/iy*-h6;i«y-;i»),  .  ...  (1) 
Ink.  Mp.  $0gm.  EHF=y\5r(-28y»+57;^»-39/i»y+9/>»;,...(2) 
J«A.*ofDEHF=M-y3-h3/»^*-3/?«yH-p»),     ....    (3) 

Ink.k€SélKBC=i^q^ •    .    (4) 

Trekt  men  nu  de  waarde  (2)  van  de  waarde  (1)  af,  »oo 

komt  er 

Ink.iov0n9tuh  CEHF=5',»(64y»-126/?y»+84/i«y-19/i»)  ; 
dezen  inhoud  aftrekkende  van  de  waarde  (4) ,  vindt  men 
Ink.  ondêrêiuk  AEDFB  -h  hk.  bol  DEUF  = 
=  3V(—  ^6?'  +  ^2^/V*  -  84p»y  +  19/|3) 
en  biervan  wederom  de  waarde  (3)  aftrekkende,  verknggt  men 
JiiA.oiidsrfl.AEDFB=:3',^-24y«+3Qw»+12/i»sr-.l3p*)^(5) 
Neemt  men  verder  in  aanmerking ,  dat  BC»  =  2  CD*  of 
a  =r  2^a  is ,    waardoor   \2p^q  =  Vkq^  en  13p»  =:  26pq^ 
wordt ,    zoo  «iet  men    dadelgk ,    dat    in  plaats  van  (5)  kaa 
geschreven  worden 

Ink.  onderotuk  AEDFB  =  ^vrpg^ ;  •  •  •  (6) 
terwijl  men  desgelqks,  omdat  g»  =  |/»«  en  das*  7»  =  |p«y 
is ,  in  plaats  van  (4)  kan  schrqvcn 

JfiA.  kogel  ABC  =  iTrp^g.    .    i    .    .    .    (1) 
Uit  (6)  en  (7)  volgt  dan  eindelqk 
Ink.  ondorêtuk  AEDFB :  Ink.  kogel  ABC  =  ^ :  |i  =  CD :  BC  , 
hetgeen  bewezen  moest  worden. 
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XCIL    VooftsVBi.. 
Door  J.*Ba88AK. 

Mén  hoeft  eonen  driohook  ABC  (Fig.  €4).  BuiUn  dion 
driehoek  s^n  twee  punten  gegeven ,  waarvan  er  echter  ièn 
binnen  den  hoek  ABC,  en  ién  binnen  den  hoek  BAC  ligt. 
Men  vraagt  nu  inde  spde  AB  een  derde  punt  te  vinden , 
Moodanigf  dat  de  i^nen,  die  de  gegevene  punten  met  het 
gevraagde  punt  vereenigen ,  van  den  gegeven  driehoek 
ABC,  twee  driehoeken  van  geleken  inhoud  éf/viiyiüéii*) 

0POBI.08T  door  W.  L.  Ivavob  ,  J.  Bassav  ,  J.  Si  SpBijeb 
en  B.  VAN  DB  Wbbbd. 

ÜPZ.088TKO  van  W.  L,  Itanor. 

Laat  ABC  (Fig.  64)  de  driehoek,  P  en  Q  de  gegerene 
ponten  z^n ;  indien  men  dan  ait  P  en  Q  lijnen  trekt ,  die , 
reapectieTelqk  erenwqdig ^met  AC  en  BC  loopeadei  de  Ter- 
lengden  van  AB  in  P'  en  Q'  ontmoeten ,  kan  men  als  ge- 
geTens  aannemen:  PP  =:  p,  QQ'  =  7>  AP'  zn  m, 
BQ'  =  «,  BC  =  «,  AC  =  ^  en  AB  =  «b 

Zq  T  het  begeerde  punt,  zoodat  de  Iqnen  TP  en  TQ, 
nit  hetxeWe  naar  P  en  'Q  getrokken,  van  den  driehoek  ABC 
driehoeken  TAM  en  TBN  Tan  gelijken  inhoad  afangden; 
200  men  dan  AT  =  ar  en  BT  =  y  stelt ,  zal  het  er  op 
aankomen ,  de  waarde  Tan  s  of  wan  y  nit  de  aangenomene 
gegevens  te  berekenen  y  zqnde  onmiddellgk 

X  +  y  =  o. (1) 

In  de  gelqkvormïge  driehoeken  TAM  en  TP'P,  is 
P'T  :  AT  =  PP'  :  AM  of  «  4-  j:  :  jp  =  />  :  AM  j 
in  de  gelqkTormige  driehoeken  TBN  en  TQ'Q,  is 

Q'T  :  BT  =  QQ'  :  BN    of  n  +  y  :  y  =  y  :  BN ; 
ait  welke  evenredigheden  volgt 

AM  =  -£5-    en     BN  =  ^^. 

Daar  de  inhouden  Tan.  twee  driehoeken ,  die  eenen  ge- 
meensdiappelqken  hoek  hebben,  samengesteld  evenredig  zqn 
met  de  s^n  om  dien  hoek,  zoo  heeft  men 

drieh.AT^  _  ATxAM  drieh.hT^  _  BTxBN 

ifrisAtABC  ~    ABXAC    ®°    iln^A-ABC  ~  ABxBC' 
wegens  de  gelgkheid  van  dQ  inliauden  der  driehoeken. ATM 
en  BTN  ,  volgt  uit  deze  vergelijkiogeu  onmiddellijk 
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AT  X  AM  _  BT  X  BM 

AG        "^        BC       • 
of  so«  mea ,  var  de  bier  voorkeoMnde  lijneii ,  de  gestalde 
«•  gevondene  waarden  in  de  ^a»te  atelt , 

_el-  =  ■■  yy' m 

*(•.  4.  *)  —  a(n  +  y}  ^^ 

Zoo  mea  mi  ia  d«te  yergel^kiiig,  volgena  (1)  «aliftiiaMrt 
|Fmse-*jr9  ofjrtao  —  y,  ¥«rkp$gt  me»  nu  hMleidaig 
eene  der  def  deaMgtevergellkii^eii 

Cf 

wtamk  men  jr  of  5r  bepalen  kan,  soodra  de  gegevens  ia 
getaUen  ntgedrakt  aqn.  ^ 

¥00»  het  bqsoadere  geval ,  dat  «  =  «  s=  2o  en  ji  =  ^ 
mogt  sqn ,  gaan  de  vergel^kiBgen  (3)  en  (4)  over  ia 

'•  +  «       »^- »*  +  »  +  *  —  "' 

terw^l  deae  wederom ,  voor  a  es  è,  naar  beliooren  geven 
»  z=z  io    en    y  =  §«. 
Voor  bet  bgsondere  geval,  dat  bet  punt  P  in  de  zijde  AC 
mogt  gegeven  s^n,  ia  m  =s  O  en  AM  sr  ji;  de  vergel^kin* 
gen  (3)  en  (4)  worden  dan 

aan  deae  vergelijkingen  voldoen  nu  de  volgena  (Ij  overeen- 
atemmende  waarden  x  sa  O  enycsa^  welke  eobter  niet 
aan  bet  voorstel  beantwoorden*  Deelt  men  alaoo  (b)  door 
s ,  en  (6)  door  y  -^  e  1  dan  beeft  men  voor  dit  geval  de 
vergelijldngen  * 

ap+6q  ap+èf 
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waafait  geTondcn  wordt 

'  — 2(ap^g)  "l'-' 

f«>~«)ap±|/{(«H-»i)««»y'-t-»g*«Wi»}  ;-. 

eji   jr  = i(v-hh}  •  •   •   *   ^^^ 

Ia  de  formole  (7)  kan  «lechls  hel  teeken  —  yóór  de  woi^ 
telgitxitheid  gcèrnikt  wordeè ;  vaat  eoo  men  liet  teeken  + 
gebndkte,  en   dan  den  bataten  term  o^der  bet  wortelteeken 

1109 

verwaarloosde,    aoa   men   jp   ==   c  -f-  ^    .     of  x  >  o 

9p  ^  éf 

vinden;    sonder    verwaarlooBing    van    genoemden    laataten 

term ,   son   dut  aeoo  veel  Ie  meer  jr  ^  o  cqn ,  hetgeen  met 

den   aard   dea    vraagatokt  niet   overeenkomt.    Opdat  verder 

jr  «h  y  =s  e  s^ ,    aal  men  dan  in  (8)  aleohta  het  teeken  4- 

vóór  de  -mirtelgrootheid  kannen  bezigen ,  soodat  men ,  voor 

het  bqsonder  geval  ^  dat  M  =  O  gegeven  Sa »  alleen  heeft 

*  -"  Hop+6f) 

ll?aa  bovendien  n  ^  O,  soodat  ook  nog  het  pant  Q  in 
de  aqde  BC  gegeven  en  BV  :^  g  ware,  dan  zon  men 
hebben 

bcq  BM 

ap^  éq  ^         «P  +  «y' 

hetgeen    ook   gemakkeliik  terstond   gevonden   wordt ,  indien 
men  M  en  N  onmiddeH^k  als  de  gegevenè  ponten  aanneemt. 
XCIII.     V  o  o  K  a  T  B  £• 
Door  J.  Bassait. 
Bmiion    oenen   eirkei  n^    t^ee  pènêen   gogoven.     Men 
emmgi  in  den   omtrek  van  dien  oirM  een  dorde  punt  ie 
vinden,  Moodanig  t  dat  van  de  l^nen,  die  de  gogeveno  punten 
met  kei  gevraagde  vorvenigen,  door  den  eirkei  gelpke  koor- 
den werden  a/geeneden. 

QrosiioaT  door  h  B^aaAir ,  J.  S.  Spxijbr  »  W.  L.  Ivanoh 
en  R«  VAU  na  Wsmn» 

Oritoaaivo  van  h  AAasAjr* 
laten    A    en^  B   (Rg.  6»)    de  gegevene  pnnten  holten  den 
cirkel ,  M  dcazelfa  middelpoat  en  P  het  te  vindi^»»  nn«*  vaq 
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detselfli  omtrek  sqn;  indien  men  dan  de  l^en  AP  en  BP 
trekt ,  den  eirkelomtrek  in  Q  en  R  «nijdende ,  lal  PQ  =  PR 
^pezén* 

Trekken  wq  de  Ignen  AM  en  BM ,  en  daarna  eenen 
straal  HC,  die  den  hoek  AMB  in  twee  gelqke  deelen  deelt, 
dan  kunnen  wq  als  gegeTen»  aannemen:  AM  sa,  BMs=  &^ 
CM  =  r  en  hoêk  AMC  =  hoek  fiMC  ^  «;  en  zoo  wq 
▼ervolgens  nit  P  door  M  de  middell^n  PD  trekken  en 
koek  CMD  =  ^  stellen  y  sal  het  ter  bepaling  yan  het  pont 
F  slechts  noodig  sQn ,  den  onbekenden  hoek  0  vat  de  aan- 
genoraene  gegevens  te  berekenen* 

Uit  de.geli^heid  der  koorden  PQ  en  PR,  volgt ,  dat  ook 
de  bogen  PQ  en  PB  gelijk  sqn;  de  bogen  QD  en  RD,  die 
bndne  aanvnlsels  tot  den  halven  omtrek  aijn,  sign  dos  mede 
aan  elkander  geUik ,  en  hiemit  volgt  weder  de  gelqkheid  der 
boeken  QPD  en  RPO;  wq  kunnen  dns  ook  nog  hoêk  APM:=; 
koet  BPM  ;=:  f  stellen.  In  de  driehoeken  APM  en  BPM, 
is  dan  verder  ^ 

hoêl  PAM  =  Aosifc'AMD  —  koel  APM  =s  «  «0  —  ,^ 
en  koek  PBM  =  koek  BMD  —  koek  BPM  =  «h-<^  — i^» 
soodat  wq  nit  die  driehoeken  kannen  afleiden  de  evenre- 
digheden 

Sin.  (a  —  0  —  4r)  :  Sta,  f  =  PM  :  AM  =  r  :  « 
en  Sim.  (a  +  0  -^  ^)  i  Sin.  ^r  =  PM  :  BM  =  #> :  6, 
of  de  vergelqkingen 

0  Sin.  («  —  0  —  4f)  =:  r  Stil.  4»    .    .    .    (I) 
en  6  Sin.  («  +  ^  —  4»)  =  >  Sin.  4» ,  •    •    •    (2) 

waarin  de  twee  onbekenden  ^  en  ^  voorkomen. 

Cit  (l)  kannen  wg  achtervolgens  afleiden : 
s  Sin.  {a^0)  Co:  ^  —  «  Coo.  (m^^)  Sin.  i|f  =  r  Sin»  ^^ 
tf  Sim.  {w--^)  —  •  Co9.  (a^(P)  Tang.  +  =  r  Tang.  ^, 

^         ,  m  Sim.  f«— <È)  -^. 

nit  (2)  Tolgt  dMgel^kt 

'^"'«•♦-r  +  *Co..(«+4»)'  •  •  •  (4) 
soodat  wq.^  door. deze  waarden  van  Tang.  ^  aan  elkander 
gelqk  te  stellen ,  eene  vergelqking  verkregen ,  waarin  ^  al* 
leen  als  onbekende  voorkomt  ^  namelqk 
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fl  iS»ii«  (m  —  (P)        ^^       h  Sin,  (»  +  ^) 
r  +  a  C0ê.  («  —  ^)         r  +  *  Cot.  (a  +  ^)* 
Door  verdrgving  der  breaien  en  Verplaatning  der  termen , 
verandert  dese  vergelgking  in 

ar  Sin*  (a  '^  <p)  ^-^  ht  Sin»  («  -f-  ^)  =^ 
=  nifSin.(a+(p)Co9.(n^0)^Sifi.(a'^(p)Coê.{ari^)y 
de  laatste  factor  van  het  tweede  lid  ia  niet  anders  dan 


de  ontwikkeling  van  Sin.[(a  4.  ^)  ^  («  —  ^)j  zsSin.Z^^ 
soodat  W9  hebben 

«f  Sim  (m'^  <P)  —  6r  Sin.  («  +  ^)  =:  o^  Sin.  20 
of,  na  ontwikkeling  en  Tereeniging  Tan  termen , 
{m-^è)rSin^Coê4^a+6)rCo9.nSin4=&niSin.0Coê4. .  •  .(5) 
In   dese  Tergelql^g  iSSïsi*   ^   r=    |/(l  — -  C99.^<p)  sobsti» 
toerende ,  wordt  «9 

(o— 4)r&«4iCot.0r={2a^Cot.04-(a+^)rC0t4i}V'(l~G)t.'>0), 
en  soo^  wg  -haar  vervolgens  in  het  vierkant  brengen ,  komt 
er,  na  behoorlqke  herleiding  en  rangsehikking , 

in^è^Co9.^0'^a6(a'i'ê)rCo9.nCo9.^0     \ 

'''ia5{n+i)rCo9^Co9^(a+iyr^Co9.^n  ) 
Dit  dese  vierdemagtavergel^king ,  kan  na  de  waarde  van 
C99*  0  door  benadering  gevonden  worden,  soodra  de  b»- 
J^enden  in  getallen  gegeven  s^n ;  hierdoor  wordt  dan  ook  <p 
xelve  bekend,  terwijl  dan  verder  door  (3}  of  (4). de  waarde 
van  ^,  en  vervolgens  ook  de  'lengte  der  gel^ke  koorden 
PQ  ^  PR  =:  2r  Co9*  ^  kan  worden  berekend. 

Aamicsbsihgbii  van  J.  Badom  GnijiKirt  P.  Neemt  men 
op  MA  een  stak  ME ,  hetwelk  derde  evenredig  is  tot  MA 
en  MC;  desgel^ks  op  MB  een  stok  MF,  hetwelk  derde 
evenredig  is  tot  MB  en  MC  $  laat  men  verder  oit  E  en  E 
loodlqden  £G  en  FU  op  MC  neder ,  en  stelt  men  MG  z=  wê, 

EG  =  fi,  MH  =  p,  FH  =  g,  soo  is  ME  =  ^,  ^^  =  7 

«n  dos 

fiS  r'  r'  r' 

■•  =  — <70t.«,  fi  =  — Sin.»,  p  =  -^€09^,  q  ==  -7-Sifii«, 

a  a  '^  9  '         9 

waaroit  volgt 

{a+è)T*Co9.a                             (a^è)r^Sin.n 
-+''=^ Vè eni— y  =  -.^ jjj , 
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of  ook 

(a+b)rCo,.»  =  ^^  en  (a~i)rSin^=^  Iü=?l!L*. 

tiierdoor  gaat  de  vergelijking  (5)  over  in 

%rSin.<pCoB4+{n^il)C0ê4^(m+p)Sin4  =rO  j . .  •  (5' ) 
en  hieroit  TÏndt  jneo ,  in  pUato  i^«n  (6) ,  de  TÏerdeBMgta- 
▼ergelqking 

4r»C<Hi.4(^  +  4f<M  +  p)  Co:^(p     \ 

^  4r(m  -^  p)C0$.  0  —  («  4.  p)«       ) 
waarin   nien    behalve  r  de  vier  Iqnen  m,  n ,  p  eA  f  êk  gb^ 
gevens  kan  aanmerken»  Men  merke  eebler  op^  dal  dene  Titr 
laatite  gtgevena  niet  onderling  onafbankel^  sgn,  ukmt  aan  de 

voorwaarde  —  =  —  of  m  =:i  mi  moeten  yoldoen. 

2'.  Neemt  men  M  tol  oorsprong  van  onderling  regflioe- 
kige  coördinaten ,  en  liC  als  het  negatieve  deel  rau  de  as 
der  ahscissen  aan ,  en  stek  men  dan  de  coördinaten  Tan 
het  te  Tinden  pant  P  door  *  en  y  Toor,  koo  is  jr ::;  r  C7o««  4^ 
en  y  =  r  Sin.  ^;  de  Tergel^king  (5')  na  met  r  Termenig- 
Tnldigd  te  z^n ,  gaat  hierdoor  over  in 

2arjf  +  («  —  f)x  -^  (m  +  p)y  =r  O,  ;  .  (7) 
faetgeen  de  Tergeli)klng  eener  hyperbool  is.  Zoo  men  dm 
defee  hyperbool  oonstraeert,  sal  w^  door  hare  snqding  met 
den  enrkel  het  begeerde  pont  P  doen  kennen. 

In  het  oog  houdende,  dtt  m^  =s  ^  is,  rfndt  men,  det 
aan  de  Tergelijking  (7)  Toldaan  wordt  door  ir  ^  «-^  «1  en 
y  =t^  «,  alsmede  doorjrsr:— ;ieny  =  yte  nemen; 
hiemit  Tolgt,  dat  de  genoemde  hyperbool  door  de  ponten 
E  en  F  gaat.  Voorts  voldoen  cók  s  =  O  en  y  :s  O  aan 
de  vergelgking  (7) ;  de  hyperbool  gaat  dos  almede  door  het 
pnnt  U« 

Wanneer  men ,  na  de  pnnten  £  en  F  Tereenigd  te  heb- 
ben ,  de  Ign  £F  middendoordeelt  in  O ,  en  uit  O  de  loed^ 
Ign  01  op  MC  nederlaat ,  is  blgkbaar  O  het  middelpnnt  Tan 
eenen  reglhoek  EETP*  en  derhalve 

MI  =  §(MG  +  MH)  =  §(«H-^), 

01=  iCFB^  EG)  =  Jfy  _  „J; 

y^ril  men  das  de  coördinaten-assen  evenw^dig  aan  rich  aelve 
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verplattUen ,  soodat  ng  door  het  pool  O  gaao ,  dan  sal 
neoi  de  nieowe  coördinaten  vm  eenïg  punt  der  hyperbool 
(7)  door  x'  en  jf'mandoidende,  in  de  vergelQking  (7)  moe« 
ten  sobttitueren 

#  SS  jr*  ^  i(«  +  />)    en    3f  ==:  y  ^  éf?  —  «)* 
Waardoor  aan   Toor   de  ver gel^lsuig  der  hyperbool ,  ten  op- 
^fe  van  die  nieawe  asaen,  Terkrqgt 

y,' =  f(«  +  ;i)(«  -  ,) (8) 

Bierait  bl^kt^  dot  O  het  middelpunt  en  £F  eene  middel- 
en der  hyperbool  it;  dat  Iqnea  door  het  pant  O  evenw^- 
dig  met  en  loodregt  op  CM  getrokken  hare  asymptoten  agn» 
ea  dat  alzoo  de  hyp^bool  ^leive  gelgkzQdig  !«• 

3^.  üit  het  aangevoerde  volgt  na  deze  constrnctie :  trek 
Dit  de  gegevene  pnnten  A  en  fi,  naar  het  middelpont  M  van 
den  gegeven  <arkel  (Fig.  66) ,  Iqnen  AM  en  BM  den  omtrek 
in  K  en  L  anqdeiidey  en  deel  Aeejfc  AMB  middendoor  door 
eoia  Iqn  MO;  maak  M£  derde  evenredig  tol  MA  en  MK, 
en  MF  derde  evenredig  tot  MB  en  ML)  trek  £F  en  deel 
dese  li|n  in  O  middendoor  |  trek  door  het  pqnt  O  eene  }i)n 
XX'  eveAwqdig  met  CM  »  en  eene  Ign  YY'  loodregt  op  CM; 
beschrgf  eindel^k  eene  hyperbool ,  welke  de  l^nen  XX'  en 
TT'  lot  aayroploltin  heeft  én  door  een  der  ponten  M  ,  E  of 
F  goaty  dan  zal  deze  hyperbool  den  omtrek  des  cirkeb  in 
het  begeerde  punt  snijden. 

De  pnnten  A  en  3  bniten  den  eirkel  gegeven  aqnde, 
moeten  de  ponten  £  en  F  q^od^akel^k  binnen  den  <iirkel 
vallen ;  de  cirkel  zal  das  door  de  hyperbool  altgd  ia  vier 
panten  P  gesneden  worden,  die  alle  aan  de  v^eag  bejsnt- 
woorden.  Toor  één  dezer  pnnten^  zgn  de  gelijke  koorden 
werkelqk  gedeelten  Ton  de  IQnen  AP  en  BP;  voor  de  drie 
overigen  kannen  deze  gel^ke  koorden  bei^e  of  een  van 
beide  in  )i6t  wlengde  der  lijnen  AP  en  BP  vallen.  Het 
bestaan  dezer  vier  ponten ,  stemt  overeen  met  de  vier  be- 
staanbare waarde»    van   0 ,    welke  de  vergelgkihg  (6)  moet 

opleveren* 

4^.  Toer  tw^  def  gevond^e  ponten  F,  slnit  de  gelpt' 
heid  der  koorden  de  ge1i|kheid  der  hoeken  APM  en  BPM  in 
zich;  voor  de  twee  andere  volgt  ait  de  gelqkheid  der  koor- 
den,   dat   de  hoeken    APM  en  BPM  elkanders  supplementen 
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isijn.  Ons  Toorslel  lost  dus  de  reeds  vroeger  behandelde 
▼raag  op  (2ie :  Verx*  van  Wiek.  FoonU ,  L  Dbsjl,  XXII* 
Voorstel*)  Om  hét  punt  te  vinden,  waar  de  paai  eener 
kolf  baan  moet  geraakt  worden  door  eenen  hal^  die,  uit 
een  gegeven  punt  voortgeeiagen ,  door  den  paai  naar  een 
ander  gegeven  punt  nai  teruggekaatet  worden.  Van  de 
vier  punten  P  is  dan  het  begeerde  datgene ,  voor  hetwelk 
de  beide  gelijke  koorden  in  de  verlengden  der  l^nen  AP  en 
£P  Tallen  ;  en  dit  sal  roet  een  der  vier  panlen  P  slechts 
dan  kannen  plaats  hebben ,  wanneer  de  Ign ,  die  de  ponten 
A  en  fi  vereenigt  den  cirkel  niet  snqdt. 

XCIV.      VOOKSTBI.. 

Door  J.  Bassak. 
Te  integreren  de  vergelijking 

Kx  ^^^  (jry  —  x^)V{y^  — '  *^)  *"'  **y 

a>  ~  (y*  -  »y}i/Cy»  -  x^)  —  *y* 

Opgelost    door   L  Bassan,    W.    L.  1vanoB|  J.  S.  Spbi* 
jEK  en  R.  YA»  DB  Webrs.    . 

l.    Oplossjno  van  J.  Bassak* 

De   breuken   yerdr^Tende ,  verandert- de  opgegevene  Terge- 
lijking  in 
fy*— xyj2^x|/(y'— *»)— xy«2rjc=:(jry— «aj^yi/fya^jpaj^jpay^y^ 

dat  isy  na  verplaslsing  van  termen , 

•(y«?4r--*5faf*— jpy?y+4raaryjj/fy«— *«)==xy(yar4P--jfafy); 
deze  vergelgking  door  xy'  deelende,  komt  er 

.         jTx        ?y        /tfx        x}fy\  pKx^xJy 

fflfx  —  xiy 
ïfL       ÏE        ytx^xTly y^ 

'     ""    '•     "v{.-(f)-}' 

>  — 
of  !f-?y-?.iL  = 

X         y  y 


En  hiervan  blqkt  onmidJellijk  de  integraal  te"  zi}n 

XX  X 

Nep,  Log*  —  —  —  ;=  Boog  Sin* 1-  Comi» 

y     -  y  y 


Digitized  by  VjOOQIC 


Kep.  Log.  —  =  v/2-^"'  4-  Comi. 


OPGAVEN.    N».  94.  18^ 

il.    OPI.OS8INO  van  W.  L»  Itanoh. 
Na   de    breuken    verdrewea    te   hebben ,  kau  men  voor  de 
opgegevene  vergelqking  schrijven 

of,  door  veieeniging  van  termen, 

waaruit  dan  verder  volgt 

i^        "•  (y  -  j?)  v^(y*  -  *')' 

Alanu  integrerende ,  komt  er 

UI.    Oplo88iii&  van  i.  8«  Sfsijer  #«  R.  tan  os  Wjeerd. 
De  gegevene  vergelijking  kan  ook  aldus  geschreven  worden : 

en  deelende  nu  teller  en  noemer  Tan  het  gebroken  des  twee- 
den lida  door  (y  —  x)  |/(y«  —  x^)  —  xy ,  zoo  komt  er 
terstond 

2[4P  _^    *^       ^    2[x  ^ 

waarvan  de  integraal  is 

Nop,  Log.  X  =:  Nop.  Log.  y  -)-  ConoU 
Hiervoor  kan  men  schrijven 

Hop.  Log.  s  z=:  Nep.  Log.  y  +  Nep.  Log.  e , 
of,  van  de  logarithmen  tot  de  getallen  overgaande, 

X  =i  ey] 
moetende   o   ^   1   zgn ,    omdat    anders  |/(y'  —  x^)  onbe- 
staanbaar soa  wesen. 

Aaümsbsiuio  van  S.  Badoit  Guijssn.  De  schqnbaar  ver- 
schillende uitkomsten  der  drie  voorgaande  oplossingen,  be- 
hoeven geene  bevreemding  te  wekken*  Immers  in  de  inte- 
graalvergelqking 

XX  X 

Nop.  Log.  —  —  —  =r  Boog  Sin. J-  ConoU^ 

9  Sr  9 

welke  door  de  eerste  oplossing  verkregen  is ,  komen  x  en  y 
niet  anders  voor,  dan  door  middel  van  derselver  verhouding 

— ;   die  integraal vergelqking   leert  dus,  ten  aanzien  van  de 
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▼eranderlqke  grootheden  x  en  y,  ook  nieU  anders,  dan  dat 
denelver  verhoading  standTaitig  ia,  £n  hetzelfde  kan  ge^ 
segd  worden,  met  betrekking  tot  de  integraalvergelijking  ^ 
die  in  de  tweede  oplossing  gevonden  is}  want  men  behoeft 
haar  te  dien  einde  slechts  in  den  vorm 

»+- 

Nêp.  Log*  —  zsz  1/ ^  +  ConêL 

"^  y 

te  schreven.  Elk  der  voorgaande  oplossingen  leidt  doa  tot 
het  besluit ,  dat  de  verhouding  —  standvastig  ia,  en  dit  be* 

y 

sloit  wordt  door  de  derde  oplossing  seker  op  de  eenvou- 
digste wqse  verkregen. 

XCV.    VooasTSx.. 

Door   J.  fiASSANt 

Do  waardo  oan  y  to  vindon  ^  uit  do  vorgoipking 

y?f  —  v'O  +  *") 

iTy    —  1  +  X»  —  a 
Ofoejlost    door   J.    S.   SpBijaa,    J.    Sassam,  R.  tan  db 

VfZERD  on   W.   L.    IVAHOB* 

Oplossimo  van  J.  S.  SPBijsa. 
De   gegeyene   vergelqking  aiach«dende ,  Terkrqgt  men  on- 
middellqk 

dat  is    ??  =  *xi/fl4-*») ~ . 

Deze   vergelijking   integrerende ,  en  tevens  de  wiBekewige 
•tandvasüge  bg  bet  eevate  lid  voegende,  komt  er 

Nop.  Log.  09  =Xgxi/(l  +  »«)  -  n J*-J^j 

maar  nn  is  (Zie  l.  R.  Sobicij>t  ,  Diff.  on  Imi.  Rot.  §  188 
en  5  189} 

en  derhalve,  door  substitutie  dezer  waarden. 
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Hiervoor  kan  meo  «chterTolgens  scbrqven : 

Ktp.Log.eyNep.Log.  (*+i/(lH-jr«))  *— =J*i/(l  +x») , 

«n ,  Tan  de  logarithmen  tot  de  getallea  overgaande , 

derhalTe  heeft  men  dan  eindei^k 

waarin    •  het  grondtal  der  Neperiaans^e  logariChmen  ,  en  e 
eene  willekeurige  standvastige  verbeelden. 

XCVie       VOORSTX    L. 

Dóor  S.  Dik,  Corksz. 
Welk9  iê  de  waarde  van 

y  —  ^^  l(3fs.-l)«  -^  (;r3-l)'ï  i  ^ 

OïOBiiOST   door  S«  Dis,  Cormss.,  J.  Bassan,  J.  S.  Spm- 
JX&,  R.  TAM  »s  WsxRo  en  W.  L.  Ivan^h. 

Oplossing  vmn  S.  Dik,  Corksz* 
Sdurqv^n  w^  do  opgegevene  vergel^ldng  vooreerst  in  den 
vorm 

^  ""**  I2(jr»-lj»  ^       2(*3-.i)s      ƒ' 
en  stellen  wq  vervoigens 

i =  Sin.'^Ó . 

^"^  ^•--^  =  55^^ 

•n      3,.>,-_2£ff:^ofI±^-£!2:^ 

soodit  dan  de  opgegevene  Tergelqkuig  overgaat  in 
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Stellen  wij  rgt^T : 

Toor  de  jBoèrdinatea  Yfja  het  pont  P ,  a   en  6^ 

9      tf  »  9      A        8     B|  a'  en  6'; 

»      »  n  8      0        8     jS  )  I»  en  7 ; 

dan  sqn  /»  en  ^  opderling  onjrft?j»nfcelqke  gegevens,  a'  ea  V 

gegevens  die  moeten,  voldoen  aan  de  vergelqking 

»aa'»  +  m»f »  =  m*»^   •    .    •    .    .    (1) 

terwql  p  en  9  onbekenden  ^gn ,  die  van  elkander  afhangen 

door  de  yergelqking 

n^p^  +  m*g^  =  rn^n».   .    .    .    ,    .    (2) 

Toorts  heeft  m^p  dao: 

4'— 4 

Toor  de  vergelgking  van  de  Ign  PR,  y— 4  s=  -7 (*— «}  > 

n  — n 

8     8  8  8     8    8   BS.  y— *  =  * {JT— a) ; 

en  daar  deze  Iqiipn   Iqpdiregl    op  elkander  staan ,  is  volgens 
den  bekepden  r^gel 

II'  -  a  —  "  f"iri*  •  •  •  •  «^  (3) 

Pe   te  berekjsnen  leagie    der  l^n  PS,  of  den  afttand  van 
P  tpt  S  j  s  noemende  ,  he|iben  yni  vooreerst 

omdat  ec^iter  volgas  (3)  ^  —  ^  =  —  jr^^  O  —  »)  i*, 
gaat  deze  waarde  van  s  t^rsVpnd  over  in 

• =^-1  A(^  -  •)'  +  (»'  -  *)'}.• .  •  (*) 

iraarin  na  nog  s^chts  de  onbekende  p  voorkomt. 
Om^  ook  deze  te  bepalei\,  frek]^en  wq  uit  (3J 

_  —  (^'   —  4l)y  +  (gg*  +  bV  ^  ga  _  ^aj 
ï  —  — ^  -     i'  _  l  f 

en  brengen  deze  waarde  i«  (2)  o.yer,  dan  komter  na  herleiding 
(m»(g'— g)»+it»(«?-.^)»};,*  . 

-2faHii'-«)(«?:4-W'-a*-*»>  }  =0,^(5) 

ait  welke  vierkantsvergel^óng  men  p  kan  oplossen. 
SteOep  wip  gemakshalve: 

^g'_a)«  +  («'  -^;»  =  c»,.    ...    (6) 

w?(é^  —  g}«  +  n.^{V  -  6)»  =  »yt,    ,    .    (7) 

en  ag',  +  W,  —  g«  —  «*  =ƒ»,    •    .    .    •    (8} 
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dan  hebben  wi^,  in  plaüts  Tott  (4), 

'  =  'f^,'-    •  ^  •  •••  w 

terwql  dé  rei^él^t^jg  (^>  Wordt 

ofwel        p^^i  -4ï~''  "*^  ^ -^' 

'— — d«    ==  »^i    II*  d»      P 

of  p= . -jj  -. 

Dit  (7)  Tolgt  onmiddellqk 

xoodat  de  voor  p  gevondene  -  waitfde.  vbdltTérst  overgaat  in 

p  si = j; ^ ^i 

d«or'U«H«n  «'af  tfe 'tTCtteny  vinden  w$ 

i    i>— »= = ^T" ' fOö; 

en  de«0^  uTalirdir  in»  (9)'  overbTen5gBrfac V  verkregen -w^^^vèor 
de  te  berekenen' lé^gte^défr  li^s  PS 

Deze  nitdrakking   kan  nog  op  de  Tolgende  wgsè  Intffeid 
worden.    V&l^sne  (8)  en  (7)  i* 

ƒ  •  =  a(a'  —  *)  +  «(«''  —  6) 

^      ,         'si  =  (•'  - «)»  +  £-*  (»'  -  *)•} 

IfieAA'^olgtt 
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SteUeii  wq  ym^T : 

Toor  de  coördinaten  Tfja  het  pant  P ,  a   en  & ; 

r     tf  »  9      1)        8     B)  a'  en  6'; 

»      »  »  9      n       li     St  p  en  g-J 

dan  sqn  41  en  ^  opderling  onafl^nkelqke  gegevens,  a'  en  V 

gegevens  die  moetidn.  voldoen  aan  de  vergelqking 

«*«'»  +  m**'»  =  •!*«% (1) 

terwql  p  en  9  onbekenden  ^gn ,  die  vaa  elkander  afhangen 

door  de  yergelgking 

n^p^  +  m*g^  =  »i«ii*.   .    .    .    •    .    (2) 

Toorts  heeft  mep  dao: 

&'— & 
voorde  vergelgking  van  de  Ign  PR,  y— ^  s=  -7 («—«}; 


M 


9— a 


8      D  p  B      ft     O    BS; 

en  daar  deze  lq%en*  lqpd|:eg(   op  elkander  staan ,  is  volsens 
den  bekepden  r^gel 

«  — »   T^  .••      •      •      •      •      •      101 

a   -r  «  y  —  ^  V 

pe   te.  beregenen  leqgte    d^  l^n  PS  ^  of  den  afttand  van 
P  tpt  S ,  s  noemende  ,  hebben  wii  vooreerst 

/=  l^{fr  -  ay  +  (jp  I.  *j»); 

qmdat  ec)iter  volgens  (3)  ^  -r  ^.  ~  —  -rr—A  (p  —  «)  i»i 
gaat  deze  waarde  van  s  t^rslpnd  over  in 

*  =?  r=n  *^ff*' ""  •^'  +  ^*'  -  *^'}-  •  •  w 

vraaria  na  nog  ■(«chts  de  onbekende  p  Toorkomt, 
Om.  ook  deze  te  bepakq,  ^rekken  vrq  uit  (3) 

__  -^"  (o'  —  4p  H-  («<>'  +  *y  —  a'  —  *') 
ï  —  "^^  ■    f  —  «  ' 

en  brengen  de«e  waarde  in  (2)  o.yer,  dankpniternahwIeidiBg 
{«'fa'— •)»+««{«?— «)«);>«  » 

nit  welke  yjerkantsrergelgkiog  men  p  kan  oplotaen. 
SteBei^  w^  gemokahalTe: 

^'  -^a)'  +  (6'  -  *J»  =  o»,  .    .    .    .    f6) 

m,»(»!  —  «)»  +  »»(«'  -  «)»  =r  a»i<ï«,    .    .    (7) 

en  «a',  +  M',  .-  a*  —  «*  =/*,    ....    (8) 
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dan  hebben'  wq',  in  plahts  toU  (A), 

.}    .;-....  (9) 


u.      p  —  a 


terwql  d«  vei^tl^ttg  {&}  Wordt 

ofwel       p^-i -^  ^  ^,    >  +  ^— ^ ^  =  Ö, 

<#Mmt>«ölgt 

' ^ —  *  »^i' — IF  ^ 1-» 

of    ;,= ;_ — ■ 

uu  (7)  Tolgt  onmiddellqk 

d»  -  fif -«>.-- ^  e*'-*jv 

soodat  de  voor /i  gevondene  waaVde.Tbdltrérst  overgaat  in 


p-= 5; ; 

dttor'bkrHn  «'af  tb  tTCtten-;.  vinden  w|  ' 

en  d««»  Wafcrdtr  io'  (9)-'  overbrei^pfifde  y.  verkregen -wg^^tOor 
de  te  berekenen' kugte'dék-  ^a  98 

Dese  nitdmkking  kan  nog  op  de  Tolgende  wgaèlntfad 
worden.    Vbl#n«  (8>  en  (7)  i* 

f»  =  ii(a'  ~  »)  +  «(«''  —  6) 

en  Ü'  =5:  (a'  -  «)«  +  £.^  («'  -  «)»} 

tteAA'Nrolgt: 

a<P  =  a(a' ;-  i)»  -f  ^;(i'  —  «;»a , 
O  2 
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soodat  dan  de  roor  %  gevonden  rorm  Terandert'  in 

Laat  men  dé  «llips  in  een'  cirkel  overgaan,  dan  wordt 
m  :s^  n  en  dos  ook  o  =  if  ^  waardoor  men  op  deselfde 
rergelqking  nederkomt ,  die  in  het  bovengenoemde  vooratdir 
geyoÉdeii  ise- 

Als  het  gegeven  pont  P  het  middelpunt  is ,  dan  s^n  «  en 
è  beide  nnl;  in  dit  geval  is  dan  ook  /  =  0,  m*d^  = 
Pift^fl  j^  na^'a  en  c  =r  |/(a'^  +  V^).  Alsdan  vinden 
WQ  voor  de  Iqn  PS 

HO  a''  -4-  &'^ 


XCVIIL  VooRSTSz.. 
D^or  R«  VAM  DS  Wbbbd. 
Binnen  êênê  etlipê  iê  één  punt  P  (Fig.  67)  gêgêven.  Vit 
Ui  punt  trekt  men  twee  enderling  regthoekige  l^nen,  en 
daarna  vereenigt  men  de  punten  Bi  en  S ,  waar  de%e  l^nen 
de  ettipè  ontmoeten.  Aienu  begeert  men  de  meetkunetige 
plaate  van  het  punt  l  te  vinden,  hetwelk  de  vereeniginge^ 
l^n  RS  middendoordeelt.  \ 

« 'OroBZxisT  door  J.  S*  Spbijm  en  R.  van  ub  VfmuRD. 
Óplossimo  van  J«  8«  Sbbijbb. 
Nemen  w^  weder  de  assen  AR  en  CD  der  ellips  lot  coör' 
dinaten*assen   aan;   zq   AB  =  20t,    CD  =  2ii,   en  stellen 
W9  verder: 

Toor  de  coördinaten  van  bet  pont  P,  a   en  ^; 
PI)  8  o     »        8     R,  f'  en  /; 

B    ^s  I  8     8       8     S,  I»   en  ^; 

dan  hebben  wq  hier  deselfde  vergelQkingen  (1) ,  (2)  en  (3) 
als  in  het  voorgaande  voorstel,  mits  w^  slechts /i' .en  g'  ia 
plaats  van  a'  en  ^'-sóhnjven,    Ahsoo  is  daa 

nya  4.mY«  =  m'iiS     •...(!) 
n^p^  +  m^q*  =  *•*«• ,      ....    (2) 

tjzJ  —  _  iJZJ. f3) 
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Laten  ToorU  x  m  p  de  coördinaten  van  het  pant  1  zfin  ^ 
dan  hebben  w^  p  omdat  dit  pont  midden  tnsachen  de  puiilen 
R  en  S  Ugl, 

p  +  p'  =2* (4) 

en  .    g  +  f'  =  23f (5) 

Wi}  hebben  doe  rijf  yergelqikingen  liMschen  de  lee  onbe- 
kende grootheden  x,.  y,  ?%  9 9  p'  ^^  9'*  JJierTan  moeten 
no  de  Tier  laateten  geëlimineerd  worden ,  waarna  wil  eené 
Tergelqldng  tasschen  «  en  y  snllen  oTerhonden,  die  dan  de 
vergel^king  van  de  bedoelde  meetkqnstige  plaats  aal  weien. 

Trekken  wij  (l)  van  (2)  af  ^  dan  komt  er 

n^(p^  -  />'*)  -H  •••(**  -  y'*)  =  O 
of     ji»(;i  +  p')(p -/>•)  +  «»(y +  /}(*- y')  =  0. 
maar  uit  (4)  ea  (5)  volgt  /i'  =  2*  —  p  en  y'  =  2jf  —  q, 
en    door   sabititutie    dezer   waarden   gaat  de  laatste  yergeüH 
king,  na  deeUng  door  4,  over  in  ; 

n^x{p  -  *)  +  «»yf^  -  y)  =  0. 

waaroit  volgt 

n^x 

y  —  y  r=  —  —-(;>  —  4P).    ..•.    fCf) 
^  y  •   . 
Siibetila€0ren  wig  de  waarden  pV  s;:  Ix^rp  en  q'  =r  2y^^ 
almede  in  (3)|  dan  komt  er 

2x  -^  p  '^  a  ï—  ^ 

of     (2y  -  ï  -  é)(g  -  *)  =  -  (2*  -  p  -  «JO  -  •) , 
waarvoor  geschreve|i  kan  worden  1    .   . 

of    (p  -  *)»  +  (y  -  y)*  =  (a  -  *)»  +  (^  -  jr)^ 
hierin  Tolgens  (6)  (g  —  y)*  =  -^^  (p  —  *)*  «nbstitoeren- 

**  y 

de ,  Tinden  wg 

(p  -  ,)^{i  +^}=  («  -  ')*  +  (*  -  y)s 

waaroit  onmiddellijk  volgt 

fn  -  ^\^  —  (g  -  x)^  +  (^  -  y)^         .  , 

(P  -  *r  —  ..   -nf^^H-mV        X  «  y  •  •  •  IV 

Dit  (6)  volgt  ook  nog 

«ly  =  «y  —  -—  (p  —  *; 
03 
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éii^jr'* 


deze  waarde  van  m^g^  substitoeren  wij  in  (2),  dUn  kdmlr  elf 

"•  y 

wasTTOör  gesctirev«a  kan  wórden 

kierait  volgt  dm  MMond 

en   deze   w«arde    vttfi    (/r  -^  *)» ,  niet  (7J  ^m^leken ,  geeft 
ons-,  Toor  dé  begeerde  vei^ielijking  toaschen  X'  enP-  y,, 

Indien  wq  den  telJer  van  bet  eerste  Itd  dtit^Men ,-  d4 
brenken  verdrgVêli^  en-  verbolgens  de  verg^l^Ung  behoorlek 
herleiden ,  komt  er 

-h«»ii«((a^+«*)C«»*'+«*y*M«^''+»»^y»)}=0; . .  (9) 

dè  gevraagde  meedkinstige  plÉstii  iè  dbs^  eene  Mtittibië  1^ 
van  de  derde  orde. 

Vfii  znllen  ons  iliet  ophouden  niet  Bet  nagaan  van  den 
loop  deser  kromme ,  maar  ons  vergetroegén  met  de  volgende 
t>pmerklhg€fn : 

Ia  .6  =  0|  dat  is,  ligt  het  pnnt  P  in  dèr  as  A'0,  dlh 
wordt  onze  vefgel^ktng* 

(j(,a4.««)(ïi*««4.m*y«)«i-2i?r?**tii»ir^^^ 
j^w^n^  {a»(^»*^H^*yi»M#i**«+«^y«)}=0; 
indien   daarenboven   a  =r  O  is,    dat  is,  indlien  het  pant  P 
het  middelpunt  der  eUips  is ,  dan  komt  er 

(^a+«?)(pajp«+»*y»}»  =t  fl|**a(«*4r»+Ji|4y«},. 

Nemen  wq  «i  =:  n  =  r,  enf  lAfèii  wg  dus  de  ellïpa  tot 
een'  cirkel  overgaan ,  dan  wordt  de  vtigt/^iüg  (9),  nn'Aittr 
r^  gedeeld  te,«gii,. 

2(jr»+y*)*-4{**4-y*)(«4^y)H-f»*+y")(«^+*»-r*)=0; 
vervolgens  door  x^  +  y^  deelende,  welke  faictóv  *niet' ge- 
Igk  nul  kan  zqn,  hebben  wq 

ofwel      (*-§a)»+(y-l*)»  =  |(2r»-a»-.d»}j 
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de   gevraagde   meelkanstige  plaats  is  dan  een  cirkel»  *  Nemen 
wq  eerder  é  sz  O ,   dan  gaat  de  laatste  yergeliiking  over  in 

soo  als   reeds  in  hei  CCXXVII.  Voorstel  van  het  II.  Dbil 
de?  Fepsu  9an  Nieuwê  Wiek.  Vóorêt.  gevonden  is. 

£i|ijel^k  merkea  wij  nog  aan ,  dat  hoeseêr  reeds  ait  den 
lard  des  voorstels  blgkt,  dat  het  pant  1  alt^d  binnen  de 
ellips  aai  vallen,  ssulks  nog  bevestigd  wordt  door  de  vergeli)- 
laog  (8),  welke  iiiet  bestaan  kan,  indien  niet  m^n^^^n^x^^m^y^ 
positief,  en  das  «**«  +  «i«y«  <  m^n»  is, 

XCIX.      VOOBSTXL* 

Door  Jt  Badom  Ghijbbn. 

ffé$  ip^wigi  VM  ^npn  gelpMaciiigen  regten  eirkêlvop' 
mg^n  teogol  tp  vilden  f  indien  4e  digiheid  van  dat  lig- 
ekaam,  in  elk  puni ,  namengeuteld  evenredig  ie  mei  de 
di^êp  pt^ft  da$  puni  ifned^n  den  iof^  en  met  deexei/f  qfi' 
B^ni  van  de  ae  dês,  kegeU.  Gegeven  spnde  hoi  gewigi 
e%^r  kn^kifhfi  eenheid,  welfse  in  digiheid  overeenkomi  mei 
4f  fPV^^  d^ê '  kege^ê  ^an  den  omtrek  van  hei  grondvUü 
gelegen. 

Opoklost  door  Jl,  Bjldov  Ghijben. 

Opjlossimo  van  J«  Baoon  GbijbsKi 
Nemen  w^  op  de  aa  TM  dea  kegeU  TAB  (Fig.  68)  tw'ee 
oneindig  di^t  bq  elkander  gelegene  punten  C  en  C\  op  de 
a&tanden  TC  =  :p  en  TC'  zzz  x  +  ix  beneden  den  (op,  en 
bi^engen  w^  door  dbze  punten  C  en  C'  idakken  evenw^dig 
a^  het  grondvlak,  dan  anqden  deze  vlakken  uit  den  kegel 
eené  eerste  differentiaa> ,  welke  van  jr  =  O  tot  jr  =  TM 
moet  g^tegreer4  woeden,  om  .den  geti^Im.  kegel  te  bik^ 
nen«  Alle  ponten  dezer  differei|tiaal  moeten  aangemerkt 
worden  als  op  gel^ke  diepte  beiden  den  top  te  liggen ;  de 
digtheid  19  e(k  pffurt  van  die  differentiaal;  is  do»  nog  slechte 
evenredig  n^t  den  abtand,  waarop  hetaelve  ven  de  at  ver- 
w^derd  ia. 

Sneden  wq,  nit  deze  eersfee  difierentiaal ,  eene  tweede  dif- 
teeptiial,  dopif  twee  gewQpe  eiliadiervlakken »  QP'  tot  ae, 
GD  :^  y  en  QD'  ==  y  -h  ^y  tpK  stn^len  tnebbenderi:  d«n 
zal  die    tweede  difierentiaal  van  y  =  O  tot  y.  =:  C£  o^oe- 
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ten  geinfegreerd  worden,  om  de  eersie  differentiaal  te  beko* 
men.  In  deze  tweede  differentiaal  moeten  alle  panten  aan- 
gemerkt worden,  als  even  ver  van  de  as  en  even  diep  be» 
neden  den  top  te  liggen,  en  xij  19  dus  gelqkslachtig.  Stellen 
wg,  dat  j  het  gewigt  is  eener  kubieke. eenheid,  welke  gel^ke 
digtheid  als  deaie  tweede  differentiaal  heeft ;  19  p  het  gegeven 
gewigt  eener  kabieke  eenheid ,  in  digtheid  overeenkomende 
met  de  punten  dee  kegels  aan  den  omtrek  des  grondvlaks 
gelegen ,  en  slellen  wg  TM  =  h ,  AM  =:  MB  =:  r  i  dan 
hebben  wq,  volgeus  de  gestelde  voorwaarde, 

g  i  p  ^z  xy  :  hr    of    y  =r  ï^^. 

ar 

Door  de  beide  cilinders,  welke  CDz^f  en  CD'zszy+^y 
tot  stralen ,  en  CC'  =  ix  tot  gemeenschappelqke  hoogte 
hebben ,  van  elkander  af  te  trekken  ,  vinden  wg ,  voor  den 
inhoud  der  tweede  diffn'entiaal , 

»(y+*y)*2rx-5ry«ar*  =  srarx(2yyy+^5f«)  =  ary?4P»y; 
en  desen  inhoud  met  de  bovengevondene  waarde  van  g  ver- 
menigvuldigende,   komt  er  voor  het  gewigt  der  tweede  diflSH 
renliaal ,    hetwelk   blikbaar   de    tweede  differentiaal  van  het 
geheele  gewigt  G  des  kegels  is , 

ar 
Uit   de  figuur  volgt  CE  :  MB  =r  TC  :  TM ,  en  dua   is 

CE  ==  >p^  ■■  =:  -J-J  wordt  dits  de  bovenataande  waar- 
de van  If^G  geïntegreerd^  alsof  jr  en  ix  standvaatig  iqn  , 
en  neemt  men  deze  integraal  van  y  =  O  tot  y  =  ^,  dan 
vindt  men  ^  voor  het  gewigt  der  eerste  differentiaal', 

en  100  men  vervolgens  deze  waarde  van  9G  integreert  van 
jr  =r  O  tot  JT  =  A ,  vindt  men ,  voor  het  gewigt  des  ge« 
heden  kegels , 
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of  G  =  r%^fpr^^ 

In   de   onderitelling ,  dat  de  kegel  overal  dezelfde  digtheid 
als   aan   den    omtrek   des  grondvlaks  heeft,  yindt  pien  yoór 
s^n    gewigty   door  den  inhoad   met  p  te  vermenigvaldigen , 
-  onmiddelli|k 

G'  =r  Iwpr^k; 
derhaWe  is  G   =  |G\ 

dat  is:  het  gewigt  des  ongeliikslachtigen  kegels  is^  wegens 
de  afneming  in  diglheid  volgens  de  opgegerene  wet,  slechts 
twee  vijfde  gedeelten  van  hetgeen  dat  ge wigt  zou .  zqn ,  in« 
dien  de  kegel  overal  dezelilde  grootste  digtheid  als  aan  den 
omtrek 'des  grondvlaks  had. 

C*    YooasTEL. 
.  Door  J.  Baooit  Gbijvbk. 
Ti0tf«   9or$ehilUndê  kmtroiêohjfven  j  die  %ieh  in  êon  %êi/de 
9êriioaai    vlak    êeknin  óoven   eikander   banden  ^   s^n  in 
groette   en  etelling  gegeven  ^    en  worden  ondereteid  in  dai 
vlak  gekeei  vrif , .  en  due   aonder   wrpving^    om  derxelver 
spillen  te  kunnen   draaien*    Een    touw,   waarvan  ket  ge* 
wigt  per   lengte-eenheid  gegeven   ie,   loopt  btfven  over  die 
'  beide   eeh^ven.    Zoo    nu    aan  ket  eene-  einde  van  dat  touw 
*  ##fi«r  gégevene  kracht  P  werkt ,  •  vraagt  men .  naar  ,de^  grootte 
der   kracht   Q,    welke  aan  het  andere  einde  .moet  werken , 
om  met   P    evenwigt   te   maken.    Hierb^.  het  gewigt   van 
het  touw  êlechte  in  aanmerking  nemende  voor  dat  gedeelte, 
hetwelk  van  de  eene  echy/  naar  de  andere  loopt;  en  voorte 
het   geheele    touw   ale    volkomen  buigzaam  en  xonder  dikte 
beeckouwende. 
07OBI.0ST. do0r  J«  Eadov  Gbijbiit  en  J*  S«  Spbijeb. 

OrLoasiMa  van  h  Badok  Guijbbn.  . 
Laten  A  en  B  (Fig»  69J  de  middelpunten  der  katrolschg* 
ren',  én  CDEF  het  daarover  loopende  toaw  voorstellen; 
indien  dan  van  dit  tonw  het  gewigt  slechts  in  aanmerking 
komt  voor  ^et  gedeelte  D£ ,  dat  van  de  eene  schgf  naar  de 
,  andere  loopt ^  xnllen  de  krachten. P  ejii  Q,  aan  de  uiteinden 
C  en  F  ,  van  het  touw  werkende  „  gelgk  zqn  aan  deszelfs 
apanningen  'in    D  en  £•   Deze  spanningen  sollen ,  indien  er 

I.  DUL.  P 
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eretïWigt  tosschen  P  en  Q  te ,  «nt  het  gew^  ^mn  het  ge- 
deelte DE  eveuwigt  maken ;  ^en  daar  het  toow  geligkslachlig 
is ,  zal  het  gedeelte  D£  een  haag  Mn  eene  gewone  ketting- 
]f|n  wesen,  welke  de  CMntrekken  der  katrolachgven  in  D  en 
£  raakt,         u 

Door  het  Mbdoende  laagste  pnnt  CV  deser  ke<tinglfl|n  , 
eene  horizontale  Iqn  CVX'  en  eene  verticale  l^n  O'T'  getrok- 
ken z^qde  f  zon  hare  vei^Iijktfig ,  ten  opzigte  van  deze  IQ- 
nen  ala  coördinaten-aasen ,  ngn? 

:,':==  cN.p.  Log.  «^-Hy'  +  t^fWH-y"). 

e 

terwql  dan,    indien   g   het   gegevene   gewigt  yaa  de  lengte- 

eenheid  tonw   voorateltf   de  sfianning  tn   het   kagile  pont 

(y  door 

en  die  in  eenig  ander  willekearig  pont  6 ,  door 

wordt  nitgedrcdct ;  flifttde  dit  een  ««  ander  uit  de  theorie  der 
ketfingl^n  genoegziAni  hekeend, 

.  Daar  eèhter  de  atand  der  assen  0'X'  en  CT'  onbekend 
Is,  nemen  wi|  andere  en  bekende  horizontale  en  ^ertiade 
l^nen  OX  en  DT  als  eodrdinaten^assen  aan;  indien  dan  de 
onbekende  afstand  van  O'X'  en  OX  door  b^  én  die  wan  O'T' 
en  OY  door  a  wordt  voorgesteld ,  zullen- wf  in  de  Torige 
▼ergel^kittg  j/  £=  «  —  jr  en  y'  ^  f  -^  è  moeten  sabsti- 
tueren  ,  om  voor  de  vergel^king  der  kettinglijn  ten  opzigte 
van  OX  en  OY  mis  assen  te  verfa^en 

terw^l  de  spanning  in  eenig  willekeurig  punt  6  s^n  «ai 

^3=^  (e  ^4+y);    .    .    .    .    ,    (b) 
wordende  voorfi  idt  (a)  .dobr  diflEorentiatie  gevonden 

__ _ .     .     .      (c) 

▼oor  de  Tergelqkiiig  rmu  ten  eirbel,  'wowdoor  de  latrol- 
•ch^  A  wordt  voorgesteld ,  kannea  vrij  tteUén 

(jP  ^  A)«  -K,  —  *).  ^  ^.  ^     .    .    .    fa) 

..    • .  *y         *  -^  * 

waaruit  volgt  _=—____;. f^^ 
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M  voor  de  )rerg«]i|l9i^  van  4|Ba  ,cicM,  4ie  i»  Infrobph^f 
B  Toontelt,  kannen  wq  defgelqjU  veiV^O 

(*  -  ♦')*  +  <y  -  ^')»  w  ''^  .  ■ .  •  jC"!') 

V  jr  r 

Waaruit  volgt  ^sl  -35  — .        ■ '  ■  ■ •    •    {«') 

i^«  y  —  A: 

'Laten   na  m  (^n  «  de  codrdkiAlen  van  ^et  punt  D,  «'en 

it'    die  rTim  Jid   piint  £  s^n ,  dan  moeten  dese  coördinaten 

▼dldoen  aan  de  yergelqking  (a«) ,  '.betgeea  -geeft :      < 

wn    a— «  ?=cfiEv^^^' V^       ■  ^ ^^^^-^^ ^;.(2) 

bovendien  moeten  de  coördinaten  ^  en4r>a4n  de  Tergeli)- 
^^g  (<^)  >  ^*  coatrdinatfBn  ni  en  n'  aan  ^e  irergel^king  (d') 
voldoen ,  helgeien  geeft 

(«I  —  *;a  +  („  -•  ir)*  —  r*  .    ...    •    (3) 
en  {m'  -  ^',)»  +  (11'  -  *'J»  ^  r'^     .    .    .    (4) 

,Oivdat  «de  boog  J)E  der  jBettingJUpn  dep  ^irjl^el.  i^  \wl^ 
raakt,  moeten  voor  x  =  m  en  y  :=?  |i  de  ^if^ei-entii^alguo. 
tiënten  {^)  ^^  i^)  <uia  elkander  gelijk  worden)  hetaelfde 
moet  met  .didereutktdqiiotiëttlen  fc)  è«  -fe'-)  voor' jr  iss-mt 
en  5f :;;?  |i'  j^l^a^a  hebben ,  wegeni  de  ^ral^jr  in  het  punt 
£  van  Tien  boog  DE  "der -kaSm^I^n  ooel  "den  -cirkel  H3  ^hierw 
uit  volgt 

— ; 7:^15  •   •   •    W 

en =  -r— TT» ...    (6) 


e 


Terw^l  eindelqk  in  (b) ,  voor  y  =:  n^,  S  =  P^  en^  vopr 
^  ras  9'^  ,5  ;p:  j^  ipoet  word/^n ;  Ji^tge^  nog  ^ e^t 

P=^(c -»+!•)    en    C5;r«(^.—  « +Ji'},;    . 

P  Q 

dat  ia,  Ssop  ^in^  jémabihalve  -^  s?  p^ep  —jy^  f   stellen , 

als  Wfuuie^r  ;/»  de  verhouding  der  gegeveii^  kracht  P  ^  en  g 
die   der  getraagde  'kracht  Q,  ^t  faetige^gt  dér  iengte-een- 
^  heid^  ton^v  voprstelt» 
.   _  p:=zc—  6  +  m    .    .    .    .    .    .    (7) 

Tan  f  =s  e  rr-  0  -h  il';  •    »    •    •    •    •    (8) 

ftii^r^póp  {ieJ^b€|B  ^yr^   na  )0oAl  vei^gelgkingen  met  de  acht 
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onbekende  grootheden   ai  è,  ö,  m,  n»  m%  si'  «n  ^  #  terwql 
hf  k,  r,  h',  k'',  r*  en/l  gegeven  xqn. 

De  waadden  van  n  en  n',  uit  (7)  en  (8)  voortyloe^ende , 
'brengen  wq  in  de  ses  eerite  Tergelqkingen  over;  dan  komt  er: 

a  -  m  z=cHep.lo8.  ^  +  ^^f  'A  . .  (1') 

a-m'=  cNv.  log.  Uz^iS^-^,  ,  ,  fy, 

(»»  -  A)»  +  (/>  -  e  +  «  -  *)»  =  r« ,  .  .  (3') 
(«'-.  A')»+  (jr  -►  c  -H  *  -  *')*  =  r'S  •  .  (V) 

; p  _  o   +  *  :=1fc'  •    •    •    ^^^ 

|/(yft  —  c»)  _  m^  —  A' 

e  "^y  —  c  +  ó  —  A' 

waardoor    wij    sea  Tergelijkingen   met   de   Mes    onbekenden 
a,  B,  Of  m,  m'  en  g  hebben. 
Verbolgens   brengen   w^    de    waarden    van   m   en  m\  ait 
'  (ff)   en    (6')    yoortvloeqende  ^    in  de  vier  voora^aande  ver- 
gelijkingen  over ;  dit  geeft : 

e  o 

e  o    , 

|i— c+^— 'A  =  — , (3'j 

9-o+i^i'  =  ^; (V) 

en  wg   hebben   dan   «tér  vergeiqkingen ,  met  de  vtVr  onbe- 
kenden ü,  b,  e  en  g. 

Zoo  wi|   na  verder  (1')  en  (V)  door  middel  Tan  (3')  en 
(V)  Tereenrondigen  tot 

ƒ  e 

en   daarna  het  verschil  dezer  vergelgkingen  nemen ,  komt  er 
terwgl   wq    door  het  verschil  Van   (3')  en  (V)  te  nemen  ^ 
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Cf  door  de  fermale  (10); 
A,      •      »      .   »       (3')of  (V); 
a,      •     0         »        (l')of(r); 
ji»eii»i',      »     »         •        {y)en(ff); 
n  en  lÉ',      »      rf         •        P7   ««  W> 
waardoor  alzoo  mede  al  keft' overige  ottl^lende  bekend  wordt. 
Cl*.     V  o  o  ft  i  T  É  L. 
Doèr  J«^  BjiDOH  GBipsK. 
6«g0««fli    syndk    A    toriMoüiaie   én    vrtieaU  prqfêetiën 
êtner   rêgté    t^n  .  t «   de    rmwtH ,   èegeèrt  men  ék  projêctiin 
van   hei   punt  dé%er  i^n  te  vikdén  ^  imt  ziek  het  digtet  èjl 
de  ae  vaié  prqfeeiie  heeimdU 

Opgelost   door   J.  BadoK    GvrpEir ,    J«    S«    Sfbijer   «« 
L.  CoHEM  Stvart. 

QpiiOssiSo  ««M  J.  Bax^oh  GiujBaM. 
Laat  OX  (Fig.  70}  de>  «8  Tai^  projectie  sgn}  tQ  koorts 
A'B'  de  gegeirene  horizontale  ^  en  A*B'  de  geger^ne^  Verti- 
cale projectie  eener  Iqn  ia  de  ruimte,  tudien  w^  dan  A'B' 
verlengen  y  totdat  sif  OX  ontmoet ,  en  alt  het  ontmoetings- 
punt C'.  eene  loodlija  op  OX  trekken ,  sal  deae  door  bare 
an^ding  met  A'B**  het  pomt  C'  aanwijzen  |  waar  heC  yeilicale 
vlak  van  proj«ctfe  door  de  Njn  iii  de  i^nimte  gesneden  Wordt. 
Desgelqks  tal  het  frant  D^^  Waar  de  Iqa  in  de  raimfe  het 
horizontale  vlak  aniidt,  aangewezen  worden  door  de  snijding 
van  A'B'  mét  eène  loodtijn  op  OX  gèateM  uit  h^t  pMfit  D', 
waar  OX  dooiP  het  verlengde  van  A'B'  gesneden  wordt 

Trekken  w|  door  eenijg  pant  O  der  is  vaa  projectie  eene 
loodlijn  ZOY  op  die  as ,  dan  stallen  OT  en  OZ  respectieve- 
l^k  de  horizontale  en  verticale  doei'gangen  voor ,  van  een 
vlaky  ioox  Iwt  punt  O  loodregt  op  OX  gesteld;  en  deze 
doorgangen  OT  en  OZ  z^n  dan  ift  de  mimte  onderling  regt- 
hoekig.  Vmuhi  wq  het  laats^nfoemde  vlak  als  een  derde 
vlak  van  i»ojectie  aan,  en  verbeelden,  wq  ocis  daartoe,  dat 
hetzelve  oin  de  lijn  OZ  wordt  otngewenteld ,  totdat  OT  in 
het  verlengde  van  OX,  eii  dus  in  den  stand  OT'  komt; 
hi4ien  wq  dan  CO  loodregt  óp  Ot ,  DM  loodi«gt  op  OT 
Irekken^  <m  vervolgens,  op  OY',  OD  rr  Od  nemen,  zqn 
G  en  O  de  projectiën  op  het  vlak  ZOT'  van  de  woeger 
bepaalde  ontmoetingspunten  C!  en  D' ;  de  ]gfl  C0  getrokken 
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.zqnde ,  ]•  dese  dw  de  projectia  der  Iqn  in  de  nnimte  op  het 
derde  tU  yan  projectie*  Maar  op  dal  selfde  vlak  projec» 
teert  sich  de  at  van  projectie  in  bet  enkele  pant  O;  der- 
halve ia  eene  loodlgn  OP «  uit  O  op  CO  nedergelaten ,  de 
projectie  op  het  vlak  ZOT'  van  den  kortslen  afstand  toa- 
aoben  de  Ign  in  de  ruimte  en  de  as  van  projectie;  en  het 
Toetpont  P,  T«n  de  loodl^  OP«  ia  dan  op  het  vlak  ZOT' 
de  projectie  van  dat  pant  der  Iqn  in  de  numte ,  hetwelk 
iiid&  het  digtst  b$  de  aa  van  projectie  bevindt.  Daar  nn  de 
hoogte  van  de  projectie  P ,  boven  de  Iqn  OT*,  tevena  de 
hoogte  is  van  het  begeerde  pant  boven  het  horizontale  vlak, 
bdioevöD  W9  alechta  nit  P  eene  I^n  evenwqdig  met  OX , 
en  nit  het  pont  P%  waar  A'B'  door  deze  evenwqdige  l^n 
geanedea  «rordt,  eene  loodlqn  op  OZ  te  trekken,  welke 
A'fi'  «rgena  in  P'  angdt  \  dan  aoUen  P  en  P'  de  projectiën 
van  h^  begeerde  pnnt  zgn. 

Indien  de  projecüën  A'B'  en  A'B'  gegeven  waren  in  den 
•tsnd  van  Fig*  71 ,  zon  de  conttriictie  onveranderd  bleven  4 
bq  hare  vec^daring  zou  men  aliecbts  behoeven  pp  te  merken , 
dat  na  de  punten  (O',  D')  en  (P%  P')  achter  het  verticale 
vUk  ZOX  lagen. 

Ia  een  der  gegavene  projectiën  evenwqdig  met  de  aa^ 
b.  v«  de  verticale  A'fi\  soo  ala  in  Fig.  72  ia  voorgesteld « 
dan  zal  het  pnnt  C%  waar  de  l^n  het  verticale  vlak  ont- 
moet ,  het  begewde  punt  z$n ;  want  alann  ia  de  I90  in  de 
ruimte  «venw^dïg  met  het  'horizontale  vlak  en  daarvan  op 
eenen  aiatand  gelqk  aan  CC'  Tcrwöderd,  en  derhalve  is 
ook  CC'  de  kortate  afstand  tasschen  die  Ign  en  de  as  van 
projectie. 

CU.       VOOBSTBL. 

Door  J.   fi▲no^'    Gkijbbiv.' 

GogÊ0om  wiwiê  dê  horimontnh  aai  veriiealo  doorgangon 
MJi  oen  holUnd  viak,  ienovono  oon  punt  in  het  horizontale 
Wmk  M«  f^ecH^,  begeert  men  uit  dat  punt  eene  t^n 
ittMf  eenig  punt  «an  het  hellende  vlak  te  trekken^  die 
^mnm§dig  met  het  nertioüle  vlak  van  projectie  loopt,  en 
oom  vgevene  lengio  herft. 

QraazdOST  door  h  BAnoir  Gbijbbk,  J.  S.  Sfbijzb,  J.  A. 
Uahsbm  ,  W.  L.  iTiiBoa  en  L.  Cobbm  Stuurt. 
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OpZ.b88IKO     ««ff     J#    B^DON     GbIJBEN, 

Laat  OX  (Fig.  73)  de  as  van  projectie  ^  AV  en  AA'  de 
gegeyene  horizontale  en  Tèrticale  doorgangen  van  het  hel- 
lende ylaky  en  P  het  gegevene  pont  in  het  horizontale  vlak 
▼an  projectie  zijn ;  dan  weten  wq  vooreeraty  dat  de  yerticale 
projectie  P'  van  dit  pnnt  gevonden  wördt|  door  FP'loodregt 
op  OX  te  trekken.  Trekken,  w^  verder  door  P  eene  l^n 
lyE'  evenwijdig  met  OX;  uit  het  punt  £',  waar  deze  Iqn 
den  doorgang  AA'  ontmoet,  eene  loodlijn  £'£'  op  OX;  en 
nit  het  voel  punt  E'  van  die  loodlijn  eene  lijn  £'D'  evenwij- 
dig met  den  doorgang  AA';  dan  is  £'D'  de  horizontale  en 
£'D'  de  verticale  projectie  van  de  gemeene  doorsnede,  van- 
het  hellende  vlak  A'AA'  met  een  vlak  D'£',  dat  door  het 
pnnt  P  evenw^dig  aan  het  verticale  vlak  van  projectie  ge- 
bragt  wordt.  Daar  de  te  trekken  Ijgn  e?enwqdig  met  het 
verticale  vlak  van  projectie  moet  loopen,  moet  s^  zich 
vooreerst  in  hare  wezenlqke  lengte  op  dat  verticale  vlak 
projecteren  ;  terw^l  zq  ten  andere  in  het  vlak  D'£'  moet 
liggen  en  dns  het  vlak  A'AA'  niet  anders  dan  in  de  l^n 
(D'£'y  D'£')  kan  ontmoeten.  De  yerticale  projectie  der  te 
trekken  Iqn  moet  dus  even  lang  zijn  als  die  Ign  zelve ,  en 
nit  P'  naar  eenig  punt  van  D'£'  loopen»  Beschreven  wq 
diensvolgens  nit  P'  met  de  gegevene  lengte  als  straal  eenen 
cirkelboog ,  de  Iqn  D'E'  in  F'  en  G'  sngdende ,  dan  is  P'F' 
of  PG'  de  verticale  projectie  der  begeerde  l^n,  waarvan 
de  overeenkomstige  horizontale  projectie  PP.  of  PG'  gevon- 
den wordt,  door  F'F  of  G'G'  loodregt  door  OX  te  trek- 
ken, totdat  z^  0'£'  in  F'  of  G'  ontmoet. 

Mogt  de  cirkelboog ,  nit  P  beschreven ,  de  Ign  0'£'  niet 
sngden,  dan  is  het  onmogel^k  aan  de  vraag  te  voldoen* 
Mogt  die  cirkelboog  de  Iqn  D'£'  raken  ,  dan  kan  er  slechts 
éóne  l^n  getrokken  worden,  die  aan  de  vraag  voldoet,  en 
deze  staat  dan  loodregt  op  het  hellende  vlak. 

Zqn  de  gegevene  doorgangen  A'A'  en  A'A'  evenwijdig  aan 
de  as  van  projectie,  dan  zal  men  de  verticale  projectie  0'£' 
der  gemeene  doorsnede,  van  het  hellende  vlak  met  het  vlak 
door  P  evenwgdig  aan  het  verticale  gebragt,  door  tnsschen». 
komst  van  een  derde  vlak  van  projectie,  ergens  in  O  lood- 
regt op   de   as  OX  gesteld,  kunnen  construeren,  zoo  als  in 
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Fig.  7%   is    aangewesen.    filijvende  overigens  in  dit  geval  de 
oplossing  der  yraag  onveranderd* 

CIII.    Yoobstbin  ' 
Door  P*  KnoM. 

Eon  Zéker  vierkant  gotal  van  v^f  cpfero  te  vinden ,  artf 
de  voigeHde  Bepalingen  :  de  drie  voorete  eyftr»  maken  een 
pronikgetal  nit ,  hetwelk  ^  in  zee  gel^ke  deelen  verdeeld 
wordende,  even  xoo  veel  vierkanten  oplevert,  welker  woi^ 
ieie  ieder  het  dubbel  syn  van  den  vierkantewortel  uit  hei 
getal',  dat  door  de  twee  achterete  c^ere  van  het  begeerde 
getal  uiêgedrukt  wordt.  En  de  pronikwortel  uit  do  drie 
woorête  e^ere  wordt  gevonden ,  indien  men  den  vierkante- 
wortel uit  het  geheele  getal  met  den  vierkantewortel  uit 
de  twee  achter ète  eijfere  vermindert  ^  en  do  reet  door  hei 
dubbel  van  den  laatetgenoemden  vierkantewortel  deeit*  > 

OpasiiOKT  door  P.  KboiC|  J.  fi.  6bb£^  J.  A.  Hansbk  , 
i.  Ubbmsxzbk,  Ab.,  W.  L*  Itaxtoh,  h  M*  tak  Kootbx, 
Gé  KosTBB  en  J.  S.  Spbijbb. 

QriiOssENO  van   P.  Kbok. 

Stellen  wig  het  getal|  dat  door  de  twee  achterste  cgfers  van 
het  begeerde  getal  uitgedrakt  wordt^  door  x"^  voor ,  dan  is , 
Tolgens  de  eerste  voorwaarde ,  %x  de  vierkanUwörtel  nit  het 
een  «esde  deel  van  het  pronikgetali  dat  door  de  drie  voorste 
cijfers  van  het  begeerde  getal  wordt  uitgedrukt.  Het  ge- 
noemde proirikgelal  zelve  is  alioo  6  x(2x)*=24xS  en  der- 
halve is  dan  hel  begeerde  getal  24«*  X  100  +  **  =?240US 

Den  vierkantewortel  hieruit^  of  49iri  met  den  vierkanU- 
wörtel «  uil  de  twee  achterste  djiers  verminderende,  en 
de  rest  48s  door  het  dobbel  2x  van  den  laaUtgenoemden 
viétkanUwortel  deelende,  komt  er  24,  en  dit  is  alzoo,  voU 
gens  de  tweede  voorwaarde;  de  pronikwortel  oit  de  drie 
voorste  cQfers.  Het  pronikgetal,  door  de  drie  voorste  c^fers 
mtgedrokt,  is  derhalve  24  X  25  ^'600. 

Maar  dit  pronikgetal  is  ,  volgens  de  eerste  voorwaarde, 
ook  244P' ;  en  w$  hebben  alsoo  de  vergelijking 

24««  =  600, 
waamit  volgt  i^  r=  25; 

derhalve  hebben  wij  dan ,  voor  het  begeerde  getal , 
a40U>  =  60025. 
P  5 
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Door  P*  Keok. 

Men  vraagt  eono  t^daUnda  rokomkunMiigo  reoko  van  v^f 
termon  iê  vinden ,  aoodat ,  wannoor  m^n  olk  dezer  termen 
in  het  vierkant  èrengt^  de  tweede  magt  va»  het  derde  vier* 
kant  13825  meer  ia  dan  het  product  van  het  tweeda  en 
vierde  vierkant ;  terwffi  dit  laatete  produet  wederom  33975 
mear  ie,  dan  het  product  van  het  eerete  en  vjifde  vierkant. 

Opobix>«t    door    P.    Kbom^    J.    B.  Gbsi*,   J«A»lliKssH, 

J.    ÜUMSKSBX,     Az.y     W»    L.  IVAMOHi  J.   ü.  TAV   KoOTJUI  , 

o»  KotTBR  en  h  S.  Spsi|ea. 

Ofx.o88iKO  van  P.  Kkoiu 
Stelkn.  wi)  da  reeks  voor  door 

JT  +  2jF,  *  +  3f,  *,  *  —  3f    en    s^tjf^ 
dan  tjfa  de  vierkiuiten  der  termen 
(*  +  2y)» .  (»  H-  y)* ,  *S  (*  -  y}»  en  (*  ^  ?y>s 
Uet  product  Tan  heil  tweede  en  yierde  vierkant  ie  na 

(*  +  y)^  (*  -  yy  =  (4r^  -  y*)»  =  **  ~2»*y»  +  y*, 
en  het  product  van  het  eerste  en  vqfdv  ia 

{jp+ay)'{*--2y)*  =  (jr*-r-4y»J»  =  jr+^^y  ^.ley*, 
apeodat  wj|'^  Tolgena  het  yooreteli  hebben  de  vergel^ogea: 

,4  _  (^4  _  2«*y»  +  y4)  =5:  13825 
0B     (4P^— a*»y»+y*)  —  (JT*— gjjay»— 16y*J  =  33975, 

oT  wel  24P«y»  —  y*  =  13825 (I) 

e»  fcr*  -^  I5y*  =  33975.   .....(») 

•     De   vei^eHjUng  (%^  dooar  3  dealende  en  het  kpisende  qüo- 
lidot  van  (1)  aftrekkende,  verkrögen  wi^ 

4y+  =  2500, 
waanrit  volgt  2y^  =  50, 

y  =  25, 
en  y=5, 

kaïmende   mea  geenssina  y  ;=:  -*  5   nemen,  omdal  dan  d« 
reeks  niet  afdalend^  aon  weyen* 
De  geTOttdene  waarde  Tan  y  in,  (l)  oyerbrengende,  komt  er 
.    50**  —  625=  13825, 
waaroit  TolgC  «»  i^=  889 

en  Jp  =^  d:  17* 

Derhalve  is  dan  de  gevraagde  reeks : 

27,        22,        17,        12  en  7j 

of  -  7 ,  —  12,  —  n,  —  22  en  -  27. 
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CV,     V  o  o  m  A  T  B  L. 
Door  J«  U.   VAK  KOOTBK. 

Zokor  getal  ïeêiaat  uit  vier  offferê,  welke,  naarmate 
%a  in  rang  afdalen,  in  grootte  opklimmen,  en  daariff  eene 
rekenkunitige  reekê  van  de  tweede  orde  vormen,  welker 
gel^ke  verechillen  de  eenheid  %^n.  Indien  men  de  eom  va» 
da  c^fere  der  twee  hoogtte  rangen ,  vermenigvuldigt  mei 
het  verechil  der  twee  overige  ey/ere  ,  dan  ie  dat  product 
21  ;  terw^l  het  gedurig  product  der  vier  cffere  648  t«. 
Welk  ie  dat  getal  f 

Opoxlovt  door  J.  S.  Spbijbk,  W.  L.  Ivanoh,  J,  H.  tam 
KooTBK,  G.  KosTBR,  J.  A-  Havsbv  ,  J,  Hbbicskbek  ,  A«. 
en  J.  A.  SrAMBiAiiTt 

Oplossing  van  J»  S«  Svsijbb« 

Men  stelle  de  tWee  eerste  termen  der  bedoelde  reeks  door 
jr  en  jr  +  y  Toor»  dan  ia,  omdat:  htie  tweede  Tersèhillen 
de  eanheiüt  «911 1  do  reeks  «elve; 

«^jö-m,  *4-  2(|f  +  1    en    jth-^jt^», 
tMlker  termeü  AH  de  oqfers  vaa  het  gewaagde  gelal  tooi^ 
•Idfeftt    De  c^ert  de^  twee  faoogitte  tangen  a^a  dan  x  aa 
di  ^  yt  en  derbahro  is  Tolgeaf  de  opgave 

(a*+yKy+») » >i  •  ^  • (i) 

Hoewel  no,  ttil  deize  twee  ▼ergeliitinges ,  de  onbekendeB 
jr  en  y  zonden  kannen  (^sdoat  worden ^  is  de  bepaling, 
dat  de  termen  der  reaka  cqfera  moeten  «ga,  reeds  genoeg- 
saam  om  y  te  bepalen ,  aoodat  de  tMFeede  Toorwaarde  geheel 
kan  gemist  worden.  Immers  kan  jp  niet  gelqk  nal  i^n ,  mn 
dat  het  getal  dan  slechts  nit  drie  ci)fers  bestaan  soa.  Eyen^ 
min  kan  y  gel^k  nal  sqn ,  want  dan  9^a  de  reeka  j  wetket 
twee  eerste  termen  aan  elkander  gel^  waren ,  niet  wel 
eene  rekenkanstige  reeks  katmeii  genoemd  worden;  docb^ 
wat  meer  is,  door  y  s?  O  te  nemen,. «on  men  niet  aan  de 
vergelqking  (1)  konnen  voldoen,  dewql  daarin  ,y  een  geheel 
getal  Toorstelt.  Daar  na  jr  +  3y  M-  S  <  10  moet  wezen, 
200  moet  ook  y  <  2  999 ,  en  derhalve  is  y  =:  1. 

De  vergeUiking  (1)  ge«ft  dan  terder 
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(8, +  1)3  =  il, 
waaruil  Tolgt  .    »  SS-  3  ;   . . . 

soodat  wq  Toor  bet  b^eerde  geUl  Terkrqgen :  3469/ 

AiiifXBRKiMO  uit  de  opio9êi$tg  vmn  W.  L.  Itanoh.  Ook 
de  tweede  der  gegevene  Toorwaardeiiy  in  verband  met  de 
bepaling,  dat  de  termen  der  bedoelde  reeks  cigfert  en  dns 
geheeJe  getallen  kleiner  dan  10  moeten  wesen ,  is  reeda  toe* 
reikend  om  het  begeerde  getal  te  vinden.  De  deelers  na- 
meigk  van  648 ,  die  kleiner  dan  10  sqn,  sqn  geene  andere 
dan  1,  2,  3,  4,  6,  8  en  9«  Meemt  men  na  in  aanmer- 
king, dat  648  =  2»3^  u,  dan  ziet  men  dadelijk,  dat  uit 
de  genoemde  deelera  geen  ander  viertal  dan  3 ,  4 ,  6  en  9 
kan  gekozen  worden,  waarvan  het  gedorig  prodoct  jokt 
648  il ;  en  dat  alzoo  alecbta  het  getal  3469  aan  de  tweede 
voorwaarde  voldoen  kan. 

CVI.       VOOBSTBX*. 

Door  J«  U.  TAM  KoovBir. 
De  wortel  uit  keker  kwadrmatgêiai  V0n  drie  egfere  etmai 
iet  de  eom  der  drie  epfere  «/«  3  lof  2,  terwifi  het  egftr 
der  tientalien  in  getai  en  wortel  ket%elfde  ie ;  doek ,  dmt 
der  eenheden  in  den  wortel  ie  gol§k  aan  hei  nereehil  tu^ 
echen  de  ejjfere  der  eenheden  en  tientallen  van  hei  geiaL 
Welk  ie  hei  bedoelde  kwadraatgetal  f 

QroBZiOST  door  J.  Hbbkskzek,  Az.,  J.  S.  8m|SB,  Jt  A. 
Stakkart,  J.  H.  vak  Kootzv,  G.  Koitbe,  J.  B.  Gbbl, 
J.  A«  Hansbk  en  W.  L.  Ivanoh* 

f.    Qpi.oaaiMo    van  J.  Heemskbbi:,  Az. 
Laten  de  cqfers  van  het  kwadraatgetal  voorgesteld  worden 
door 

s,  y    en    y  +  », 
dan  zqn  die  van  den  wortel 

y    en    «, 
en  W9  .hebben  de  evenredigheid 

lOy  -H  s  :  jr  -H  2y  -H  s  =  3  :  2» 
waaroit  volgt 

3*  +  6y  -h  3a  =  20y  +  2», 
of  s  ^p  I4y  —  3jp. 

Hieruit    volgt    dadeli}k,  dat  y  niet  grooter  dan  2  kan  we* 
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zen ;  want  s  k  niet  grooter  dan  9,  dus.  3x  niet  grooter 
'dan  27,  en  b^alcKen  nn  y  groeter  dan  2  kon  a^n*,  zon 
»  ==143r -^'Sjt  grooter  dan  10  weteen*  Verder  kan  y  noch 
O  f  noch  1  sl^n  \  want  soo  jr  =:  O  ware ,  zon  de  wortel  een 
getal  van  ééne  c^fer ,  en  das  het  kwafratetgelal  geen  getal 
Tan  drie  cgfers  z^njen  %ob  y  =5  1  wttre,  zon  indien  % 
even  was  ^  f  ^  %  oneven  sqn ,  of  omgekeerd ,  hetgeen  ten 
aanzien  ran  de  cijlers  der  eenheden  van  een  kwadraatgelal 
en  deszelii  wortel  onmogelgk  is«  Uierait  rolgt  dan,  dat 
men  noodzakel^k  moet  hebben 

en  ff  :=  28  —  3ir. 

Het  kwadraatgelal  wordt  hierdoor 

lOOiP  +  IQy  +  y  +  «  =  97  ir  +  50, 

en  deszeUs  wortel 

lOy  +  «  =  48  —  3s , 

soodaf  men  heeft 

(48— Sir)«  t=97jp  +  M, 

of  na  herleiding 

9s^  *-  865«  +  2254  =  O , 

waaruit  gevonden  wordt 

_  38S     '  259 

'—  Ï8   =*=l8* 

Het' boTenste- teeken   Tervalt    hier,    omdat   dan   x  >  10 

,         ,       .  385        259         126 

zon  worden;  alzoo  is  :p  =r:  — -   —  -j—   =  —    =7,«=: 

18  18        *  18 

28  -^  3jr  =  7  en  y  +  « =  9.     Het  kwadraatgetal  is  das 

729  en'deazelfii  worlel  is  27. 

II.    OrrossiNO  van  S.  S.  SrsijsR* 

De  twee  laatste  yoorwaarden ,  die  la  dit  voorstel  aifn  op- 
gegeven ,  kannen  geheet  gemist  worden;  De  eerate  voot' 
waarde  is  genoegzaam  om  het  gevraagde  getal  te  bepalen. 

Omdat  de  wortel  van  dit  getal  tot  de  som  der  cijfers  ataat 
als  3  tol  2 ,  ZOO'  stelle  men  de  som  der  cgfers  (die  allen  ge- 
heele  getaOen  kleiner 'dan  10  zi|n)  door  2s  voor,  dan  is 
3jr 'de  wortel  Tan  het  getal,  en  9jr^  het  g^tal  zelve.  Dit 
getal  ia  doa  door  9  deelbaar*  'Tol|genf  eeae.ze^  bekende 
e%enseiiap  der  getallen , -^  moet  dan  ookdeaem  dea  «^fers 
▼an  het  getal,  dat  ia  2»,  door  9*deeB)aar  weaen.    Wg  kan- 
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•. 


am  dvm  staüen  ir  :=:  Qjr  «n  dm  is  heft  geM  ds^  ?S  ^^9^ 
D«ar  aa  lidt  getid  slechts  oit  dm  pqfers  moet  Jt^stafB,  kan 
y  niet  anders  dan  l  zqn  (  len  dienavoIgeüB  is  dao  729  bet 
begeerde  getal* 

Dit  geldi  kan  na  wel  aan  de  beide  andere  jrcmwaarden 
getoetst  worden^  maar  deze  ▼ookr>waarden  brengen  JueU  bg 
tot  beypaliflg  van  betself»» 

'OVII.    VoomsTsi,. 

Door  J.   U.   VAN    EoOTBN. 

Men  vraagt  allo  mogelffkp .  geheoie  getallen  to  vinden , 
die  de  eigenechap  hebeen,^  dat  %^  gel^ktijdig  door  de 
twee  laatite  c^ere  van  hunne  tweede  en  van  Aunne  derde 
magl  uitgedrukt  worden» 

Opgelost  door  J.  A.  Hansen  ^  J.  S.  Spbijjkh^  J.  3»  Geei., 

J.    HsSlCSKERKy      AZ«,    J.     U«     TAN     ELOQTSN,     G.    KoSTER  SIK 

W.  L.  Iyanoh. 

Oflossih»  van  J*  J^.  üa^^^n. 

Vooreerst  zg  opgemerkt ,  dat  de  tweede  ToèrariMffle  jovbt- 
tollig  is ,  daar  elk  getal  ^.^  lietD^elk  Toifloet  aan  de  eerste 
▼oorwaarde  x^  rr  lOOm  +  x ,  ook  taan  de  tweede  ifoUoet. 
Immers  oit  x*  =  lOOm  +  x  volgt  ar^  — -  jr  =  lOOas ,  en 
dit  met  x  H-  ^  TermenigTnidigende  bekomt  men  x^  —  jr  = 
10em(dr-f.l)y  waarnit  wederom  Yolgt  »«  sr  ia)fli(«4-l) -|-jr. 

Daar  x^  —  jr  =  IOOhi  =  (jt  —  l)x  een  rond  honderd- 
tal is ,  hetwelk  bestaat  uit  het  prodact  van  twee  factoren , 
die  op  elkander  volgende  en  das  onderling  ^iideèlbaie  g^ 
tallen  iqui  soo  aal  de  eene  factor  door  4  /eu  de  m^e 
door  25  deelbaer  .moeten  .«Sn. .  Maar  de  e^qige  op  elkander 
volgende  getallen  van  twee  cg&ffs,  waarvan  Jiet  .eene  door 
4  en  het  andere  dopr  i25  kan  gedeeld  -voorden ,  xqn  24  en 
25  of  75  eni7fi.  Akoo  aijn  de  gewaagde  gelaUen  ^5  <ea  1$» 
len  geene  andere* 

CViy.    V  oo.a  s«  S:i.« 

J)0t0r  L.Cllo£VtlA<IEft* 

Eên  aifkél  4ê  doèr  atrwien  in  dnia  onderling  gel^hfi  Ae- 
§en   of  ^aetwan  mtdoM,    ImdUn  nü  da  emttak  van  teike 
•  eeefof  gegêven  ^t,  vraagt  vmn  ^naar  daniêiraal  dav  tvirkali 
in  ven  daaèr  Hfctarvm  bmApevem  ' .  . 
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Qp««xo8T  dêóT  'h  Bamik  GasjBSHy  J«  S.  ^atjn,  1.  A. 
Staxxart  I  H.  W.  Blobx  ,  h  B,  'Gni:.  ^  J«  A.  HAMsmr , 
W.  L.  iTt^KOB,  Gi  KotTsa  nt  L.  UoEnrAaBB» 
Oplossing  «au  J*  Baoon  Ghijbxk. 
Z^  AMB  (Fig.  75)  een  ^r  drie  onderling  gel^ke  sectoren, 
waarin  dé  cirkel  yerdeeld  ia,  dan  ia  koêk  AMB  =  120*. 
Zq  MG  de  straal,  welke  dien  hoek  ndddendoordeelt ,  dan 
ligt  Tooreersi  bet  middelpunt  van  -den  cirkel,  in  den  sector 
beachreven,  op  dien  straal  MC» 

Deelen  w$  voorts  den  boog  AC  in  D ,  en  den  straal  M^B 
in  £  middendoor,  indien  w^  dan  de  ponten  D  en  £  yer- 
eenigen  door  eene  regte  )qa  OE ,  zal  het  snigpant  F  van  D£ 
met  den  straal  MC  het  middelpant  des  genoemden  vhkeh 
si$n.  Want  BC,  £C  en  MD  gelrokken,  en  mt  F  eeae  lood- 
Vin  FG  op  MB  nedergelaten  hebbende,  is  vooreerat  CE 
loodregt  op  MB,  omdat  fiMC  een  gel^ka^dige  driehoek  en 
•E  het  midden  i^an  MB  ta^  ten  andere  is  MO  loodregt  4ip 
HB,  mMéktèoog  BD  s  éoag  BC  ^  $  69êg  AC  ^  «Qo  is; 
ée  drielgnMi  UD,  FG  en  C£  a^  dus  ^veowqdig,  waarmt 
▼olgl 

MO  :  FG  =  ME  :  £G, 

ME  :  EG  =  MC  .•  FC., 

dos  onk  MD  :  FG  sis  MC  :  f  C ; 

maar    MD   =   MC  sijnde ,   is   dan  ook  FG  r=:  FC ,  en  een 

•eiriBel   ait    F  met  FG  rs  FC  beschreven ,  aal  alaoo  de  inge- 

achreren  cirkel  in  den  aeolor  AMB  ^^n* 

Omdat  :M£  de  helft  van  MC  is »  aal  «ok  MG  ide  helft  Tan 
Mf  s^n ;  atellen  wq  dos 

MA  =r  MB  =  MC  :==:  jR  en  FC  ==  FG  =  r,        \ 
dwi  'hebbeo  w$ 

MF=:J2— r    e»    MG=§(J{— t), 
loodat  oit  den  regthoeUgen  driehoek  *M£G  volgt 

r  =  FG  =  |/(MF«  ^  MG»)  =  J(Jl  ~  r)|/», 
Dit  deae  vergel^king  vinden  w^  daddqk 

''"2  +  1/»' 
of,  teller  en  noemer 'met  2  -«-  f/S  ^revmemgviildigende , 
r-=i(— »  +  2i/3)A 
Zg  im  dte  «mircfc  <v*n   den  aeétor  AfMB  se  •  gegeten. 
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dan   it,  'ondkt  de  hoog  ACB, bet -derde  gedeelte  ia  van  den 
omirek  des  'cirke]«  t  die  R  int  ttraal  heeft ,       « . 

a=:MA-).MB+ilM^iCfi=Ul+f^A=|(3+r)fi 

hieruit  volgt  K=^l_; 

eo  dooi;  subaliltttie  decer  w^^rde,  komt  er  dan  Terder 
_  (-.  3  +  2|/3)34i  _  >-  9  H-  6|/3 
••  —         2(3  +  t)         ~       6  +  2ir     *' 
soodaft   na  de    gevraagde  straal   in    den   gegeven   omtrek  ia 
oitgddrakte 

CIX«      V   o    o   A.  4   T   B   Le 

Door  We  L.  ivAHOHa 

Wanneer  eenig-  door  de  %on  èeoohenen  punt,  op  eenho^ 
rinoniéMi  tlak  êchadnm  werpt  ^  %al  die  ,9óhaduw  op.  hei 
herinoniale  vUk  .eens  kegelenede  ^óeechrpven  ;  indien  men 
mamei^k  de  verandering  der  zonedeolinaiie  gedurende  den 
dag  óuiien  rekening  laai.  Men  nraagi  de%e  kegelenede  ie 
kepahn;  gegeven  n^nde  de  nenedeelinaiif  ^  .de  óreedie  dar 
plaaiOf  en  de  hoogte  van  hei  eohadut^gevende  puni  ^oeem 
hei  horizontale  vlak» 

OpobiiOst  door  W.  L.  Itahos .  en  J.  S.  Sfbijbr. 
OPLosêiKo  van  W.  L«  fvAVOHe 

Zq  P  (Fig.  76)  het  schadawgevende  panti  en  AB  bet 
horizontale  vlak ;  indien  dan  P'  het  roetpnnt  ia  van  de  lood- 
l^n,  nit  het  pont  P  op  het  vlak  AB  nedergelaten ,  ia  voor- 
eerst gegeven  PF  :=  A*  Zij  voorta  NZ  eene  li|n,  door  het 
.punt  P  evenwqdig  met  de  as  der  aarde  getrokken ;  indien  dan 
het  horizontale  vlak  door  deze  l^n  in  O  gesneden  wordt , 
ia  eeoe  l^n  K'Z'f  door  O  en  P'  getrokken,  de  projectie  van 
den  meridiaan  der  plaats ,  op  het  horizontale  vlak;  terwigl 
hoek  POP  =  B  de  gegevene  breedte  der  pfaafa  is.  Op  den 
middag,  valt  dan  de  schadninr  der  l^n  ON  langs  ON'. 

Laat  na,  op  eenig' ander  oogenblik  yan:den  dag,  OM  de 
achadaw  van  de  lijn  ON  zqn;  indien  wq  dan-,  in  het  vlak 
tfOM ,  eerst  nit  P  eene  loodlqn  PQ  op  OP  stellen ,  en  ver- 
volgens de  Iqn  PR  zoodanig  trekken ,  dat  hoek  QPB  :=  D 
^«  gegevene  zonsdeclinatie  is,  welke  wij  geiqknamig  met  de 
breedte  der  plaats  onderstellen,  zoo  ia  op* dat  oogenblik  het 
punt  B  de  schadaw  van  het  pnn^  P;  want  de  lichtstraal  oit 
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de  zon  S  naar  het  pont  P  gaande ,  beschr^  gedarende  den 
dag  ee9  kegelvlak,  dat  P  tot  top  en  PN  tot  as  beeft,  en 
waarran  de  halve  tophoek  MP8  het  complement  der  decli- 
natie  is. 

De  te  bepalen  kegelsnede  is  dan  de  meetkanstige  plaats 
Tmn  bet  pont  R.  Om  deze  te  Tinden,  jenllen  w^  aanTankelqk 
hare  poolvergel^ng  opmaken ,  daarbq  O  t<»t  pool  en  ON' 
tot  oorsprong  der  boeken  aannemende;  derhalve  stellen. wq 
Oft  ==  s,  koék  N'Oa  =  (P,  alsmede  hoêk  POQ  =  i|^. 

bscbrqyen  wij  oit  O  als  middelpont  eenen  bol ,  dan  önt> 
staaf  er  een  bolvormige  driehoek  CD£ ,  waarin  CD  =  Iff , 
OS  s=  0,  CE  =  4r  en  hoêk  CD£  =  dO^"  is;  bieroit  volgt 
onmiddellqk  ^ 

Co$.  ^  =  Cöê.  B  Coê.  0  en  Sin.^  =  t/{l— Co«.>  B  Coê.*}p\. 
verder  hebben  wij ,  uit  den  driehoek  OPR ,  waarin 
hoek  OPR=90<'— Den  das  koek  ORPslSO^"— (90''*D)-*t|= 
90«-  (♦-/>)  is, 

OR  X  Sin.  ORP  js  €oê.  (^  ^  D)       ,    . 

^^  ~        Sin.  OPR         ~  Coê.  D  \    . 

en  oit  den  driehoek  OPP%  die  r^gthoekig  in  F.  is , 
OP  =  PP'  Coêêo.  POP'  c=  h  Coêee.  B  j 
hieroit  volgt 

dat  is  door  ontwikkeling  van  Coê.  (^  —  l>), 

*  M  (Coê.  ^  +  5tii,  4f  Tang.  D)  z^  k  Coooe.  B 
f  —  A  Coeoo.  B 

*  ~  Cos.  4»  +  Tang.  D  Sin.  ^ 
en,  hierin  voor  Cos.  ^  en  Stii.  ^  de  bov^gevondene waar* 
den  inbrengende,  komt  er 

*—  A  Coêêo.  B  .  . 

*  ""  CooXCo%.^Tang.DV{\'^Coo^BCoe>0) '  •  *  *  t*^ 

hetgeen    dan  na  de  poolvergel^king  is  der  kegelsnede,  door 

de  schaduw  van  het  pont  P  op  het  horizontale  vlak  AR  be- 

schreven* 

Indien    de   sonsdeclinatie  niet  gelQknamig  met  de  breedte 
der  plaats  is ,  zoodat  ^  b.  ▼•  op  noorderbreedte  de  zonsdecli- 
natie  zoidclgk  is,  heeft  men 
J.  Dbel.  Q 
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_      hCoUB.Cot^D  hCoUD , 

*  ~        l'^Coê.^BCoÈêo.^D  *  l—Coê.^B(:aêée.*D' 

de  eerste  term  dezer  waarden  van  s  ia  blijkbaar  de  abscii 
▼an  het  middelpant  der  ellips  of  hyperbool,  terw^l  het  Ter- 
achil  dier  beide  -waarden  Tan  x  de  groote  of  eerste  as  is* 
Die  middelpants-abscis  door  m  en  de  halve  groote  of  eerste 
as  door  a  Toorstellendei  is  alzoo 

hCoUBCot^D  ,, 

"•  —  ""  l--CoM.-BCoBec-D'  •    •    •    •    O) 
lerwql  w^  hebben: 


(2) 


.n  de  .Ihp.,    a  =  i,Co..'BCo„c.'D' 

hCouD 
«n  in  de  Lyperbool,     a  =  ^-^^^^-—^^-j ;  J 

vervolgens  in  {A) ,  voor  jv  de  waarde  van  m  volgena  (1) 
sabstituerende  y  en  de  overeenkomstige  waarde  van  ff  bere- 
kenende, vindt  men  na  herleiding 

hCoi.D 

'^  ~  *  )/(l—Coê.^BCoêéc.»Dy 
en    koo   w^   das   de  halve  kleine  of  tweede  as  door  6  voois 
alellen  ,  hebben  wij :        . 

.     .      ,,.  .  hCói.D  ) 

en  , o  de  hyperbool,    ^  =  ^^Co..^BCo.ec.^D^iy  ) 
De    juistheid    dezer   uitkomsten   kan  men  nog  beTtotigeil , 
door  in  de  vergei^ng  \ j— i-  +  |^  =  1   ee))er  ellipt » 

en  in  de  vergelgking  ^ -^ — i-  —  |j  i^  1  eener  hyperbool^ 

de  waarden  (1) ,  (2)  en  (3)  te  sobstitueren ,  ak  wmnnetr 
men  in  beide  gevallen  de  vergel^king  {^A)  sal  terugvinden. 

Voor  den    patrameter  ^    zoowel    van    de   ellips  kis  van  de 
hyperbool ,  vindt  men 

/>=  —   =  2^  Co/.  D; (4) 

Toorts   kan    men   de    formdle  voor  de  tweede  as  :der  hyper* 

lK«l  Inleiden  tot  «=;-_-^j-i~g--_,    warait 

dadélqk  volgt ,  dat  alt^  &  >  A  sal  wezen. 

Q2 
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II.' 

Ten,   die    door  bet  punt  P'  gaat  «n^luo^egt  op  M'Z'  staat* 
Is  1>  =:  O,  zonder  dat  B  zz  O  iê,  Zi}o  i^eett .  de  vergeLglung 
(Jf)  na  met  &'«.*  D  vermenigvuldigd  te  zijn,  '     / 

x'«  Cos.»  B  —  hx'  Sin.  2B  +  A«  &«.«  J?  ==  O, ' .  '"] 
waaruit  volgt  "' ' 

*;  =  hTang.B,  '  "'   '  \^  ];^^'\^ 

tgdens  de  naciiteveuingeu  beschrijft  das  het  schaduwuunt,, 
o|>  welke  plaats  der  aarde  ook,  (de  polen  alleen  oitgezonr 
derd)  eeue  regte  bjn  loodi*egt  op  M'Z',  eu  woArvan  een  imiuI 
F  gevonden  wordt,  door  op  K'Z'  een  siakP'ÉzrzhTang.B 
te  nemen. 

Voor  alle  plaatsen  in  de  verzengde  of  gematigde  laclitstre- 
ken  gelegen ,  is  ^  +  X>  <  90^ ,  dus  ^  <  90*  —  D ,  [ 
Coê*  B  >  Stil.  Z>  en  Coê.  B  Coêec*  D  >*  1 ;  het  schaduw-' 
punt  beschr^lt  dos  in  die  streken,  met  uitzondering  van  de 
reeds  beschouwde  gevallen,  waarin  D'  ^  O  is,  altgd  eene 
hyperbool;  en  wel  bepaaldehjk  dat  gedeelte  der  hyperbool, 
hetwelk  de  holle  zijde  naar  het  noorden  of  muiden  keert , 
naargelang  de  zunsdeclinatie  zuidelijk  of  noordelijk  is. 

Is  de  breedte  het  complement  der  declinatie,  hetgeen  al- 
leen binnen  da  poolcirkels ,  of  tijdens  den  hoogsten  zonne- 
stand ook  jaist  onder  de  poofcirkèls  kan  plaats  hébben  j  dan 
is  Jl  +  D  =r  90"*,  dus  Coê.  B  ^  Sin.  D  en  Coê.  B  Coêee.  D  =  1. 
In  dit  geval  beschr^ft-dus  de  schaduw  eene  parèbool  ;r  wel- 
ker opening,  big  onderstelde  noorderbreedte,  naai;  het  zuiden 
gekeerd  is. 

Is  ^  -f-  ü  ^  90*  f  hetgeen  alleen  in  de  koade  Incbtstre- 
ken  kan  plaats  hebben ,  t^dens  de  zun  aldaar  niet  onder 
gaat ,  dan  is  Coê.  B  Coêec.  X>  <<  1 ,  soodat  alsdan  het 
sohadawpiint  eene  elHps  beschrgfi. 

Is  ^  ::^  90* ,  dan  gaat  de  vergelijking  {A),  even  als  (if ), 
over  in 

OP»  4-  y*  =  h^  Cot.^  D\  "\ 

onder  de  pool  beschrgft   dus   het   schaduwpunt  een  cirkel, 
welke    h    Cot.    D    tot   straal    heeft,    is  bovendien  I>  =  0/ 
dan  verkrqgt  die  cirkel  eenen  oneindig  gróoten  straal;  onder  ' 
der    de    pool    kan  dus  het  punt  P  tgdeus  de  nachteveningen 
geen  schaduw  op  het  horizontale  vlak  werpen. 
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SB  WISKUNSTIGË 

CX«      V    o  .0    R  8    T   B    I.. 

"'  *  Boor  W.  L«  Itamoh. 

Op  €êne  onbekende  plaaté  det  aarde  i  en  op  eenen  onU- 
kenden  dag,  heeft  men  de  kegehnede  afgeteekend,  ^op  een 
horiMÓntaal  Hak  door  do  êehaduw  van  eenig  door  de  non 
leeehenen  punt  beMohreven ,  en  daaruit  de  koegrootheid  van 
dé  oêêen  dier  kegelenedè  bepaald.  Men  vraagt  naar  de' 
bteedte  der  plaats  en  naar  de  aonedeelinatie. 
*'      Oföelost  door  W.  L.  Itanob  en  J.  S*  Sfbijbr. 

OplossiIïg  van  W,  L»  Wak^b* 
Hier  kannen  de  twee  geTallen  bestaan ,  dat  de  waargeno- 
mene  achadaw  eene  ellips  of  eene  hyperbool  is«  De  bekende 
hoeiróüibeid  der  halve  assen  door  a  en  b ,  de  onbekende 
bl'eèdte  ,  ei)  zonsdeclinatie  door  B  en  D  voorstellende ,  heb- 
ben wq  in  beide  gevallen,  volgens  de  formule  (4)  van  de 
voorgaande  oplossing , 

^     '  ■'.  <''""°  =  ^ •  •  •,  <*J 

v^aardoor  dè  declinatie  bnmiddellqk  kan  worden  berekend. 

Uit  dé  formulen  (2)  van  hét  voorgaande  voorstel ,  vinden 

wg  verder : 

_  .      „  a'^hCot.D 

..  Toor  deelhps,  Com.\B  =  __j__, 

voor  de  hyperbool ,    Co$.^  B  =  ___; 

en   «oo  wij  hierin  voor  CoU  B  de  waarde  (5)  overbrengen  , 
komt  er:*  '    - 

.    voor  de  elHps  ,  Coo.  B  :=z  ±  A|/~^^, .  .  (6j 

*  '  '  ■'        a^+A* 

voor  de  hyperbool,    Coe.  B'z:z±  ^V^^^iTJit  •  •  D 

waardoor  dan  almede  de  breedte  kan  berekend  woeden; 

De  declinatie ,  door  de  formule  (5)  aangewezen ,  kan  men 
noordelgk  of  zuidel^k  nemen,  maar  de  formulen  (6)  en  (7) 
mjzen  door  hare  dubbele  teekens ,  breedten  aan ,  die  zoo- 
w^  ongelgknamig  als  gelijknamig  met  de  decNnatie  kun- 
nen zijn. 

Bij  de  ellips  is  echter  B  +  D  >  90* ;  indien  nu  ^eze 
jl    ^   D    de    som    van   noorderbreedte    eii    zuiderdeclinatie 
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ware ,    sou   op  dia  breedte    de  son  niet  J)aveii  den  bonabn  • 
konien  en   derlutlve    geene  eeh^dow.  kaïmea  wMrpeo.  .  U  idó» 
de  waar^nonene   schaduw  eene  ellips  «^  da»  aijn  breedte  en 
deelioatie  geU^nainig» 

•  Wat  de  hyperbool  betrelt,  Talt  op  te  merken ,  dat  de 
eeiuidaw  alecbls  één  lean^de  beid^  aiaondérlQk  staande  deev 
len  dier  kromme  Iqn  bescbü^^rea  kan«  Naargelang  na  di^. 
beaehreTene  deel  de  hoUe  s^de  naar  bet.  anidett  of  noorden  , 
keert  ^izdl  de  declinatió  noordelijk  of.  snidelök  s^n;  niaafci 
nevens  deae  decimetie  kan  men  de  breedte  naar  welge^aU 
len  noordelqk  of  snidelqk  nemen* 

Z9   b.   t.  gegeven  A  =  1 »  •  I3  6^en  4^4,  dan  heeft 


^Toor  de  beide  krommen,  Cot.i>=c|  ei|  i^  =  20^ 33' 22% 
Toor  de  ellips  ,  Cqm.B  =:  ^^^  en  £  =:  74<>  id'  43% 

▼oor  de  hyperbool ,  Con.  B  s=  |/^  en  <B  =s  65^   2'  ^l^ 

BeJiooren  dus  de  gege?ei)e  assen  lot  eene  waergenpmen^  el- 
lips,  dan  ligt  de  plaats  der  waarneming  op  7%?  40'.43'iiloOr» 
derbreedte  ^n  heeft,  de  ^00  20"^  33'  22' noorderdeelin/||ie; 
ol  de  plaats  ligt  op  74^  49'  43'  zaïderbreedte  en  dè  ton  Heeft 
20*  33'  22'  suiderdecltnalie. 

Behooren  de  gegevene  assen  tot  het  waargenomen)  «deei 
eéoer  hyperbool ,  dat  de  holle  sijde  naar'  het  aaiden  teett , 
dan  ligt  de  plaats  der  waarneming  op  6&^*2'  %y  noorder- 
of  zniderbreedte  eu  heeft  Je  zon  20^  33*  22'  nöorderdecli- 
natie.  "•     :    -   n:   • 

Behooren  de  gegevene  asseu  tot  het  waargeno|nen  é^i 
eener  hyperbool ,  dat  de  bolle  zijde  naar  het  moorden  keert , 
dan  ligt  dé  plaats  wederom  op  65^  V  21'  noordef-  of  aai» 
derbreedte  I  maar  heeft  de  ton  20^'  33'  22'  zuiderdeclinati^  ' 

CXL      VOOBSTBX» 

Boer  W,  L*  IvAKaH. 
iraffnssr  «en  ds  hngi^n  kent  der  hUé  »onnfêehadu^n , 
Wêtke  f  ^9  0ifêngraütê  noordêljfltë  al$  muiiél^ke  deelinatiê , 
sp  den  wuddag,  do&r  eene  meriieëié  êiift  ep  een  k^rimeniml 
mlah  gewerpen  wewdên ,  legeert  men  daaruit  die  Monedeeii* 
maüe  aiewude  de  èreedie  der  piêête  te  vdndetu 

OrwsiiOiT  deer  W.  L.  iTAVGa  en  J.  S.  Smjxa. 

OriéOssine  tan  W.  L»  iTANan. 
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> 

1VI|]ute«r  nmii   in   de  fommlen   (a)  ea  (b)  Tan  hel.ClX. 
TodBatxL  ^  C^9k  ^  =  O  fttolt ,  komt  er 

^  _  ACm«cJ3  kCoêêcJB 

en  «  — 


Coi^+Tang.DSin.B  ~  Ctf^JZp-Taj^O^iSiiiJ»' 

•  Om  nn  de  lengten  der  êchadawreti  te  Terio^gen ,  door  de 
Tepticale  stift  PP'  =r  h  (fig«  76)  op  den  middag ,  b^  evéa 
groole  noordelijke  ea  aoidelöke  sonsdedinatie  D^  op  het 
horifontale  rlék  geworpen ,  aal  men  deae  waarden  Tan  m 
alechts  bebooYen  te  verminderen  met  O^  =5  k  CaL  B.  Z^ 
dna  i  de  lengte  van  de  kinnsta,  on  Idae  yan  de  grooUte 
der  beide  genoemde  schadawen  y  dan  ia  d     s 

I,  ^^\  ƒ  CdtecJi  1 

I—  A  /  Coêêc^  1 

^:^^^  ic<wji— raii^.i>&'ii^  "  '*'•  ^r 

of  liabekoorl^ke  herleiding 

*  =  A  T4«v.  («  —  !>}    en    /  =  A  Tawy .  (B  +  |>). 
Z^  mi  A,  A  en  /  gegeven,  dan  kan  men»  door  de  formulen 

^f!^\(^-^^=i    ^"     T^V.  (iJ  +  I>)  =  y, 
onmiddellqk   de  waarden  van   B  — -  X>  en  B  +  i>,  en  dna 
ook  die  van  3  en  ^  berekenen. 
.  :Stel  nén ,  in  de  bekende  formnle 

^  =  B  +  X>en7=:B— D^dan  vindt  men 

Tnw.  2B  =  Tan8.[B:^D)+Tang.{B^n) 
^  l--Tang.(B+D)Tang,(B^D) 

en  Tang.  iB  ^   Tang.(B^)-Tang.(B^^ 

±ang.  ^u  _  i^TangiBJ^B)Tmng.{B^rj^)  ' 

door  dos  hierin  de  bovenataande  waarden  over  te  brengen 

heeft  men  ook  nog   . 

waardoor  men  almede  B  en  B.  kan  berekenen. 

CXIL    V  o  o  as  T  X  jL. 

Bqqt  R«  yam  BB  Wsaan. 
Fan  «aiiafi  viêrhoêk ,  im  eenen  cirkel  èeêchr^Pên ,  worden 
Me  twee  over   elkander   etaande  z^den  tot  aan  deraeieer 
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omimo0H9g$pmni  ^erhngéU  Mên  vraagi  de  hoegrootheid  tan 
dêM0  vorUngoinhkon  in  do  vior  Mfjdon  doê  viorhookê  ah  go* 
gopono  mit  to  drmkhon, 

OPGBIOST    dóór    C    KoSTBB  ,     J,    H.   TAN   KoOTfiM ,   W,  L. 

iTJOfmi,    J.   S.  Spbijer,   H.   W.    Bloem    on   R.   tan    dx 

OpiiOmiko  van  G.  Koster. 
Laat  ABCD(Fig«  77)  de  vierhoek  zqn,  waanran  gegeven 
iqn  de  zijden  AB  =  a  ^  BC  =  d ,  CD  =  c  en  DA  =  dl 
indien  dan  de  verlengden  van  AB  en  IJC  elkander  in  £ 
ontmoeten ,  x^n  de  driehoeken  E  BC  en  EDA  gel^kvormig  ; 
want  omdat  de  vierhoek  in  eenen  cirkel  beschreven  ia ,  ia 
hook  EAD  het  anpplement  van  hook  BCD;  maar  ook  hook  £CB 
M  het  anpplement  van  hook  BCD»  en  derhalve  hookECBziz 
hooi  EAD  f  terw^l  de  beide  genoemde  driehoeken  boven- 
dien in  £  eenen  hoek  gemeen  hebben.  Uit  deze  gelijkvor- 
miglieid  volgt  nn  de  evenredigheid 

£B  :  £D  =r  £C  :  £A  =  BC  :  DA , 
dat  i»!  sop  wq  EB  =  X  en  £C  ^=  y  stellen , 

X  ry  4-  e==y:«  +  a=5  :  d; 
en  hiemit  hebben  Wq  dè  vergelijldDgen : 

da  =:  6(y  +  o)    en    dy  =  *(*  +  «)/ 
of  dx  '^  hy  zr:  bo      en    5x  —  dy  =  — *  ab^ 

Deze  vergèliikingen  ten  opaigte  van  x  en  y  oplossende , 
vinden  wi)  terstond 

en  £C  —  y  —    ^a  _  ^a   • 

Indien  vuorta  F  het  ontmoetingspunt  is  van  de  verlengden 
van  AD  en  BC ,  vindt  men  op  dezelfde  wqze ,  door  de  ger 
Iqkvurmigheid  der  driehoeken  FCD  en  FAB « 

FC  =  ,'  =  (^±-4^% 
a^  '^  ^    * 

— -     ,        (ab  H-  cd)c 

a"^  —  c*   * 

AAKicsaxii^.    Uit  de  gevondene  waarden ,  volgt  nog  on« 

middellqk 

xx[  =  yy'    of    EB  X  FC  =  EC  X  FD( 

Q5 


Digitized  by  VjOOQIC 


FD  =  y=:  , 


226  W  i  S  K  ü  N  S  T  I  GE 

hetgeen    ee^ne    opmerkensyr aardige    eigentckap   van,    de 
leogstakken^  is.  * 

CXIII.     V  o  o  H  8  T  B  t. 

Door  IL    VAN  ]>X    Wx£ftD. 

» Men  vraagt  ook  den  afitani  der  onimoeiingêpumnt^  tn 
het  voorgaande  vrahgêtuk  genoemd ,  tfi  de  Mjfden  dee  viêf^ 
koeke  ah  gegevenn  uit  te  drukken. 

Opoelost    door   W,  L,  Ivangb,   J.   S.   Sfbi|Xil,   Uv  W, 
Bloem  en  B.  van  de  Wsbrd. 

Ü7L088IMO  van  W.  L.  Ivavgh. 
Trekken  wij  in  Fig.  77  de  l^'n  £F ,  steHen  wi|  de  gog^ 
vene  zijden  des  vierhoeka  en  derselver  verlengstokken  ^oor 
dezelfde  letters  voor  als  in  de  voorgaande  oplossing ,  en  s^ 
bovendien  koek  £CF  =  0,,  dan  hebben  mff  nit  den  drie* 
hoek  ECF  onmiddellijk 

EF  =  i/{''*  4-  3f»  —  2*'yC#t.^j. 
Trekken     wg    voorts    den  diagonaAl    BD    des    vierhoeks , 
dan   hebben    wij   uit   de    driehoeken  BCD  en  BAD,  waarin 
hoek  BC!)  =  $  en  hoek  BAD  =  ISO'»  —  0  is, 

BD^  =,6*  +  c*  —  2*ü  Cm,  0 
en  BD»  =  a«  +  d»  -|-  2atf  Cot.^» 

dos    a^  ^^  d^  +  2ad  Coe.  <p  :^  6*  ^  c»  ^  Ue  Coe.  0 

Coe.  <p  =  (^-  +  c^)  -  (a^  ^  d^) 

^ 2(ad  +  óe)  • 

Brengen  wij  nu  deze  waarde  van  Coe.  ^,  benevens  de  In 
de  voorgaande  oplossing  gevondene  waarden 

_  («d  -h  ^c)e       ^  (ad  +  èeH 

fl*  ~   C*  ^  l|a   —  ^a     * 

in    de  reeds  voor  EF  verkregene  oitdmkking '  over ,  en  steU 
len   wq  daarbij  kortheidshalve  ad  +  6e  sz  p^  dan  komt  er 

Deze   vorm    kan   nog   op  de  volgende  wqze  herleid  wor- 
den.   Wq  hebbeu  nameliqk 

^  j^cf^'^H-g'— «^— d»)  _  jpfefg»— c»J+p5g(d»— ^^) 
(a^-^c'^jfd»— «a)      ~  (a«— c*)(d*— ^aj 

.        phe  p6e 

en  hierdoor  wordt 
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FF  —  */(      P'^V        .        y^^         I         P^^\         .        P^^     Y 
Toorh  is 

mtfar  omdat  p  zsz  ad  ^  de  is ,  hebben  wi) 

hierdoor  wordt  dan,  zoo  wij  nogmaals  Ier  bekorting  a^+mbz^ 
stellen : 

p^c^  pbc  pqac 

(       ac  bd       \ 

of  1   zoo   w^   wederom    voor  /»  en  ^   de  waarden  sehrQven , 
die  z^  voorstellen , 

CXIV.       V    o    o   B    S    T   B  X.. 

/>oor  S.  Dik,  Cormsz. 
^* 

Opoelost    door   J«  S«  SfkijsR|  Jt  Babbah  ,  H«  W.  Blosai 
•fi  S.  DtK^  CoRNsr. 

Oplossing  van  J.  S*  Speijer. 
Men    stelle  jp  ,=  ü'^    dan    is   Zx  =:  dx^^Xy  en  bierdoor 
gaat  de  gegevene  vergel^king  over  in 

—  3*'^« _       3arg 

^y  —  ,10  ^  2«<^  +  »*  ""  («♦  +  1}*' 
waaniit  volgt 
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barmonüche  evenredigheden  gel^  is  aan  hel  dubbel  product 
der  beide  aiterste  termen  gedeeld  door  hanne  som,  wordt  dan 

irilgedrakt  door  '^V^^'^^^-^^Jl!  of  ^'^/^'^^T^^J!, 

xoodal    de   harmonische  reeks ,   die   aan   de    eerstgenoemde 
yoorwraarden  Tfddoet,  voorgesteld  wordt  door 

\r       n  /        9  (p*+9  ) 

Begeert  men  geheele  getallen,  soo  kan  men  rr=  (p^-|-9^)t 
nemen;  de  reeks  ia  dan 

en    opdat  na    de    middelste  term  eene  derde  magt  zq ,  neme 
men  •  =r  P^^^iP'^  —  7*)*  i  waardoor  de  reeks  wordt 
/»VO"-y')*'(P*-H")%  ^''q^P^-q^)''  en  4/>*^y<^ö>«-^»J4(^«+y«}S 
soodat  na  dese  algemeene  yormen  eene  reeks  in  geheele  ge» 
tallen    voorstellen,    die   aan  al   <le  voorwaarden  der  opgaaf 
voldoet. 

Oedi  men  deze  algemeene  yormen  drior  eene  willekenrige 
aesde  magt,  b.  v,  door  p^q^{p^  ^  q^)^ f  <1*ö  blqven  de 
qootiënten 

eene  aan  de  voorwaarden  der  opgaaf  volrloende  reeks  voor- 
stellen, welker  termen  dan  echter  gebrokens  kunnen  zijn. 

Neemt  men'ji  r=:  2  en  ^  =  1 ,  zoo  vindt  men.  voor  de 
reeks: 

ingeheelen,    291600,    373248    en    518400; 
of  in  gebrokens ,  6| ,        8  en      1 1  ^. 

•    CXVI.      VOORS    TBX. 

Door  J.  Bassan* 

Vit  ten  punt  van  den  omtrek  een»  eirkeh ,  drie  koorden 
te  trekken,  xoodanig,  dat  de  vierkanten  dezer  koorden 
«sjitf  karmomeche  reeke  uitmaken, 

Opoeijobt  door  J.  A.  Stahkart  ,  J«  S.  Spbijbr  ,  W.  L« 
IvakoIb,   H.   W.   B1.0SK,  J*  Bassak,  J.  A.  Hansbk  en  6. 

KOSTSR. 

Oplossimo  van  J»  A.  Stamkart. 
Laten  AB,  AC  en  AI)  (f  ig«  78)  de  begeerde  koorde^  zijn, 
dan   zollen    hare   vierkanten  eene  harmonische  reeks  moeten 
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uitaiaken.  Dewijl  echler ,  Tolgens  eene  bekende  eigenschap 
des  cirkels ,  de  vierkanten  dier  koorden  evenredig  sgn  met 
bare  prüjecüéu  op  de  uiidJeilijii  AË ,  zoo  To]gt  hieruit  ^  dat 
dan  ook  deze  projecticn  Ab\  AC'  en  AD'  eene  harmonische 
reekji  zallen  moeten  vormen.  Alzoo  heeft  men  de  volgende 
eenvoudige  constrnctie.  Trek ,  uit  het  gegevene  punt  A  van 
den  omtrek,  de  middellijn  AE;  neem  daarop  het  punt  D' 
geheel  naar  w^  Igevalieii ,  Jeel  de  lijn  Aü',  volgens  de  daar* 
voor  bekende  constructie ,  in  eene  harmonische  reden,  door 
de  deelpunten  B'  en  C' ',  rigt  oit  B',  C'  en  D'  loodlijnen  op 
de  midJellijn  AE  op,  den  ohstrek  des  cirkels  ia  B^  C  en 
D  ontmoetende,  en  trek  eindelqk  de  lijnen  AB,  AC  en  AD, 
dan  zullen  dit  de  begeerde  koorden  z^n. 

CXVIL     V  o  o  R  s  T  B   L. 
^  Door  J*  Bassak* 

Eên  eirkeikwadrant  i$  in  tweo  êoetoren  verdseidj  en  in 
êlkén  9ector  een  vierkant  èesekreven,  waarvan  eene  mjfde 
lange  den  eiraal  dee  kmadrante  valt,  terw^i  de.overetaande 
n^de  hare  uiteinden  in  de  deellijn  en  in  den  boog  dav  mo* 
tore  heeft.  Indien  nu  de  xyden  dealer  vierhanien  gegeven 
n^n,  begeert  men  de  deelen,  waarin  de  boeg  dee  kwadrante 
verdeeld  is ,  benevene  den  etraal ,  te  baaien* 

Opoblost  door  J.  A.  Hansbn  ,  J.  S.  SpBijsa ,  J.  fiAssAN 
•n  H.  W.  BI.OBH. 

Oflossiko  van  J«  A.  Hansbn. 

Laat  het  eirkeikwadrant  ABC  (Fig.  79)  in  de  twee  secto- 
ren ABD  en  ACD  verdeeld  ,  en  in  deze  sectoren  de  vier- 
kanten EFGH  en  IK.LM  op  de  voorgestelde  wijze  beschreven 
zijn ,  dan  zal  men,  de  bogen  60  en  CD  of  de  hoeken  BAD 
en  CAD,  benevens  den  straal  AB  moeten  bepalen  ,  indien 
de  zijden  der  genoemde  vierkanten  gegeven  zijn. 

Stel  te  dien  einde,  na  ook  nog  de  stralen  AF  en  AK  ge- 
trokken te  hebben  , 

AB  =:  AC  =  AD  =  AF.=  AK  =  r, 

hoek  BAD  =  (^,  dus  hoek  CAD  =  QO^*  —  0, 

EF  =  FG  ==  GH  =  HE  =  tf , 

IK  =±  KL  =  LM  =  Mi  =  *, 
dan  volgt,  uit  de  regthoekige  driehoeken  AU£  en  AMf, 
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sitieven  wortel  hebben ,  maar  dien  hebben  zij  ook  zeker  ^  emdat 
de  laatste  term  ne(];atief  is.  Daar  na  Tang.  <l>  of  Coi»  (^  inder-» 
daad  poatief  moet  zijn,  kannen  die  Tergelqkinf^  niet  meer  dan 
iéop  maar  zollen  zg  ook  altijd  één  antwoord  op  de  Traag  geven» 
CXVIIL  V  o  o  R  I  T  B  u 
Door  h  BissAH. 

OJp  de  ss^de  AB  (Fig.  80)  ra»  eenen  driehoek  ABE,  uitwendig 
een  vierkani  ABGD  besehreven  M^nde,  heeft  men  de  lifn  DE  ge* 
irokAen»  Indien  nu  dese  Ufn,  benevens  de  mifden  A£  en  BE  de» 
driehoeke,  gegeven  wijnp  wil  men  daaruit  de  a^de  AB  berekenen* 

Opsuost    door  J.   Bassah^    H.  W.   Bloii,   J.   S.  Svbubr, 
J.  A.  HANtiii,  W.  L.  IvAHAH  en  6*  KosTii. 
OpLossiiift  ra»  J.  Babsait. 

StelAE=a,BE=&,DE=ri^AB=AD=»enAaeibADE=(^, 

dan  is  tooreerst,  nit  den  driehoek  DAE, 

«.    ^r>.«        DE  X  Sin.  ADE        d  Sin.ó 
&n.  DAE  =  ^ =  — r^^ 

•    *     .                       ^      ,v4«         ^  Sin.  Ó 
dos  ook  Cos.  BAB  r=:  -i 

a 

Toorts  is»  nit  de  driehoeken  DAE  en  BAE, 

A£«  =  DE>  +  AD»  —  2DE  X  AD  x  Coe.  ADE 

en   BE*  =  A£»  +  AB>  --  2AE  X  AB  X  Co$.  BAE, 

of,  Toor  de  ferschillende  lijnen  hare  waarden  inbrengende , 
a*  =  d«  +  #*  —  2dip  Co8.  0 

en  i«  =  a*  +  X*  —  2diF  Sin.  <J 

Hiemit  Tolgt 

4P»  +  rf*  —  a*  =  2dx  Cos.  ^, 
s*  +  a»  —  5»  =  2ds  Sin.  4>, 

of,  deze  vergelijkingen  in  de  tweede  magt  Terheffende, 

s»  +  2  (d«  —  a»)  «*  +  (d»  —  a»)«  =  4d»  s«  Cm.  »^, 

,»  +  2  (a»  —  A»)  s«  +  («»  —  b^y  =  4d»  ««  Sin.  *<p, 

.enverrolgens  hare  som  nemende,  daarbij  in  betoog  houdende  dat 

Sin.  *0  +  Cos.  «0=1  is, 

2jr*  +  2(d>  —  b^)  s^  +  {d*  —  a*)«  +  (o«  —  *»)«  =  4i/«  «». 
Deze  vergelijking  herleidende»  komt  er 

,*  —  (rft  +  p)  «ï  +  I  (d*  —  a»)*  +i  (a*  —  »•)•  =  Oj 

hieroit  vindt  tnen 

■.•=l(J«+i»)±l/{i(d«+A«)»-i(d»~«»)»_i(««-*»)»}, 

(i»+i»)±V'{(rf*+*»)*— 2(«»»— a»)»— 2(o»— i»)*) 
of   *»= --: 

I.  Dut.  K 
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kkoo  is  dan  het  vierkant  van  de  zijde  AB  des  drieboeks,  en 
dus  ook  die  zijde  zelte  geTonden. 

AAmtEEiRO  um  J.  Bidor  Giubui.  De  gegevens  a^  b  ea  d 
mogen  'niet  naar  welgevallen  aangenomen  worden;  want  hoezeer 
de  beide  waarden  van  s*  zeker  positief  zijn,  moet  de  wortelgroot- 
héd,  welke  in  de  voor  a*  gevondene  uitdrukking  voorkomt^  be- 
staanbaar zijn.  Die  wortelgrootheid  kan  herleid  worden  tol 
l/{d  +  a]/2+b){d+ai/2'^b)id+b'^ai/2)(ay1i  +  b—d)i 
hiernit  blijkt  dat  de  gegevene  lijnen  moeten  voldoen  aau  de  voor- 
waarden^ dat  d,  ai/2  en  b  óe  zijden  eens  driehoeks  zonden  kan- 
nen zijn. 

GXIX.       VOORSTSL. 

Door  J.  BissiN. 

In  een*  êcherphoekigen  driehoek  is  een  vierkant  beêckreten, 
waaroan  twee  hoekpunten  in  de  basis,  en  de  beide  overige 
hoekpmUen  in  de  opstaande  myden  des  driehoeks  liggen.  Zoo 
nu  gegeven  zijn  de  inhouden  der  drie  kleinere  driehoeken,  welke 
met  hei  inge^hrevene  vierkant  den  geheeien  driehoek  uitmaken, 
begeert  men  de  M^den  des  geheeien  driehoeks  ie  berekenen. 

Opailost  door  J.  Bissiii,  II.  W.  Blobm,  J.  A.  Hansih, 
W.  L.  IvA5Gii^  J.  H.  VIN  KooTBN^  G.  KosTBRy  J.  S.  Spiijci  en 
J.  B.  Gul. 

OrLossiRO  van  J.  Bassjlv. 
Zij  ABC  (Fig.  81)  de  driehoek  en  DEFG  het  ingeschreven  vier- 
kant; stellen  wij  dan  /fiA.  cbteA.  AD£  =  a,  ZnA.  dr teA.  EBF  =:  ib, 
Inh.  drieh.  FGG  ^  c  en  DE  =  £F  =z  s,  zoo  zullen  wij  voor. 
eerst  ar,  en  vervolgens  de  zijden  des  driehoeks  ABC  in  de  gege- 
vene  inbonden  a,  £  en  c  trachten  nit  te  drukken. 

Laten  wij  op  AC  de  Joodlijn  BI  neder,  EF  in  H  snijdende, 
dan  is: 

a  =  i  AD  X  DE  =  i  *  X  AD, 
A  =  J  EF  X  BH  =  i  d?  X  BH, 
c  =  i  CG  X  FG  =  i  apx  CG, 

waaruit  volgt 

AD  =  ??,  BH  =  ?i  en  CG  =  ?f. 

De  gelijkvormige  driehoeken  ABC  en  EBF  geven  de  eTeorrdigheid 
BI:  BH  =  AC:  EF; 
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hieruit  k^n  afgeleid  worden 

BI  —  BH:  BH  =  AC  —  EF :  EF, 
dat  19       '  Hl:  BH  1=  AD  -4-  CG:  EF^ 

'  of  Toor  de  lijnen  hare  waarden  inbrengende 
2b         2{a  -h  c) 

waafoit  na  onmiddellijk  volgt 

«  =S  P^U  (a  4-  c); 
Voorts  hebben  wij  terstond 

AC=:AD  +  CG  +  DG  =  ?^i+-i>+*  =  ?iï±±tf.\ 

waardoor  de  zijde  AG  in  9  en  gegevens  it  uitgedrukt.  Om  ook 
de  zijden  AB  en  BC  in  dr  en  gegevmis  uit  te  drukken  ^  hebben 
wij  de  evenredigheden 

AQ  :  BI  =5  AË  :  DE  en  BC  :  BI  =  CF  :  FG; . 

hierin  ia    BI  =  BH  +  Hl  =  ^H-«= — — , 

X  X 

AE=:v/{AD» +DE*}  =|/{^+x«}  =il/(4a« +**), 

4c*  1 

CF=i/{CG«  +FG*}=|/{;^-h  *«}=-; l/(4c«+«*), 

en  de  genoemde  evenredigheden  geven  alzoo 

^_         BI  X  AE  _  (26  +  x^)  K4a»  +  ^*) 

^^  =  — ÏÏF"  -  ^^  ' 

BI  X  CF  _  {2b  -h  X*)  t/(4o»  +  #*) 
^  =  — Fü~  -  T^  • 

Door  dan  eindetijk  de  gevondene  waarde  vaa  d;,  in  de  boven* 
staande  uitdrukkingen  van  AC,  AB  en  BC«  te  substitueren,  komt 
er  na  behoorlijke  herleiding: 

_  y^b  +  ylja  +  c)       ,  . 

AC ^TifT+ëf—  ^  ^"  +  '''' 

*    ""        ^b{a  +  e)*  :*^^      T  »» -r   "j, 

"^  —         ïk-A(o  +  c)»        ^  '^'^      f»» -ir  DC). 

(XL.      VOOISTCL. 

Boot  3.  BiUAir. 
Jfc»  «nM^(  hetzelfde  aU  in^  het  vooi^atmde  voqratel,  featuuer, 
in  plaat*  tan  de  inhouden  der  drie  kleinere  driehoeken,  de  sy- 

R  2 
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dm  gegeven  Mêfn  van  de  vterianien,  welke  toederom  op  deselfde 
wjJMe  in  die  kleinere  dtriekoeken  kunnen  beschreven  warden. 

0r6iL06ff    door  J.  S.  Spkiji1|    J.  Bubiv,   H.   W.   Blobi, 
J.  A.  Hahsbh  en  W.  L.  Itahgh. 

OpLowiRft  van  L  S.  Spbiiir. 

Laten  (Fig.  81)  RLMD,  NOPQ,  GBST  de  nerkanteu  nja,  ia 
de  bedoelde  kleinere  driehoeken  beichre?en,  en  waarfan  de  xqden 
KL  =  LH  =  o,  NO  =  OP=&,  GR=BS  =  ogegeTennjni 
.  indien  dan  wederom  D£  =  EF=:  s  geiteld  wordt,  kan  Tooreerrt 
de  waarde  Tan  deze  onbekende  op  de  volgende  wijze  geTonden 
worden. 

De  driehoeken  LHE  en  ENO  rijn  gelijkformigi  loo  ali  ook  dt 

driehoeken  SRF  en  FQP;  hieroit  Tolgen  de  etenredigheden 

LH  :  ME  =  EN  :  NO  en  RS  :  RF  =  QF  :  PQ, 

of       a  :  dr  —  a  =  EN  :  5  en  c  :  s  —  e  =  QF  :  ^^ 

n»  «^  ^«  bc 

dus  ia     -         EN  = en  QF  =  : 

X  — a  •    a?  —  o 

en  daar  uit  de  figunr  trólgt 

EN  +  QF  +  NQ  =  EF, 

ab  bo 

is  alzoo  '  ■      +    4-  £  =  dP. 

o;  —  a        a?  —  o 

of  na  behoorlijke  herleiding 

«•  —  (a  +  A  +  c)  »*  +  ac«  +  oio  =:  O, 

nit  welke   derdemagtsvei^lijking  men   x  berekenen  kanj  loodn 

a,  &  en  c  in  getallen  gege?en  zijn. 

Heeft  men   x  berekend,  zoo  zal  men  gemakkelijk  de  rijde  AC 

dea  driehoeks  kannen  finden  \  want  de  driehoeken  ABC  en  ERF 

gelijkf ormig  rijnde ,  ia 

OP  :  £F  =s  EF  :  AC  of  5  :  o;  =  4?  :  AC , 

en  doa  AG  =  ^  y 

Verder  ia  BI  :  BH  =  o;  :  A, 

doa  ook  BI  —  BH  :  BI  ==  a?  —  b  i  x^ 

of  d?:BI  =  d?  —  ift:d?y 

fraaroit  folgt  BI  = -: 

4A  ia 

E0==i4EN«+N0«)==v/|~|^+i«^  , 
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en 

de  uil  de  figonr  TOorttloe^eDde  erenredighedeD 

AB  :  EO  =  B(  :  ON  en  BC  :  FF  =  BI  :  PQ, 

geren  4m  euHbbjl  AB  =  -^^:=       (;-,)(,jt)       ' 

«.  -p__FPxBI_xM2c*  — 2oj  +  x») 

~     PQ     -        {x-A)(x_o)      • 

Ook  de  zijdeo  AB  cd  BC  mdt  men  das  terstond ,  soodra  de 
uraarde  tan  x  mi  de  boTensCaande  derdemagtsTergelijking  bere* 
kend  is. 

CXXL     V  o  o  E  s  T  B  L. 
Door  T.  A.  F.  Dilfeat. 

De  hortMontak  en  verticale  prajeciiën  van  degemeene  doonnede 
eofi  twee  vlakken  te  conetrueren,  indien  de  horiMontale  en  verti- 
eah  doorgangen  van  die  vlakken  Moodanig  gegeven  Myn,  dai  nj 
alhn  door  een  welfde  pmU  van  de  as  van  projectie  gaan, 

OraiLOSff  door  T.  A.  F.  Dblpeat,  L.  Cohik  Stdabt  en  J.  S.  Spbubr. 
Oflossihg  van  T.  A.  F.  Dblpbat. 

Laten  PA'  en  PA''  (Fig.  82)  de  horizontale  en  tertlcale  door- 
gangen ^an  het  eene,  PB'  en  PB*  die  Tan  het  andere  der  gegevene 
▼kkken  djn,  loodat  al  deze  doorgangen  dpor  een  zeltAe  punt  P 
gaan  van  de  as  yan  projectie  0X|  dan  is  ?ooreerst  het  pont  P 
een  pont,  niet  alleen  van  de  gemeene  doorsnede  der  beide  klak- 
ken ATA'  en  B'PB'^,  maar  ook  tevens  tan  de  te  constroeren 
horixontale  en  verticale  projectiën  dier  doorsnede. 

Trekken  wij,  uit  een  willekenrig  pnnt  G  van  OX,de  lijnen 
CC'  en  CC'  evenwijdig  met  PA'  en  PA',  dan  zijn  dït  de  door- 
gangen Tan  een  tlak  C'CC' ,  dat  evenwijdig  met  het  vlak  ATA' 
is,  en  dat  derhalve  het  vlak  BTB'  snijdt  volgens  eene  lijn,  die 
evenwijdig  met  de  doorsnede  der  vlakken  A'PA'  en  B'PB'  loopt. 

Constmeren  wij  nn  de  projectiën  DE'  en  D'E  van  de  gemeene 
doorsnede  der  vlakken  B'Pfi'  en  C'CC',  door  nit  de  soijpaoten 
IV  en  E'  der  doorgangen  loodlijnen  op  de  as  OX  neder  te  laten , 
dan  xnllen  de  te  constmeren  projectiën,  van  de  gemeene  doorsnede 
der  vlakken  A'PA'  en  B'PB',  evenwijdig  met  DE'  en  D'E  moeten 
loopeq;  want  de  doorsnede  van  ATA'  en  B'PB'  loopt  evenwijdig 
met  die  van  C'CC'  en  B'PB',  en  evenwijdige  lijnen  hebben  ook 
evenwijdige  projectiën. 
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Trekken  wij  das  ten  laatste  door  het  pont  P,  de  liJDen  WW 
en  M^N'  respootieTelijk  evenwijdig  met  DE'  en  D'E,  dan  sal  M'N' 
de  horizontale  en  M*^'  de  verticale  'projectie  zijn  Tan  de  gemeene 
doorsnede  der  Wakken  A'PA'  en  B'PB'. 

CXXU.       VOORSTKL. 

Door  J,  Badok  Geuveju. 

Gegeven  zijnde  de  horizontale  en  veriicale  projediën  van  eenen 
bol  f  benetens  de  horizonlak  doorgang  van  een  vlak  dat  dien  bol 
raakt,  vraagt  men  den  verticalen  doorgang  van  dat  rakende  vlak, 
en  de  projeciiën  van  het  raakpunt  ie  construeren. 

Opulost  door  J.  Badoic  Gni  jbsn,  J.  S.  Speij  ib  en  L.  Gohin  Stvart. 
Oplossiicg  van  J.  Badon  Ghijbin. 

Laten  P'  en  P'  (Fig.  83)  de  projectlëo  van  den  bol,  M'  en  M' 
de  projeictiën  van  zijn  middelpunt  zijn,  dan  wordt  de  as  van  pro- 
jectie OX  door  de  lijn  M'M'  regthoekig  gesneden  in  H;  zij  voorts 
AA.'  de  horizontale  doorgang  van  een  vlak,  dat  den  bol  raakt,  en 
welks  verticalen  doorgang  men  betjccrt  te  construeren. 

Trekken  wij  dan  M'B'  loodregt  op  AA',  nemen  wij  MB  =  M'B', 
trekken  wij  nit  B  eene  raaklijn  Br  aan  de  verticale  projectie  P' 
van  den  bol,  laten  wij  lut  het  raakpunt  r  eene  loodlijn  rR  op  de 
as  OX  neder,  nemen  wij  M'R'  r=:  MR,  en  trekken  wij  daarna  nit 
R'  en  r  lijnen,  loodrcgt  door  en  evenwijdig  met  de  as  van  pro- 
jectie, elkander  in  R'^' snijdende,  dan  zullen  R'  en  R'  de  projectioi 
zijn  van  het  punt,  in  hetwelk  de  bol  geraakt  wordt  door  een  vlak, 
dat  AA'  tot  horizontalen  doorgang  heeft.  Trekken  wij  verder  H'R', 
en  nit  het  punt  A,  dat  aan  den  horizontalen  doorgang  en  de  as 
gemeen  is,  eene  lijn  AA'  regthoekig  door  M*R'  of  haar  verlengde, 
dan  zal  deze  AA'  de  begeerde  verticale  doorgang  zijn. 

Ter  verklaring  dezer  constructie,  merken  wij  op,  dat  een  verti- 
caal vlak ,  door  de  lijn  M'B'  gebragt ,  den  bol  volgens  eenen  groe- 
ten cirkel,  welks  middelpunt  ter  hoogte  MM'  boven  h^t  horizontale 
vlak  ligt ,  en  het  rakende  vlak  volgens  eene  uit  B'  aan  dien  drkei 
getrokkene  raaUijn,  snijdt;  zijnde  het  pnnt  waar  die  raaklijn  den 
cirkel  raakt  tevens  het  ra;ikpunt  van  het  vlak  met  den  bol.  Door 
dus  HB  ^z  M'B'  te  nemen  en  vervolgens  Br  te  trekken ,  is  het 
door  B'M'  gaande  verticale  vlak,  met  de  zich  daarin  bevindende 
doorsnede  des  bols  en  de  daaraan  nit  B'  te  trckkene  raaklijn,  in 
zijne  wezenlijke  gedaante  op  het  verticale  vlak  van  projectie  afge- 
beeld. Hierdoor  wordt  alzoo  de  hoogte  rR  gevonden  van  het  raai« 
pnnt  boven  hef   horizontale   vlak,  zoo   als   mede  de   afstand  KR, 
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waarop  de  horizontale  projectie  van  dat  raakpunt  zich  van  de 
gelijkuaDiige  projectie  Tan  het  middelpunt  des  bols  verwijdert; 
Mll'  =  W^  genomen  üjodci  is  dan  R'  de  horizontale. en  K'  de 
verticale  projectie  van  het  raakpunt.  Daar  voorts  lict  rakende  vlak 
loodregt  op  den  straal  van  hejt  raakpunt  staat  |  moet  ook  de  verticale 
doorgang  van  dat  vlak  loodregt  op  de  verticale  projectie  M'^K' 
van  dien  straal  zijn;  en  derhalve  is  Ai',  loodregt  door  M^R"" 
getrokken,  de  hegeerde  vcrtit^le  doorgang. 

Uit  het  punt  B  kan  nog  ecnc  tweede  raaklijn  fis  aan  den  cir- 
kel P*  getrokken  worden;  wederom  uit  het  raakpunt  a  eene  lood- 
liJQ.  sS  op  de  as  nederlatcnde,  vindt  men  door  M'S'  =:=  MS  te 
nemen |. ook  S'  en  S"  voor  de  projectiën  van  het  begeerde  raak- 
punt; en  door  dan  uit  A  een  lijn  loodregt  doorM'S''  te  trekken, 
verkrijgt  men  Aa'  voor  den  Legeerdan  verticalen  duoi^g^ng.  £r 
zijn  dns  twee  antwoorden  op  het  voorstel. 

CXXIIL       VOQBSTBL. 

.    Door  Jp  Badon  GflUBBif» 

Gegeven  Mijnde:  1^  de  horisoniaU  eu  verticale  projectiën  van 
twee  geiifke  bollen ,  die  even  hoog  boven  het  horizontale  vlak 
maar  op  ongelijke  af  elanden  vóór  het  verticale  vlak  liggen ,  en 
2^  de  horizontale  en  verticale  projectiën  van  een  punt.j  begeert 
tnen  de  horizontale  en  verticale  doorgangen  te  construeren  van 
een  vlak,  dat  door  het  gegeven  punt  gaat  èn  de  beide  gegeven 
bollen  raakt, 

Opguost  door  J.  Bador  GHiJBBii^  J.  S.  Sf  Brjza  en  L.  Conax  Stüabt. 
Oplqssing  tan  J.  Badon  GBriiBKü. 

Laten  W  en  N'  (Fig.  84)  de  horizontale^  M'  en  N'  de  verti- 
cale pcojectiëü  van  de  middelpunten  de?  bedoelde  bollen  zijn,  dan 
zijn  de  pqnten  M'  en  N"  op  onderling  gelijke  hoogten  M'M=;N''N 
boven  de  as  van.  projectie  OX  gelegen,  terwijl  de  punte^iM'.ep  N' 
,op  ongelijke  afstanden  vto  die  as  verwijderd  zijn;  laat  voorts  Q' 
de  horizontale  en  Q"  de  verticale  prr^ectie  van  het  gegevene  punt 
zijo,  dat  ter  hoogte  Q'^Q  boven  het  horizontale  vlak  ligt. 

Dewijl  de  beide  bollen  even  groot  zijn,  kunnen  zij. omhuld  vor- 
den  door  een  cilindervlak,  dat  de  lijn  (M'N',  M'N')  tot  as,  en  den 
gelyken  straal  der  boUen  tot  straal,  heeQ;  dergelijks  kunnen  zij 
omhuld ,  worden .  door  een  kegclvlak ,  dat  almede  de  lijn  (M'N' , 
Jtf'K')  tot  as  beert,  welks  lop  (T',  T)  juist  in,  het  ipidden  tus- 
schen  de  ponten  (M',  W)  en  (N',  N")  gelegen  is  ^  en  welks  halve 
tophoek   NT'F  gevonden    wcrdt,    door    uil   T'  ecnc  raaklijn  T'F 
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tan  de  horizontale  projectiëa  der  bollen  te  treilen.  Elk  Tiak  nu, 
dat  de  beide  bollen  raakt ,  zal  dan,  naargelang  die  bollen  zidi 
aan  dezelfde  zijde  of  aan  weerszijden  Tan  het  rakende  vlak  berin- 
den ,  het  genoemde  cilindervlak  of  kegehlak  raken,  zoodat  tot  de 
oplosdng  der  voorgestelde  vraag  slechts  noodig  is,  aan  dat  cilinder- 
of  kegelvlak  een  door  het  punt  (Q',  Q')  gaand  rakend  vlak  te  brengen. 

Nemen  wij  daartoe  eene  nieuwe  as  van  projectie  PT  aan,  die 
het  verlengde  van  M'N^  ergens  in  T  regthoekig  snijdt ,  zoo  wij  dan 
op  dat  verlengde  een  stak  Tt'  =:  N'N  :=  M'M  nemen,  is  t^ 
niet  alleen  3e  nieuwe  verticale  projectie  van  de  niiddelpanten  der 
bollen,  maar  ook  de  nieuwe  verticale  projectie  van  de  as  van  het 
omhullende  cilinder*  of  kegelvlak  en  van  den  top  van  dat  kegel- 
ilak;  en  zoo  wij  vervolgens  Q'(fi'  loodregt  op  PT  trekken  en 
qq'  :jt:  QQ'  nemen,  is  <f  de  nieuwe  verticale  projectie  van  het 
gegevene  puit. 

Beschrijven  wij  nu  vooreerst  uit  i",  met  eenen  straal  t'C  gelijk 
aan  dien  der  gegevene  bollen «  eenen  cirkel,  dan  is  deze  cirkel  de 
doorsnede  van  het  omhullend  cilindervlak  met  het  nieuwe  verticale 
vlak;  deze  cirkel  zal  dus  geraakt  worden  door  den  doorgang  met 
het  nieuwe  verticale  vlak,  van  elk  vlak  dat  het  cilindervlak  raakt, 
maar  zulk  een  rakend  vlak  staat  loodregt  op  het  nieuwe  verticale 
vlak  van  projectie,  en  kan  dus  niet  door  het  gegevene  punt  gaan , 
zonder  dat  zijn  doorgang  door  de  nieuwe  verticale  projectie  q'  van 
dat  punt  gaat«  Indien  wij  dus  door  q^  eene  raakltjn  A'a  trekken, 
aan  den  cirkel  uit  f  met  t'C  beschreven,  zal  deze  lijn  de  door* 
gang  met  bet  liieuwe  verticale  vlak  zijn,  van  een  vlak  dat  door 
het  gegeven  punt  gaande  den  cilinder  en  das  ook  de  gegevene 
bollen  raakt ;  de  lijn  k'k,  uit  A.  loodregt  op  PT  getrokken,  zal 
de  horizontale  doorgang  van  dat  rakende  vlak  zijn^  vpordende, 
omdat  dit  vlak  door  het  punt  {Q\  Q*)  gaat,  deszelft  docn^gang 
Al'  met  het  eerste  verticale  vlak  geconstrueerd  door  het  pnnt  r 
van  dien  doorgang  te  bepalen,'  waartoe  slechts  QV  evenwijdig 
met  A'A  en  r'r  gelijk  aan  QQ'  behoeft  genomen  te  woeden. 

Beschrijven  wij  ten  tweede  uit  f,  na  de  raaklijn  TT  verlengd 
te  hebben  tot  zij  PT  in  I  ontmoet,  met  eenen  straal  t'X=:TI^ 
een  anderen  cirkel,  dan  in  deze  de  doorsnede  van  het  omhullend 
kegelvlak  met  het  nieuwe  verticale  vbk;  deze  nieuwe  cirkel  zal 
dus  geraakt  worden  door  den  doorgang  met  het  nieuwe  verticale 
vlak,  van  elk  vlak  dat  het  kegelvlak  raakt.  Zal  nu  zulk  een  ra- 
kend vlak  door  het  gegevene  punt  gaan,   dan  moet  het  ook  gaan 
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door  de  lijn  die  het  gpgcTene  pant  met  den  top  van  het  kegel- 
vlak  Tereenigt;  maar  deze  lijn  (Q'T' ,  q'i')  ontmoet  het  horizon*- 
tale  vlak  en  het  nienwe  verticale,  respectievelijk  in  de  ponten 
D  en  E,  die  op  de  gewone  wijze  geconttraeerd  zijn;  die  ponten 
zijn  dan  respectievelijk  punten  van  de  doorgangen  van  het  begeerde 
rakende  vlak  met  het  horizontale  en  met  het  nieawe  verticale; 
alzoo  worden  deze  doorgangen  B'B  en  Bb  verkregen,  door  eerst 
nit  E  eene  raaklijn  Eb  te  trekken,  aan  den  cirkel  qit  l'mel  t'K 
beadireven,  en  vervolgens,  uit  het  snijpunt  B'  van  deze  raaklijn 
met  PT,  de  lijn  B'B  door  bet  punt  D  te  trekken.  De  doorgang 
BB'  van  dit  rakende  vlak  met  het  eerste  verticale  vlak,  wordt 
wederom  gemakkelijk  geconstrueerd  door  het  punt  s  van  dien 
doorgang  te  bepalen,  waartoe  men  slechts  Q's'  evenwijdig  metB'B 
te  trekken  en  s's  z::  QQ'  te  nemen  heeft. 

Wij  hebben  dan  alzoo  de  doorgangen  A'AA'  en  B'BB'  gecon- 
strueerd van  twee  vlakken ,  die  beide  door  het  punt  (Q',  Q') 
gaan  en  de  gegevene  bollen  raken  :  liggende  de  beide  bollen  aan 
eene  zelfde  zijde  van  het  vlak  A^AA',  maar  aan  weerszijden  van 
het  vlak  B'BB'.  Dewijl  men  uit  het  punt  q'  eene  tweede  raak- 
lijn aan  den  cirkel  t'G ,  en  uit  het  punt  £  eene  tweede  raaklijn 
aan  den  cirkel  t*K  kan  trekken ,  zal  men ,  door  verder  even  als 
boven  te  handelen,  nog  twee  andere  vlakken  kunnen  construeren, 
die  door  het  gegevene  punt  gaan  en  de  gegevene  bollen  raken« 
De  bollen  zullen  wederom  aan  dezelfde  -  zijde  van  het  eene,  en 
aan  weerszijden  van  het  andere  dier  rakende  vlakken  gelegen  zijn. 
Opdat  de  figuur  niet  te  omslagtig  zoude  worden,  hebben  wij  de 
oonstroctie  van  die  twee  laatstbedoelde  vlakken,  niet  uitgevoerd. 

Was  het  gegevene  punt  (Q',  Q')  binnen  het  cilindervlak  gele- 
gen dat  de  bollen  omhult ,  zoo  zou  het  rakende  vlak  A'AA',  even 
als  het  andere  rakende  vlak ,  dat  de  bollen  aan  zijne  zelfde  zijde 
laat,  onbestaanbaar  wezen.  Was  het  punt  (Q%  Q*)  binnen  het 
omhullend  kegelvlak  gelegen,  dan  zou  het  rakende  vlak  B^BB' 
even  als  het  andere  rakende  vlak  dat  tusschcn  de  bollen  doorgaat, 
onbestaanbaar  zijn.  Bij  de  constructie,  zoo  zich  de  eerste  omstan* 
dighdd  doen  kennen-  door  het  vallen  van  het  punt  q'  binnen  den 
cirkel  t'C ,  en  de  laatste  door  het  vallen  van  'het  pont  E  binnen 
den  drkel  t'JL 

Mogt  zoowel  het  punt  q'  binnen  den  cirkel  t'G,  als  het  pont 
£  binnen  den  cirkel  t'£  vallen ,  dan  zoo  het  gegeven  punt 
(Q'i  Q*)  gcl'j^^ijdig  binnen  het  cilindervlak  en  binnen  het  ïe^nU 
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vlak  liggen ;    en  dan  zou  het  geheel  onmogelijk  zijn  door  bet  ge« 
geveii  pont  een  rakend  vlak  aan  de  twee  bollen  te  brengen. 

GXXIV.      VOOASTBX. 

Door  L*  HounAttu.. 
Van  twee  epene  getaUen,  is  de  som  gelijk  atm  de  derde  magt 
van  hun  versehü.    En  ah  men  «/  de  onevene  geheeïe  geiaiien, 
tUMohen  de  eefiheid  en  elk  der  bedoelde  getallen  afMonderlijk^ 
te  zamen  telt,  Mal  hei  verschil  der  beide  sommen  48  meer  Mijn, 
dan  het  viervioud  van  het  verschil  der  getallen.     Welke  Mijn 
dsMs  getallen  ? 

Opgelost   door  L.  Hoefragil,  'A.  A.  Moll,   J.  S.  Sfki/ei  en 
J.  A.  Staxkakt. 

Oplossing  van  L.  Hoefnagbl. 
'     Lalen  de  twee  getallen  voorgesteld  worden  door x+yeas  —  y , 
dan  is,  volgens  de  eerste  voorwaarde  der  opgave, 

2s  =  (2y)»  of  ar  =  4y».   .    ...    .    .   {1} 

De  onevene  getallen ,  tosschen  de  eenheid  en  eenig  even  getal 
Pf  vormen  cene  rekenkunstige  reeks  ^  waarvan  de  eerste  term  is  3 , 
de  laatste  term  p  —  1 ,  het  aantal  termen  i{p  —  2),  en  dos, 
volgens  eene  bekende  eigenschap  der  rekenkunstige  reeksen ,  de  som 
J  (jp  —  2)  (3  +  p  —  I)  =  i  (P*  —  4).  Door  in  deze  uitdrukking 
beurtelings  j)  =  a?+yenp^s  —  yte  nemen ,  ziet  men, 
dat  de  zamentelliiig  der  oncvcne  getallen,  tusschcn  de  eenheid  en 
elk  der  getallen  x  +  y  en  sp  —  y  afzonderlijk ,  de  beide  sommen 

i  (s*  +  2xy  +  y«  —  4)  en  i  (ar*  —  ary  +  y*  —  4) 
oplevert,  wier  verschil  alzoo  wordt  uilgcdrukl  door  xy. 
Volgens  de  tweede  voorwaarde  der  opgave  is  dus 

xy  =  8y  +  48.  . (2) 

.  Door   middel    van   de  vergelijkipg  (1),  gaat  de  vergelijking  (2) 
over  in  4y*  =  8y  +  48, 

of  y*  —  2y  —  12  =  O, 

waaruit  als  eenige  bruikbare  wortel  gevonden  wordt 

y  =  2; 
volgens  (1)  is  dan  x  ziz  S2, 

rn  de  begeerde  getallen  zijn  derhalve  34  en  30. 
CXXV.     Voorstel. 
Dóór  H.  G.  WiTLAGi. 
Twee   octaédraal'getaïlen   te   tinden,   loier  verschil  gdijh  is 
aan    101    maal  kat    ter  schil  hunner  wortels;  en  Moodanigf  dat 
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hei  product  van  de  som  hunnior  wortels  mei  den  grootsien  wor- 
tel, 41  >grooter  m^  dan  het  kleimte  der  beide  getallen. 
Omilmt  door  llr  G.  Wuiuos  en  J.  S.  Spsükb. 

OrLossi^a  van  H*  G.  Witugi. 
Stelleo   wij   de.  woEteU.  der  begeerde  octaëdraal  gcfalleii  dtx)r  x 
en  f  TOOT,  dan  zijn  die  geta)Ien  zelren  {*)    ' 

i  j;  (2^«  +  1)  en  I  y  (2y»  +  1), 
zoodat  wij  volgens  het  Toorsiel  moe^n  .heU)en 

4*(2»»4-l)-4y(2y»  +  I)=.101(*.-y),  .  .  (i) 
en  *(*  +  y)=siy<2y»,+  l>rf41.  ..   .    .,...(2) 

Be  vcq^ijking  (1)  berieldemJe;  vjodt  men  a«htervolgens: 
(V  +.  *)  —  (2y»  +  y)  SS  303  (»  —  y), 
2  (»»  —  y»)  SS  302  (*  —  y}, 

«»  —  »* 

^  =  151, 

s  —  y 

en  »»  +  *y  +  y»  3=  161}  .  • (3) 

biervan  'de  vergelijkiog  (2)  afltnUcnde,  Jcomt  er 

y»  =  110  -  §  f  (2y»  +  1), 

dtt  M  3y*  ==  330  ~  2y*  —  y, 

of  2y»  4-  3y»  +  y  —  330  =r  0; 

«leie  vergel^king  beeft  slechts  <éa  bestaanbaren  wortel,  namel^L 

y  =  6, 

en  deze  vaarde  van  y  in  de  vergdijUng (3)  overbrengende,  komt  er 

*>  +  ö:f  ==  126, 
waaruit  volgt  i»  =  9.    . 

De  beide  gevraagde  getallen  zijn  dos  489  en  '85. 


f*)  Wanneer  een,  Yierlioeki^  piramidale  kogeUtapel  hei  onderste  bo- 
ven ,  en  duê  met  den  top  naar  'beneden  geplaatst  is ,  kan  man  op  be^ 
Mlfde  grooMlvJak  een'  anderen  dergelijken  slapel  boowen,  waarvan  de 
top  naar  boven  is  gekeerd.  Bierdoor  verkrijgt, men  een  regelmatig  oc- 
taêdrum  van  kogels ,  waarvan  elke  ribbe  eveuYeel  kogels  bevat.  Het  getal 
kogels  nu ,  in  dit  octaêdram'begrepen ,  is  een  óctaCdraal.getal,  tot  Wortel 
hebbende  bet  aantal  kogela  waaroft  elke  ribbe  bestaat.  Zgn'  er  dan 
n  kogela  in  elke  ribbe,  dan  iijn  er,  xoo  ab  genoegmm  bekend  is, 
tn  (ji  S-  1)  (2i»  +  1)  in  den  vierkoekigen  piramidalen  slapel  begrepen; 
dit  aantal  Terdobbelende ,  en  er  vervolgens  n^  ^  dat  is  het  getal  kogels 
van  bet  maar  eenmaal  aanwezige  grondvlak ,  aftrekkende ,  vindt  men 
i»  (»  +  1)  (2»  +  1)  —  n* ,  of  na  herleiding  in  {2n*  +  1)  vóor  bet 
aantal  kogels  in  het  octacdrum  begrepen.  Akoo  is  ffi  (2n*  +  l)^het 
octa€draa1'geial,' welks  wortel  n  is. 
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CXXVI.      VOOESTIL. 

Door 'E.  G,  WiTLiu. 

De  waarden  f>an  s  en  f  te  vinden,  vit  de  vergd^kingen: 
(y  +  1)  ^p  _  8jy  -f  «  =  7Ss  —  se  (s»  +  1) 
en  *ïr  +  1  =  8i?«  +  *  —  8. 

OpfiBLosT  door  J.  S.  Spiijbe,  H.  G.  Witliu,  J.  Bassai  en 
J.  A.  Stahkart. 

Oplossirg  van  J.  S.  Spbuba. 

Indien  men  uit  de  eerste  der  gegevene  yergelijlingea  de  waarde 
yan  sff  afzondert  en  in  de  tweede  sabstitaeert  |  zal  men  eene 
nieawe  Tergelijking  bekomen,  waarait  men  de  waarde  van  y,  m  jr 
uitgednikt  zal-  kannen  vinden.  Deze  waarde  tan  y  dan  in  de 
tweede  Tergelijking  orefbrengende ,  komt  er  eene  exponentiale  Ter- 
gelijking  in  »j  waamit  deze  onbekende  door  benadering  zon  knn« 
nen  gevonden  worden. 

Wij  zullen  ons  echter  met  eene  dergelijke  oplossing  (die  zeker 
in  de  bedoeling  tan  den  voorsteller  niet  ligt)  niet  ophooden;  maar 
veeleer  nagaan  of  wij  niet  langs  eenen  anderen  weg  waarden  voor 
s  en  y  knnnen  vinden,  die  aan  de  opgegevene  vergelijkingen 
voldoen. 

Te  dien  einde  schrijven  wij  de  tweede  vergelijking  in  den  vorm 
x{x^r  —  1)  =  8(»«  —  1). 
dan  zien  wij  dadelijk,  dat  de  beide  leden  door  a?  — -  1  deelbaar 
zijn,  en  dat  das,  onafbatikelijk  van  eenige  waarde  van  y,  aan  de 
tweede  vergelijking  door  s  :=:  1  voldaan  wordt.  Door  nn  deze 
waarde  van  9  in  de  eerste  vergelijking  over  te  brengen,  komt  er 

y  +  1  —  8  =  73  —  72 
en  dos  y  =  8  ^ 

zoodat  4P^=leny=:8aande  opgegevene  vei^gelij  kingen  voldoen. 
-  Nemen  wij  aan  dut  s  en  y  geheele  getallen  zijn,  zoo  is  er  geen 
ander  antwoord  op  bet  voorstel.  Want  alsdan  moet  s  noodzakelijk 
een  deeler  van  36  en  van  8  zqn;  dos  niet  anders  dan  1,2  of  4. 
Evenzoo  moet  ook  s^  een  deeler  van  73^;  •—  36  en  van  8  —  s 
zijn^  aan  deze  eerste  voorwaarde  voldoet  ar=len^  =  4, 
aan  de  tweede  alleen  s  =  1.  Derhalve  moet  s=  1  zijn,  viaar- 
mede  dan  overeenkomt  y  =  8. 

CXXVII.    V  o  o  B  s  1  I  t. 
Door  H.  W.  Blobh. 

In  een  driehoek  ie  een  vierkani  beeehreven,  Moodanig,  dat 
een  van  desMflJi  Mijden  lange  de  baaUy  en  twee  hoehpmUen  m 
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de  ofêtaande  M^fdm  de$  dnehoeks  Uggm.  Door  de  bovwuM^de 
wm  Ui  vieHUttU  w^di  va»  den  driehoek  een  kleinen  driehoek 
qfgeeneden^  en  in  deMen,  op  deselfde  w^ae  aU  in  den  voor- 
gaanden  driehoek  ^  een  meriani  geplaaUt.  In  den  iopdriehoek, 
door  de  bovenjeijde  pan  het  tweede  vierkani^  pan  den  tweeden 
'driehoek  afgesneden ,  is  wederom  op  gelijke  wiJMe  een  vierkant 
beschreven ,  en  moo  gaat  men  onophoudelijk  voort.  Men  vraagt 
nup  in  de  g^den  des  oorspronkeUjken  driehoeke  als  gegevens, 
de  verhouding  mt  te  drukken  van  js^nen  inhoud,  tot  de  som 
der  inhouden  van  al  de  ahoo  gevormde  vierkanten^  * 

Qmiijost  door  J.  Badoh  Gbubkit,  H.  W*  Bloih,  L.  Goiiu 
Stout  en  h  S.  Sf tint. 

OpLossina  van  !•  Babor  Ghubik. 

Laat  ABC  (Fig.  81)  de  bedodde  driehoek  njn ,  waarin  aaoTan- 
keligk  het  Tierlant  D£FG  beachreven  is,  dan  snijdt  de  bovenzijde 
BF  Tan  dït  Tierkant  eenen  driehoek  EBF  Tin  den  eenten  driehoek 
aC  Laat  ▼ederom  in  den  driehoek  EBF  het  Tierkant  NOPQ  be- 
edireTen  zgn,  door  welka  boTenzijde  een  driehoek  OBP  Tan  den 
driehoek  EBF  wordt  afgesneden,  dan  kan  men  in  den. driehoek 
OBP  weder  een  Tierkant  phutsen;  en  zoo  Tenrolgens. 

Daar  de  driehoek  ABC  met  het  ingeschreTene  vierkant  DEFG, 
en  de  driehoek  EBF  met  het  ingeschrevene  Tierkant  NOPQ,  gé- 
l^kTomige  figoren  zgn,  staan  de  gelijkstandige  rijden  dezer  drie- 
hoeken  tot  eikahder  als  de  zijden  der  ingeschreTene  Tierkanten; 
wg  hebben  dns  AG  :  EF  =  EF  :  OP. 

Op  gelijke  wijze  blijkt  dat  EF  tot  OP  staat,  als  OP  tot  de  zigde 
Tm  het  Tierkant  in  den  driehoek  OBP  beschreTen,  en  zoo  tcttoI- 
gens.  Stellen  wij  dns  AG  =  a,  en  noemen  wij  de  zijden  der 
achtervolgende  Tierkanten  s,  «i ,  'a  »  's » ^>^«  ^^  hebben  w^  de 
aaneengeschakelde  gedurige  eTcnredigheid 

aiB^MiM^^^Mj^  :m^  z^iM^iM^zizenM., 
of  ook        a»:«»  =  s*:jiJ=«*i«J=:«*:jf;=efMf* 

Hiemit  blijkt  dat  de  inhouden  der  achterTolgende  Tierkanten 
eene  oneindig  Toortloopende  afdalende  rekenknnstige  reeks  nitma- 

ken,   waarTan  de  eerste  term  z*,  en  de  reden  -r-  is;  de  som  S 

wan  al  die  inhouden  wordt  dus  uitgedrukt  door 
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Na  de  ioodiijn  BI  oji  AC  te  hebben  laten  Tallen  ,    vol^t  uit  de 
gelijkvormigheid  der  driehoeken  ABC  en  EBF  ook  nog 

AC  :  EP  =  BI  :  BD ; 
maar,   den   inhoud   des  driehodifl   ABC  door  /  ▼oorstellende,  is 

2/  2  ƒ 

BI  =  —  ,  en  das  BH  =:  —  —  s;  alzoo  hebben  wij 
a  a 

21     21 
a  :  M  ^z  —  :  —  —'t 

a        a 

waaruit  gevonden  wordt 

_       2al 

'  ~  a«  +  2/' 
en   brengen   wij   na  deze  waarde  van  «,  in  de  reeds  voor  S  ge- 
vondene over;  dan  komt  er  na  herheiding 

Hieroit  volgt  dan  eindelijk 

S:  I=AI:  a«  +  47, 
of  zoo  wij   BC  =  i  en  AB  :=  o  stellen,   als  wanneer  volgent 
eene  bekende  formale 
U:=:i/{a  +  b  +  e){a  +  b  —  c)(a  +  ó  —  b){b+e-^a)iB, 
S^     yXa  +  b+e){a.+  b  —  e){a-he'^b){b  +  e-^a) 
I'^a*  +  l/'{a+b  +  c){a  +  b'^c){a+e'-b){b+e—ay 
zijnde  alzoo   de  gevraagde  Terhonding  in  de  zijden  des  driehoekt 
uitgedrukt. 

cxxvni.  V  o  o  R  8  T 1 1. 

Door  H.  W.  BioBX. 

Men  vraagt  den  stand  van  een  vierkant  ien  optngte  van  eene 
regte  l^n  ie  bepalen ^  indien  gegeven  is,  dat  één  hoekpunt  cok 
ketzelve  in  de  lijn  ligt,  en  dat  de  loodl^nen,  vit  de  drie  overige 
hoekpunten  des  vietkants  op^  de  l^n  nedergelatën,  gedurig  even- 
redig  Mijn. 

Opgklost  door  J.  Badoit  GHUsaivy  H.  W.  Bloem,  J.  S.  Spbijbs 
en  W.  L.  ItAKCiff. 

Oplossiitg  van  J,  Badok  GnuscK. 

Zij  ABCD  (Fig.  85,  86  of  87)  het  vierkant ,  waarvan  men  den 
stand  moet  bepalen  ten  opzigte  van  eene  lijn  XT,  in  welke  het 
hoekpunt  A  ligt,  dan  kannen,  ten  aanzien  der  loodlijnen  BB'^ 
CC'  en  DIK,  uit  de  overige  hoekpunten  des  vierkants  op  de  lijn 
XT  nedei^elatcn ,  drie  verschillende  ondersteUingen  worden  aange- 
nomen.    De  Ioodiijn  CC'  namelijk,  uit  het  over  A  staande  hoek« 


Digitized 


by  Google 


OPGAVEN.    iN°.  128.  247 

pont  vallende,  kan  de  grooUte,  d«  kleinste  oF  de  iniddelslti  term 
der  gedurige  evenredigheid  zijn. 

In  het  eerste  getal,  door  Fig.  85  voorgesteld,  zijn  de  beide 
andera  loodlijnen  BB'  en  DD'  aati  dezelfde  tijde  'van  &Y  gelegen 
als  QC'.  In  het  tweede  en  derde  geval,  door  Fig.  86  en  87 
Tooi^esteld,  ligt  er  van  die  beide  andere  loodlijnen  slechts  ë^ne, 
en  «el  d;^  grootste  DD%  met  CC'  aan  dezelfde  zijde  van  £Y.  ^ 
In  elk  ;^eval  lal  de  stand  des  vierkanU  ten  opzigte  der  lijn  XY 
volkomen  bepaald  zijn,  door  den  hoek,  dien  do  zijde  AB  met  de 
lijn  XT  maakt  Stellen  wij  dus  hoek  BAY  =:  4)|  AB  =  a,  en 
trekken  wij  oit  G  de  lijn  CE  loodregt  op  DD',  dan  hebben  wij, 
in  dk  der  drie  figuren^ 

BB'  =  DË  =  AB  X  Sin.  BAT  =  a  Sin.  0, 
DD'  =  AD  X  Sin.  DAD'  =  AB  X  Cos.  BAY  =  a  Cos.  ^; 
voorte  is  in  Fig.  85 

CC'  =  DD'  +  DE  =  a  {Cos.  0  -f-  Sin.  0) , 
terwijl  wij  in  Fig.  86  en  87  hebben 

CC'  =  DD'  —  DE  =  a  {Cos.  0  ^  Sin.  <p). 

De  gegeveoe  gedurige  evenredigheid  der  loodlgnen,  geeft  dan: 

In  hei  eersU  gevai  (Fig.  85); 

BB'  :  DD'  =  DD'  :  CC', 

a  Sin*  0  :  a  Cos.  0  =  a  Cos.  0  :  a  (Cos.  0  -h  Sin,  <p), 

Sin.  0  {Cos.  0  +  Sin.  0)  =:  Cos.  >0, 

Sin.  0  Cm.  0  =r  Cos.  *0  ~  Sin.  >0, 

i  Sin.  20  =  Cos.  20, 

Tang.  20  =  2, 

20  =  63°26'e% 

0  =  31^43'8'. 

In  hei  tweede  geval  (Fig.  86) ; 

CC'  :  BB'  =  BB'  :  DD', 

a  {Cos.  0  —  Sin.  0)  :  a  Sin.  0  ^  o  Sin.  0  :  a  Cos,  0, 

Sin.  *0  =  Cos.  0  (Cos.  0  ^  Sin.  0), 

Sin.  0  Cos.  0  =,  Cos.  ^0  —  Sin.  >0, 

0  =  31°4S'S'. 

In  hei  derde  geval  (Fig.  87); 

BB' :  CC'  =  CC'  :  DD', 

a  Sin.  0 1  a  {Cos.  0  —  Sin.  0)  =  a  (CSm  0  -^  Sin.  0) :  a  Cos.  0 , 

Sin.  0  Cos.  0  =  {Cos.  0  —  Sin.  0y, 

Sin,  0  Cos,  0  :=z  Cos.  ^0  —  2  Sin.  0  Cos.  0  +  Sin.  >0, 

3  Sin.  0  Cos.  0  zs  l, 
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Sin.  2<p  =  ), 

(p  =  20^54'18',  5. 

Hierdoor  it  dan  ?oor  elk  ge?al.  de  stand  des  vierkaots  ten  op- 
ligte  Tan  de  lijn  XY  bepaald.  In  de  beide  eerste  gevallen  zon 
men  de  waarde  Tan  20  ook  in  faet  derde  kwadrant,  en  in  het 
derde  geval  zon  men  haar  in  het  tweede  kwadrant  kannen  nemen , 
maar  daamit  zon  men  voor  het  vierkant  geenen  nicawen  stand 
vinden  I  die  wezenlijk  van  de  drie  aangewezene  standen  verschilde* 

Indien  Tang  20  =  2  is ,  heeft  men ,  tolgeos  eene  bekende 
formole, 

Tang.<p= ?ri_„J^ 

en  indien  Sin.  20  r=  f  is,  heeft  men 

1  —  é7m.  20  . .        ,     ^ 

deze  beide  waarden  zijn  juist  de  deelen  der  in  de  uiterste  en 
middelste  reden  verdeelde  eenheid.  Verdeelen  wij  dos'  eene  wille- 
kcnrige  lijn  RS  (Fig.  88)  in  de  genoemde  reden,  'stellen  wij  uit  het 
terkregene  deelpmit  Q  eene  loodlijn  PQ  op  dezelve,  die  zoo  lang  als 
RS  is^  en  trekken  wij  de  lijnen  PR  en  PS,  dan  zal  de  hoek 
RPQ,  over  het  grootste  deel  RQ  staande,  gelijk  aan  den  hoek 
BAB'  van  Fig.  85  en  86  zqn ;  terwijl  de  hoek  SP(}  gelijk  aan 
den  hoek  BiB'  van  Fig«  87  zal  wezen.  Alzoo  wordt  derhalve 
het  vierkant  ABGD  gemakkelijk,  in  den  verlangden  stand  ten  op- 
zigfe  van  de  lijn  XT,  geconstrueerd. 

GXXIX.    YooasTKL. 
Door  R,  VAH  Di  Wkeed. 

Men  vraagt  eenen  vierhoek  te  construeren  ^  om  welken  een 
citkel  kan  beêckreven  worden,  indien  gegeven  s^n  de  pwtlen, 
in  welke  de  verlengden  der  overstaande  zijden  elkander  twee  aan 
twee  ontmoeten»  Tevens  begeert  men  deze  constructie  toegepast 
te  Mien,  om  den  afstand  van  twee  ontoegankelijke  voorwerpen^ 
Monder  behulp  van  trigonometrische  formulen  of  sinustafels ,  te 
berekenen. 

Opgelost  door  J.  S.  SPBUsa ,  R.  var  de  Wskkd  eis  W.  L.  Ivasgi. 
Oplossing  van  J.  S.  Spiijia. 

Om  dit  geheel  onbepaalde  voorstel  op  te  lossen ,  beschrijve  men 
op  de  lijn ,  die  de  gegevene  ponten  A  en  B  (Fig.  89)  vercenigt , 
twee  driehoeken  ABC  en  ABD,   wier  tophoeken   ACB  en  ADB 
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elkanders  sapplementen  ajo.  Hiertoe  constraere  men  eenen  cirkelj, 
die  door  de  ponten  A  en  B  gaat,  neme  op  den  lomtrek  willeken- 
rige  punten  G  en  C'  aan  weerszijden  tan  AB  gelegen,  trekke  de 
lijnen  AC,  BG,  AC'  en  BG%  en  make  ^en  driehoek  ABD  gelijk 
en  gel^kTormig  aan  den  driehoek  ABC'.  Indien  dan ,  zoo  noodig 
ferlengdy  AG  en  BD  elkander  in  E,  AD  en  BC  elkander  in  F 
snijden,  xal  CEDF  de  begeerde  vierhoek  zijn:  want  uit  de  oon- 
stmctie  Tolgt,  dat  de  hoeken  EGF  en  EDF  elkanders  supplementen 
zijn,  weshalve  om  den  vierhoek  CEDF  een  drkel  beschreven  kan 
worden.  Op  deze  wijze  kunnen  blijkbaar  zoovele  verachlUendci 
vierhoeken  als  men  goedvindt  geconstrueerd  worden,  die  alle  aan 
de  vraag  voldoen. 

Om  deze  constructie  dienstbaar  te  maken  aan  het  bepalen  van 
den  afstand  van  twee  ontoegankelijke  voorwerpen,  merken  wij  op 
dat  het  er  hier  voornamelijk  op  aankomt ,  dat  de  hoeken  EGF  en 
EDF  elkanders  sopplementen  zijn ;  en  dat  deze  voorwaarde  vervuld 
iSy  indien  deze  hoeken  belde  regt  zijn. 

Laten  na  P  en  Q  (Fig.  90)  de  bedoelde  voorwerpen  zqn;  dan 
kiese  men  eenig  punt  G  en  ga  uit  dat  punt,  in  elk  der  beide 
rigtingen  GP  en  GQ  zooverre  tot  in  Q  en  I  voort,  dat  men  de 
voorwerpen  P  en  Q  onder  eenen  regten  hoek  PHQ  of  PIQ  waar^ 
neemt;  vervolgens  bepale  men  het  punt  E,  waar  de  rigtingen  IP 
en  HQ  elkander  snijden,  en  eindelqk  .mete  men  de  afstanden 
GH  s=  0,  HK  =  £,  KI  =  o  en  16  =  J.  Daar  dan  GHKI  een 
vierhoek  is,  om  welken  een  cirkel  beschreven  kan  worden,  en 
waarvan  de  zijden  bekend  zijn ,  heeft  men  volgens  het  CXIII.  Vooa^ 
STIL  onmiddellijk 

CXXX.    V  o  o  m  s  T  1  i. 
Door  E.  Olivixe,  Dz. 
Den  loop  na  te  gaan  der  kromme  Ujn^  welker  vergeKjhing  iê 

^        a*  a 

OntLosT  door  E.  OLivisa,  Dz.,  J.  S.  Sfiubr  en  W.  L.  Ivanqh, 

OrLossina  van  E.  Ouviir,  Dz. 
^  gegevene  vergelijking  kan  ook  aldus  geschreven  worden : 


X 


—  3aa?»  4-  a» 


y  = r^ ' ^^) 

l.  Disi.  S 
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stdt  men  hierin  y  =:  O,  «oo  verkrijgt  men 
^1  _  iasfft  +  a»  —  O, 

Tan  wdke  tergelijUng  de  wortels  sijn: 

^  —  _0,6S2,..a,i?  =  +  0,66S,.aena?z=+ 2,879.. «; 
deze  Waaiden  Tan  x  bepalen  de  anijpnnten  B,  D  en  6  (Fig.  91) 
van  de  kromme  l^n  met  de  af  der  absctsaen. 

Stelt  men  in  (1)  s  =  O,  zoo  vindt  men  y  :=^  a,  waardoor 
het  tnijpont  G  van  de  kromme  Iqn  met  de  ordinaten^as  bepaald 
wordt. 

Men  diftrentiëre  de  vergelijking  (1)  tweemaal,  dan  verkr^gt 

men,  na  herleiding, ' 

iy  _Ss{s-2a) 

719 

Tlw*  ""         «•         ' 
atek  men  na  het  eerste  diftrentiaalqnotiënt  gelijk  nol,  dan  heeft 
men,  volgens  (2), 

3iP  (ir  —  2a)  =  O, 
aan  welke  vergelgking  voldaan  wordt  door  ^r  =:  O  en  ^r  =  2a; 
terwijl  volgens  (1)  met  s  r:  O  overeenstemt  y  =  a,  en  met 
s  =:  2a,  y  :s  •—  3a,  Deze  waarden  van  jr  en  y  bepalen  de 
ponten  C  en  F  der  kronmie,  in  welke  de  raaklijn  evenwijdig  met 
de  as  der-  abscissen  loopt. 

Volgen^  (3)  heeft  men  verder: 

-o   ^J»--? 

ea         .  Toor*  =  2«,^  =  +  -; 

uit  de  teekens  van  deze  waarden  van  het  tweede  differentiaalqno* 
tiënt  bl^kt,  dat  voor  «r  =  O,  of  in  het  pont  C,  de  ordinaat 
een  mazimam,  maar  dat  voor  ir  =  2a,  of  in  het  pont  F,  de 
negatieve  ordinaat  —  3a  een  minimqm  is. 

Dit  de  voorgaande  beachoawing  blijkt  reeds,  dat  de  kromme  ten 
minste  één  boigpont,  en  wel  een  zoodanig  pnnt  tasschen  G  en  F 
moet  hebben.  Stellen  wq  het  tweede  di£feientiaalqaotiënt  gel^k 
nnl,  dan  hebben  wij  volgens  (3) 

6  (ir  —  a)  =  0; 
hieraan  voldoet  alleen  i?  =  a,  v?aarmede  volgens  (1)  overeenstemt 
y  =  —  « >  deze  waarden  van  x  ea  y  wijzen  alzoo  het  eenige 
boigpant  E  der  kromme  aan. 
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Stelt  men  in  (1)  d?  =  ±  <x>9  dan  wordt  ook  y  r=  ±  oo; 
de  kiomme  lijn  lieeft  dos  in  elk  der  beide  hoeken  XOY  en  X'OY' 
eenen   oneindig;   Toortloopendeo    tak.     Stek    men   TOorts   in   (2), 

X  ^  ±  00  f  «H>  ^ordt   ook  r^  :=  ±  00  ;  de  oneindig  Toort- 

loopende  takken  CBA  eo  FGH,  zullen  doty  nannate  aj  sich  ver^ 
der  van  den  óonprong  venrig^deren ,  meer  en  meer  eeoe  loodffQgt» 
rigting  op  de  at  der  abacinen  Terkrijgen'.  Daar  zij  echter  des& 
rigting  eerat  Toor  oneindige  waarden  der  abacia  aannemen»  Uqkt 
hiemit  dat  de  kromme  geene  asymptoten  heeft. 
Door  middel  "van  (ï),  kan  men  voor  (2)  aohrgren 

hierin  y  =:.  O  nemende,  en  toTena  aan  s  achterrolgena  eene  der 
drie  boTengeTondene^  met  y  rz  O  overeenatemmfinde»  waarden  ge- 
iende, Tindt  men  gemakkelijk  de  hoeken,  onder  welke  de  aa  der 
ibaciaaeii  door  de  kromme  geaneden  wordt.  Neemt  men  s  =  a 
en  dqa  y  =  -^  a,  dan  komt  er 

ter  bepaling  van  de  rigting  der  raaklijn  tot  het  buigpnnt  E  behoorende. 
Yeimenigvnldigt  men  het  eerate  differentiaalqnotiënt ,   in  den 
bovenataanden  vorm,. met  de  abacia  s,  dan  komt  er 

voor  dan  aobtangena ,  op  de  ordinaten^as  genomen.  Hierdoor  ver- 
krqgt  men  een  gemakkelijk  middel ,  om  aan  eenig  pont  der  kromme 
eene  raaklijn  te  knnnen  trekken. 

Wanneer  men  eindelijk  in  de  algcmeene  formule  voor  den 
kromteatraal,  namelijk  in 

•■  = 15—' 

de  «utdcn  (2)  en  (S)  overbrengt,  komt  er  na  herleiding 

^  —  "  ea*  (*  —  •)      ~' 

(len  «aarde  mndt  dechu  voor  «  s=  a  oneindig  groot ,'  waardoor 
Ixt  bestaan  Tan  het  eenigebnigpont  E  bevestigd  wordt.  Voors  =  0 
(A  Toor  «  =  2a ,  komt  er  re^ectierel^k . 
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r  =  +  §fleiir  =  —  |«, 
Toor  de  kromtestrakD  der  punten  C  en  F;  de  kromme  heelt  dot 
in  die  beide  ponten  eeneeTen  groote  kromming. 
GXXXL    VoomtTii. 
Door  J.  Baman, 
Men  begeeri  twee   getaUen  té  vinden,   ett   uU   twee  e^fere 
beekumde;  Moodamgf  dai  de  som  deaer  geUMen  en  de  eom  ktm* 
ner  vier  e^fere,  viefkmUen  mgn. 

Omuoit  door  J.  Bapoh  Ghijbbv,  J.  S«  SnuBiy  J.  Bassah, 
W.  L.  IvAHGH  en  A.  A.  Hou. 

Oplomiro  ra»  J.  Bador  Ghijbbv* 
De  cijfers  der  tientallen  door  x  tn  y ,  die  der  eenheden  door 
s  en  tl»  en  daa  de  getallen  zeWen  door  lOdr  +  s  en  lOy  +  u 
voorstellende,  znllen  wij  moeten  hebben 

lOa?  +  «  +  lOy  4-  «  =  pS (1) 

en  a?  +  «  +  y  +  f»  =  gS (2) 

vaarin  p  en  9  geheele  getallen  verbeelden. 

Voor  a?^y:=s  =  «=ly  zon/»*  :=  22 en 9*  =4  z^n^en 
TOor  d?  =  y^s  ^f»=:9,zoa/i'  =  198 en 9*  =36  wezen; 
maar  22  en  198  zgn  geeno  volkomene  vierkanten;  derhalve  zal 

p»  >  22  en  <  198 ,  g»  >  4  en  <  se 
moeten  zijn  f  zoodat  p^  geene  andere  waarden  hebben  kan  dan 

25,  36,  49,  64,  81,  100,  121,  144,  169  of  196  .   .  (a) 
en  o*  geene  andere  dan 

9,  16  of  25 (h) 

Door  de  vergelijkingen  (1)  en  (2)  van  elkander  af  te  trekken, 
vindt  men  9  (a?  +  y)  sz  />•  —  ï*  # 

^«•i*  *+y=^^lli{ (3) 

terwgl  nit  (2)  volgt 

«  +  •»  =  9*  —  (jp  +  y) 
o(  door  sobstitotie  der  waarde  (3) 

.  +  .  =  «V^ («, 

Dewijl  dT+y  zeker  niet  kleiner  dan  2  en  niet  grooter  dan  18 
pS  —  o* 
kan  wezen,  moet  volgens  (3)  ^ — g— ^  >  1  en  <  19  of 

p*  >  g>  +  9  en  p*  <  9>  +  171 
zijn,  terwijl  blijkens  (4)  almede 

p»  <  lOg» 
meel  wezen;  omdat  s  +  y  geen  gebroken  kan  wezen,  moet  ook  nog 
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jpi  —  qt  deelbaar  door  9 
Ktjn  9  aU   wanneer  tevent   lOp*  •*-*  q*  door  9  deelbaar  en  dm 
M  +  m  geen  gebroken  zal  worden. 

Om  aan  deze  voorwaarden  te  Toldoen ,  kan  men  nit  de  waarden 
(a)  en  (b)  geene  andere  nemen ,  dan: 
nerena  q*  =  -9,  />*  =3  36  of  81 ; 

en  noTona  q^  :=z  2S,  p*  =  169; 

terwijl  neTent  9'  =  16  geene  der  waarden  (a)  Toor  p'  bruiLp> 
baar  ia.     W^  kannen  dos  slechts  hebben: 
▼oorgf*  =:9cn/)*  =:36,  dr  +  y  =3ens+.«;^6;^ 
Toorgf*=9en/)*=r81,  *-f-y=:8cn«H-»:=ljl«    .   .  (6) 
▼oor  g*=325  en j)*=169 ,  x  +  y=:l6  en  jb  +  u  z=:  9^ j 
maar  alle  waarden  vau  ir,  y,  js  en  t»  die  aan  deze  veiijel^kingen 
(5)  voldoen  I  zullen   noodzakelijk   een   voldoend   antwoord  op  het 
▼oorstel  geven; 

De  begeerde  gefalkn  kannen  das  zijn: 
10en26;  ie/Ba20;lleA25;  15en21;12eQ24,14en22;i3en23. 
lOen7];llen7O;2Oen61;21en6O;3Oenol,3l0n5Oj4Oen41. 
80  en  80}  81  en  88, 82  en  87;  83  en  86, 84  en  85; 
70  en99;  71  en98,72en97;73  en  96,74  en95; 
90  en  79;  91  en78,92en77;  93  en  76,94  en  75. 

£r  zi]Q  4as  in  het  geheel  29  antwoorden  op  het  voorstel. 

CXXXII.      VOOESTBL. 

Door  J.  Bassan. 
Wanneer  uit  tw9e  willekeurige  pHtUen,  in  de  etefiw^dige 
M^ien  van  een  pamllelagram   gewmenp   l^nen  mawr  de- over* 
staande  hoekpunten  getrokken  js^n,  begeert  men  die  Mijden,  uit 
deae  getn^kene  l^nen  aïe  gegevens ,  te  berekenen. 

Opailost  door  J.  S.  Spbube,  J.  Babsan  en  W.  L.  Ivahav. 

OpLossTiro  van  J.  S.  SmJia. 
Laten,  in  de  evenwijdige  zijden  AB  en  CD  (Fig.  92)  van  het 
parallelogram   ABCD,  de  pnnten  E  en  F  genomen,  en  nit  deze 
ponten  de  lijnen  EC,  ED,  FA  en  FB  getrokken  z^n;  indien  w^ 
dan  als  gegeven  aannemen  AF=r  a,BFr=:5,GB=cenDE^if, 
hébben  wij  te  berekenen  AB  =  GB  :=:  s.    Trekken  w^  te  dien 
einde  EG  en  FHloodregt  op  AB  en  CD,  en  stellen  wij  E€rz=:  Fff  r=  A/ 
AH  r=  y  en  D6  =::  9,  dan  volgt  nit  de  regthoekigè  driehoeken, 
die  in  de  fignnr  voorkomen : 

p*  =:  o«  —*»,...•....  (1) 

{x  ^  py  ^  b^  ^  h\  .......   .  (2» 
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q^=d^  ^h\ (5) 

en  (^r  —  5)»  =  c«  —  A» (4) 

Boor  na  (1)  van  (2),  (3)  van  (é),  ea  (3)  van  (1)  af  te.tcek- 
iL&if  vinden  wij: 

a?>  —  2/M?  =  i&*  —  a», (6) 

**  —  2}:r  =  c*  —  dS  •    .    .    .    .   .  (6) 

en  />^  —  ,q*  =  a*  —  rf>j (7) 

uit  (5)  en  (6)  volgt  verder 

i«  -4.  <,^  -,  Ai 


P  = 


2ir 
a?»  ^  d*  ^  c 


'f 


.1 


«  = ^ '  • 

'en  deze  waaiden  in  (7)  overbrengende,  komt  «r 

(*»  +  a»  —  A»)»  —  («»  +  d»  —  o»)»  ,       ■    ^ 

maar  door  de  bekende  ontbinding  m*  •«  «»'  =r  (m  +  fi)(m  •-- n) 
IvÉnen  wij  voor  bet  eertfe  lid  sobrijven 

'of      (ar*  4-  a>  —  i&«  —  c>  +  rf*)  (o«  —  6«  +  c>  .-  d«) , 
'en  wij  bebben  alzoo 

(2a?>-fiti*— 6«— c*-W«)(a«— 6«+c«--rf*)=4;ir*(a*— rf«), 
waaruit  acbtervolgens  lan  afgeleid  worden: 

.^/_  (g'  —  6»  —  c>  +  df»)  (fl«  —  6>  +  c»  —  <f') 
2(a»  +  6*  —  c»  —  rf»)  ' 

•en  ^=  ,>'-fe'-o'+d')(a»--6^+c>^-rfO 
2(a«  4-  6«;—  c^  —  d«) 
CXXXm.    V  o  o  na  T  11. 
.    Door  J.  Bijsijr. 
/n  e$nen  regthoekigm  driehoek  is  een  cirkel  beachfwen^gel^k 
mede.  een  vierkani,   dai  den  regten  hoek  dee  driehfeks  tot  een 
^ner  hoeken,  heeft.    Zoo   nu  de  straal  van  dien  f^rkel -en  de 
#<*?  ..P^    *»'  vierkant  gegeven  ztjn.,  begeert  men  daantit  den 
driehoek,  te  berekenen  en  te  construeren^    . 

Owiiow  door  h  S.  Smm,  J.  Basblm,  W.  L  lyABroï,  A.  A.  Mou 
en  J.  A.  Stamkait. 

I }  Opiossihc  van  J.  S.  Sriuu. 

;Laat  ABC  (Fig,  93)  ein  Tegtboelige  driebock  zijn,  M  bet  mid- 
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delpont  van  den  daario  beachreven  cirkel,  waarran  de  stiaal 
MG  =  UH  =  MI  ^  a  (^eren  is;  sij  voorts  BDEF  het  in 
dien  driehoek  beschreven  vierkant^  waarvan  gegeven  is  de  zqde 
DE  =  EF  =  *. 

Stellen  wij  dan  ABi^dr,  BC  =  y  enAC  =  Ji^jEOois  vooreerst 

*^  +  y»  =  *>  5 ,  (1) 

dewijl  AC  =  AI  +  Cl  =  AG  +  CH  is ,  hebben  wij  veider 
«  =  a?  —  «-Hy*—  fl, 

of  X  +  y  =  s  +  2a; (2) 

en  omdat  drieh.  ABC  :=  drieh.  ABE  +  drieh.  BCE  is,  hebben 

wij  ook  nog  jry  =  A  («  +  y) (3) 

Tellen  wij  na  het  tweevood  van  (3)  bij  (1)  op,  zoo  komt  er 

{s  ^  yy  =  «>  -h  2i&  (»  +  y), 

en  hierin  de  waarde  van  d?+y  volgens  (2)  overbrengende,  hebben  wij 

(s  -H  2a)«  =  m\  +  2J  (,  +  2a), 
waamit  na  ontwikkeling  terstond  gevonden  wordt 

'=^^^- « 

Deze  waarde  Tan  *  in  (2)  aabstitoerende,  komt  er 

2a» 

'  +  y  =  2inr4 

en  volgens  (3)  is  dan  verder 

2a>  b 

^  =  2;r=rfc' 

zoodat,  volgens    eene   overbekende  leerwijze,   uit  de  beide  laatste 
vergelijkingen  gevonden  wordt 

en  y  =  ^-j  {«  +  >^(«*  -  4a*  +  2b*)}  ;    .  (6) 

zqnde  hieri>ij  ondersteld  dat  ss  de  kleinste  der  beide   regthoeksz^- 
den  voorstelt 

.  Om  den  driehoek  uit  de  gegevens,  te  construeren,  beschrij  vemen 
op  de  onbepaalde  beenen  van  eenen  regten  hoek  B ,  de  vierkanten 
BGMH  en  BDEF  tot  zijden  hebbende  de  gegevene  lijnen  a  en  b. 
Vervolgens  nit  M  met  MG  =  MH  =r  a  den  ingeschreven  cirkel 
beschreven  hebbende,  trekke  men  door  het  hoekpunt  E  des  twee- 
den vierkants,  aan  dien  cirkel  eene  raaklijn,  de  onbepaalde  bee- 
nen des  regten  hoeks  in  A  en  C  snijdende ,  dan  lal  ABC  de  be- 
geerde  driehoek  zijn. 
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AinniKiHG.  Uit  de  coottroctie  blijkt  duidelijk  dat  a.ea  b 
kiiet  geheel  oaar  willekeur  mogeo  gegeven  rijn.  Immers  moet 
MI  <  ME  rijn  f  en  daar  de  panten  B ,  H  en  E  in  eene  regte  lijti 
liggen ,  moet  men  dus  hebben  MI  <  BE  *-  BM ,  dat  is 

a  <  by^  —  oyH, 
vaarait  volgt  b  >  a  {1  +  i^); 

toorts  moet      MI  >  GF  rijn,  du$  a  >  b  -^  a, 
waaruit  volgt  i&  <  2a. 

Deze   voorwaarden   volgen  ook  nit  de  bovengevondene   waardeti 
van  jp  en  y;  want  ten  eerste  volgt  daaruit,  dat  2a  —  b  positief 
en  dus  3  <  2a  moet  weten;  en  ten  tweede  moet  a'  — Aab  +  2b* 
positief  rijn,  derhalvfe  ook  b*  —  2ab  +  ia*'  >  O, 
b*  —  2ab  -h  a*  >  ia*,  b  -^  a  >  iai/2oib>a{l  +  iy^). 
GXXXIY.     VooEstat. 
Door  J.  Bassan* 
Men  begeert  de  lóaarden  tan  w  en  y  te  vinden ,   uii  de  inié" 
gratie  der  vergel^kingen: 

ofiy  _  X*  {2xy  —  ï)  +  y*        ix  _  3y«  {x  +  y)'  +  2s* 
yix~y*  (2j;y  +  l)-i?*    ""^  jTy  ~  ix*  {x  +  y^—ly*' 
OranosT  door  J.  S.  Spbijee  en  J.  Bassah. 

Opiossiro  van  J.  S.  Spiijbi. 
Indien  wij  nit  de  beide  gegevene  vergelijkingen  de  breuken  ver- 
drijven, komt  er 

xy*{2xy^l)lly^x*llyz:ix*y{2xy'^l)ix  +  y*ix,  (1) 
en  ix*{x  +  y)*llx—  2y*}lx  =  3y*lx+y)  *}Sy  +  2x*}iy .  (2) 
Voor  (1)  kunnen  wij  schrijven 

«y  *^y  —y^}lx  +  x*yix  ~  x*^y  =  2x*y*}lx  —  2jf>y  «jTy , 
of  door  x*y*  deelende 

Waarvan  de  integraal  onmiddellijk  blijkt  te  rijn 

{  +  '-='' -y'+'i (5) 

rijnde   a   de  willekeurige   standvastige ,    die  bij  het  difFerentiëren 
verdwijnt 

Voor  (2)  kunnen  wij  schrijven 

{^x*ix  —  3y«2fy)  {x  +  y)»  =  2  {x*}Sy  +  y*}ls), 
of  door  {x  -t-  y)^  deelende 
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uuuir  nu  is   s^^y  +  y*2fs  =  (j?  +  y)  (i^ix  H-  a?afy)  -* 
«y  {is  -f-  2fy)  =  (if  +  y)  2f .  ojy  —  «ya(.  (op  +  y),  en  Ueidoor 
(|aat  dan  de  laatste  vergelijking  over  in 
3.^is  -  3y«ïy  =  2  (^^  +  y)  ^.  ^  -  ^^^  (^  +  y) 

waarvan  de  integraal  weder  onmiddelIijL  bl^lt  te  zijn 

s»  -  y»  =  2  -^  +  4;   .....  (4) 

door  b  de  bij  te  voegen  willekenrige  standvastige  voorgesteld  zijnde. 

Om  nn  irit  dé  vergelijkingen  (3)  en  (4)  de  waarden  der  onbe- 
kenden :r  en  y  te  vinden ,  zal  men  een  dier  onbekenden  moeten 
elimineren.  Indien  men  de  standvastigen  a  en  &  onbepaald  laat; 
dan  zal ,  omdat  beide  vergelijkingen  na  verdrijving  der  brenken 
tot  de  vierde  magt  opklinnnen,  de  eindvergelijking  van  de  zestiende 
magt  kunnen  zijn.  Intusscben  zal  men  deze  standvastigen  ook 
zoodanig  kunnen  en  mogen  bepalen ,  dat  de  vergelijkingen  of  wel 
de  eindvei^elijking  tot  eene  lagere  magt  opklimmen.  Neemt  men 
b.v.  a  =r  2,  dan  gaat  (3)  na  met  xy  vermenigvoTdigd  te  z^nover 
in  »*  —  2sy  +  y^  zizxy  (j?*  —  y*)  of  a?  —  y  i=  ^ry  (a? -f- j). 

lANHnKisG  uit  de  Oplossing  run  J.  fiissAii.  Neemt  men  de 
standvastigen  a  en  6  beide  gelijk  nul,  dan  gaan  (3)  en  (4)  over  in 

iF*  +  V*  ' 

'*~»'=-^ («') 

waaruit  a?  en  y  zonder  bezwaar  kunnen  worden  opgelost ,  boezeer 
men  dan  voor  die  onbekenden  slechts  onbestaanbare  uitdrokkiugen 
zal  vinden.  Deelt  men  namelijk  (S')  in  (4')  zoo  komt  er,  na  weg- 
lating van  den  gemeenen  factor  jp  —  y, 

s^  +  sy  +*y*    -, 2jp*y* 

*  +  y       ~(*  +  y)(«*  +  y'Y 

dat  is:       (ip*  +  sy  4.  y^)  (-r*  4.  y^)  =  2s^y*  , 

^*  4-  **y  +  «y*  +  y*  =  O, 
(^'  +  y»)  (a^  -h  y)  =  O, 
t)f  (**  —  ^  +  y^)  (s  H-  y)>  =  0; 

zoodat  men  kan  hébben  «  +  y  =  O  o£s^  -^  dpy  -f-  y>  =  0. 
Neemt  men  s  +  y  =  O,  zoo  volgt  uit   (3')  en  (40  dadelqk 
dat  ook  «  =x   O  en  y   =:   O  moet  zijn.    Neemt  men   echter 
«•  —  ajy  +  y*  =  O  of  «*  +  y*    =:   ay,    dan  heeft   men 
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Tolfnent  (i")  tf^'—  3f^  =;  1;  zoodat  men  dan  jr  en  y  op  Ie  letten 
lieeft  «C  de  tergriökingen 

jpj  ^  y»  — 2  jy  en  jP*  —  y*  er  1,  , 

•Het  feiachil  Ttnde  Tieribmlen  dezer  vergelglingen  nemende, 
lomt  er  4x^ff*  ^  **y*  —  I  of  8j?*y*  =  —  1 ,  waamil 
daddigk  gevonden  wordt . 

dot  i$  -dan  nn 

«*  +  y«  =  ±  i|^  —  8  en  a?*  —  y*  =  1, 
tóJ6«voIg    ar*  =  1  ±  fi/'  --  3  en  2y>  =  —  1  ±  il/-  3, 

en    ;r  =  ±Ki±5|/'  — 3)  en  y  =  ±K  — i±J>^  — *> 

cxxxy.    V  o  o  1  t  T  B  L. 

Door  J.  BitaAH. 

Men  begeert  de  meeiktmetige  pUuOa  ie  vinden  van  de  middel- 

funien   der  cirleh ,    ioelke.  zoodanig  iuêêchen  de  omtrekken  van 

twpe  elkander  mn^dende  eirkeU  kumten  beeckreven  worden,    dat 

ft^  dejte  raken, 

OroiLotT  doorh  Bassah,  J.  S«  SpbuM|  L.  Gohin  Stuait  en 
W.  L.  Itahsh. 

0PM»861Nfi  mm  J.    BAttAH. 

Laten  M  en  N  (Fig.  94)  de  midddpnnten,  HA.  =  m  en  NB  =  n 
de  stralen  zijn ,   van  twee  cirkelt  die  elkander  in  G  en   D  snijden, 

Iiaten  dan  vooreerst  £  en  F  de  middelpntiten  zijn  van  cirkeb, 
die  van  de  eerstgenoemde  cirkelt  den  eenen  uitwendig  en  den 
an^etea  inwendig  raken;  indien  tvij  dan  door  elk  der  raakponton 
e,  e' y  f  en  i'  de  lijn  trekken,  die  door  de  twee  middelponten 
gaat  j  hebben  wij : 

lttE  +  NE  =  Me-.Ee+Ne'  +  Ec'=Me  +  Nc'z=m  +  ii, 
MF  +  NF  =  Mf+Ff+NP  —  PP=Mf+NP=m  +  ii; 
de  a&tanden  van  elk  middelpunt  E  of  F  dezer  cirkelt  tot  de  pon- 
ten  H  en  N,  zijn  dat  te  zamen  standvittig  gelijk  aan  de  som  der 
stralen  m  en  «•  .  Défliarfe  is  de  meetkonsüge  plaats  der  pnnten 
E  en  F  eene  cNipS)  de  pttnten  M  en  N  tot  tamdpontèn  hebbende. 
Des^e  ellips  moet  hUjkbikar.  door  de  ponten  G  en  B  gaan;  bet 
gedeelte  GEB  is  de  'meelkitmstige  pliate  Ttn  de  middelponten  der 
cirkels,  die  den  cirkel  M&  im windig  en  den  cirkel  NB  nitwendig 
nken,  terwijl  het  gedeelte  GFD  de  middelpattten  der  cirkels  bevat, 
£e  den  drkel  MA.  uitwendig  en   den  cirkel  NB  inwendig  raken. 

Zij   voorts:   G  het  middelpont   van    een  cïikely  die  de  beide 
eerttgenoetnde  cirkels  inwendig  in  g  en  g'  raakt,  en  binnen  hun 
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gemeenachappelijk  deel  ligt;  H  het  middilpaiit  van.  e^OD  cirkel, 
die  de  beide  eerstgenoemden  inwendig. in  h  en  h'  raakte  en  boiten 
om  hen  heen  (pat;  I  het  middelpont  van  eenen  cirkel,  die  de 
twee  eerttgenoemden  oitweodig  in  i  en  i'  raakt.  Indien  wij  dan 
weder  dpor  elk  raakpunt  de  lijn  trekken,  die  door  de  twee  mid- 
delponten  gaat,  hebben  wij  : 

MG-NG=(Mg-.Gg)-(Ng'  — GgO  =  Mg~Ng'  =  m-fi, 
NH  — MH  =  (Hh'  — Nh')  — (Hh— Mh)  =  ll!h^Nh'=m— n, 
MI  —  W  =  (Mi  +  Ü)  —  (Ni'-hliO  =  Mi  — Ni'.=  m-^n; 
▼oor  elk  der  drie  laatste. cirkels,  is  dos  het  verschil  der  afstanden 
Tan  bon  middelpont  G,  Hofl,  tot  aan  de  ponten  M  en  II, 
ftandfastig  gelijk  aan  het  versohijl  der  stnalen  m  en  «•  De  meet- 
knnstige  plaats  der  ponten  G,  H  of  I  is  dos  eene  hyperbool, 
waarvan  M  en  N  de'l>randponten  zign.  Deze  hyperbool  gaat  weder- 
om blqkb^  dftor  de  sn^ponten  G  en  D;  bet  g^eelte  (jiSD  Tao^df^ 
eenen  tak  is,  de  meetkqnstige  phfts  .van  de  mi^delp^tfni  ,d^ 
rakende  cirkels ,  binnen  het  gemeenwfaajycl^,  deel  der  drkeb 
MA.  en  NB  gelegen;  het  ove^ge  deel  van  di<m:tak  bevat  d^ 
middelponten  fjes  cirkelt,  die  de  okkcls  MA.  en  NB-  oi^wen^jg.n* 
ken;  «n.den  tweeden  tak  der.  hyperbool  eindakijk;  is;  de^meeAoi»* 
stige  plaats  van  de  middelponten  der  rakende;  Dirkeh»  die.|)ajte|l 
om  de  cirkels  H^  ^  NB  heengaan* 

CX}^VI.    V  0.0  r;«  T.B.L. 
.    .  P^or  J.  Bip&ic.  Gifi^B^H. 

Buifen  eenen  *  hoek  ie  een  punt  gegeven^;  ui$  dU  peM  .ireit 
ym  l|;iM»,  de  bennen  van  dien  ho^k  pn.V  ^  .Q  ^fmgdende,  en 
verpo^ene  deelt  men  de  lifn  PQ  middendoor  in  R»  Da.tunow^ 
is  nu  f  om  de  meetkunelige  plaate  tan  A9I  puni^  K  ie.  tyinden. 

Onuost  docr  ^.  Bapoh  Gaus&ir,  ^.  F.  W.,3^«aa,.Ii«.Q9i^v 
SzDABT,  J.  &  Spiijii  e»  W.  'L.  IvA^joa.  ,  . 

OpLossnco  pan  L  BADQV/QuuBn. 

Laat  XAY  (Fig.  85)  de  g^ve^e  hoek  en  C  het  gegevf|»#  fnx^t 
«IP,  dan  hebben  wij  de  i9eetkaostig^..pla^ts  te,  bepelea  tmh.M 
pont  R  9  dat  op  eenige  oit  C  getrokkene  lijn  GPQ,  jnislipi  het 
mid4en  tossohen  de  ponten  P  en  Q,  gelegc^n  il«  /«> 

Nemen  wig   daartoe  de  beenen  AX.  en.A.Y  ^an  deo^gcgefffla 

hoek,  respectievelijk  tot  assen  der  a?  en  d^r  y;  «10.,  em'  laat  de 

plaats  van  het  pont  C  door.  zijne  öoN^inaten  a  en  &  ten  opzigte 

van  dierassen  gegeven  xijn,.,dan  is  de  vergelqking  der  %:CW 

r^  És=:^(ir  — a). 
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xijnde  A  een  o&bepaalde  coëfficiënt ,  die  verandert  wanneer  meo 
de  lijn  GPQ  om  het  pnnt  G  laat  draaijen. 

Noemen  wij  /i  en  9  de  afstanden ,  waarop  zich  de  mijpanten 
P  en  Q  Tan  den  oorsprong  k  Terw^deren,  dan  tal,  in  de  vei^ 
l^kihg  der  lijn  GPQ ,  met  J'  =  O  overeenttemmen  X  z^  pf 
terwijl  men  voor  X  :^,  O  hebben  zal  T  zn  q]  hieruit  volgt  dan 

p  =  a  —  ~  en  g.;=:  h  —  ad. 

Stellen  wij  nn  de  coördinaten  van  het  pnnt  R  door  dr  en  y 
Toor^  dan  is^  omdat  dit  pnnt  joist  midden  tasschen  de  ponten 
P  en  t}  ligt, 

jp  =  ip  en  y  =  iï, 

of  2jp=:a  —  --iCn2y  =  6—  qA^ 

A 

tn  2Ö0  wi]  dan,  toaaehen  de  beide  laatste  vergelijkingen ,  den  on- 

liepaalden  coëfficiënt  A  elimineren ,  iomt  er 

(ir  — .  a)  (2y  —  6)  =  ah\ 

Toor  de  vergelijking  der  meetkunstige  plaats  van  het  pont  R.   De 

plinten  A  en  G  behooren  tot  deze  meetkunstige  plaats  ^  want  door 

9=0eny=:0,ofook  door  s  =  a  en  y  :=  fri  wordt  aan 

hare  vergelijking  voldaan. 

Den  TCigelijking  bevat  mede,  niet  alken  de  punten  R',  die  verkregen 
worden,  wanneer  de  nit  G  getrokkene  lijn  de  Terlengden  van  do 
beide  beenen  des  gegeven  hoeks  snijdt ,  maar  ook  de  punten  R', 
die  ontstaan  wanneer  deze  Iqn  het  eene  been  AX  zelveil  en  het 
Torlengde  van  het  andere  been  snijdt  Voor  de  ponteh  R  zqn 
i»  en  9,  dus  ook  jr  en  y ,  beide  positief  3  voor  de  punten  R'  z^n 
p  'én  q,  dos  ook  a  ea  y,  beide  negatief;  maar  voor  de  punten 
R'  is  p  en  dus  ook  s  positiefi  terwijl  q  en  dos  ook  y  negatief  is. 

Deelen  wij  de  lijn^  die  G  met  A  Tereenigt,  middendoor  in  O, 
dan  zijn  de  coördinaten  van  het  punt  O  blijkbaar  }a  en  ^b.  Ne- 
men  wij  nu  het  punt  O  tot  nieuwen  oorsprong  aan,  de  assen 
evenw^dig  aan  zich  zelven  verplaatse&de ,  dan  zullen  wij,  om  de 
Yergdijking  onzer  meetkunstige  plaats  ten  opzigte  Tan  deze  nieuwe 
assen  OX'  en  OY'  te  vinden ,  in  de  vorige  vergelijking  moeten 
substitueren  d?  =:  d?'  +  i«  en  y  =  y'  +  i&. 

Hierdoor  verkrijgen  wij  dan  ^e  vergelijking 

waaruit  blijkt  dat  de  begeeide  meetkunstige  plaats  eene  hyperbool 
is,  die  O  tot  middelpunt  heefl  en  waarvan  de  asymptoten  OX'  en 
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OT'  efenvijdig  met  de  beenen  Tan  den  gq^ven  hoek  loopen. 
Omdat,  b^  den  aangenomen  stand  der  assen ,  a  =  AB  positief 
maar  fr  :=  —  AD  negatief  is,  is  ook  het  prodact  iab  negatief; 
de  takken  der  hyperlxx)!  liggen  dns  niet  bmnen  de  hoeken  X'OY' 
en  x'Ot',  maar  binnen  de  bodeen  X'Ot'  en  Y'Oil' door  de  asymp- 
toten  geformd. 

De  lijn  AC  is  eene  middellijn  der  hyperbool,  en  de  andere 
diagonaal  BD  van  het  parallelogram  ABGD  is  de  daanum  toege- 
Toegde  middellijn,  zoo  in  rigting  als  in  hoegrootheid;  hiervan  zal 
men  zich  gemakkelijk  overtnigen,  door  de  bekende  eigenschappen 
Tan  den  driehoek ,  tosschen  de  asymptoten  en  de  raaklijn  Tan  het 
pont  A  4)egrepen« 

De  rigting  van  de  assen  der  hyperbool,  vordt  onmiddellijk  ge* 
Tonden,  wanneer  men  slechts  de  hoeken,  waaronder  de  asymptoten 
elkander  snijden,  middendoordeelt.  Om  de  hoegrootheid  dier 
assen  te  Tinden,  stellen  wij  dat  T  de  top  en  dos  OT  :=  m  de 
halve  eerste  as  zij ;  indien  wij  dan  Tt  en  Ta  cTenwijdig  met  de 
asymptoten  trekken,  en  koek  XAY  =  2«  stellen,  is  OT  =  m 
de  diagonaal  eener  mit  OaTt,  welker  hoeken  tOa = tTn = 180^ — 2is 
door  den  diagonaal  worden  middendoorgededd ;  de  zijden  dier  nut 

berekenende,  Tindt  men  Ot  =  On  =  rr-r- .    De  coördinaten 

2  Stn.  et 

Tan  het  pont  T  zgn  dos,  ten  opzigte  Tan  OX'  en  OT'  als  assen, 
en  •^— ;  en  daar  deze  coördinaten  aan  de  Tergc- 


2  Sin.»       2Sin.x' 
Iqking  s'y'  :=  ^6  moeten  Toldoen,  is 

waaruit  volgt  m  =  X/i'^-  oA  Sin,  *»)• 

Daar  a  =  AB  :=  CD  en  6  =  —  AD  is,  hebben  wij  Terder 
m  =  {/"{CD  Sin.  «  X  AD  Sin.  «}; 

de  halTc  eerste  as  OT  der  hyperixiol  is  doa  gelijk  aan  eene  mid- 
dencTenredige  D'E,  tosschen  de  projectiën  A'D'  en  CD'  Tan  de 
z^den  des  parallelograms  ADC,  op  eenige  lijn  evenwijdig  aan  de 
reeds  bekende  rigting  dier' as.  De  lengte  der  halve  tweede  as  woidt 
dan  verder  door  m  Cai.  »  nitgedrakt,  en  dos  mede  gemakkeligk 
geoonstmeeid. 

Indien   de   gegevene  hoek  XAT  regt  is ,  ui  de  bedoelde  meet* 
konstige  plaats  eene  gelijkzijdige  hyperbool  zgn. 
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CXXXVH.    V  o  o  »  8  T  1  L. 
Door  S.  Dik,  Corksz. 
Do  iniegraal  ie  vinden  van 

_  ag*  —  9ar»  4-  14 

^y  —  s»  —  9a?«  +  32a?*  —  61*»  4-  33  ^'* 
(hftiLosT  door  S«  D» ,  Coiiraz.,  J,  S.  S»bijbR|  W.  L.  Itatoh 
en  J.  BiMAir. 

OvLOMUift  van  S.  Bik,  CoRVtt. 

Door  eene  belioorlijke  toepattin^  Tan  de  leerwijze  der  onbepaaMe 
ooëffidëftten,  vbdt  men  gemalkeKjl,  dat  do  noemer  van  den  op- 
gegeven  vorm  kan  ontbonden  worden  in  de  &ctoren  se^  —  3**  +  ^ 
en  X*  — *  6^^  +  11,  en  wg  hebben  dos  vooreerst 
'_  2*4  —9^1  +  14 

^y  ~  (**  —  3*«  +  3)  (**  —  Öjr*  +  11)  ^*' 
maar  nn  blijkt  verder,  dat  de  teller  jnist  gelijk  ia  aan  de  som  van 
de  factoren  dea  noemers,  en  dat  wij  derhalve  ook  kunnen  schngven 


a?*  —  3*?  +  3        **  —  e*»  +  11' 

waarnitvolgty.=:/^,_^^,  ^^+f^,_Q^,  ^  ^^>  .   .  (1) 

De  noemers  deier  gedeeltelijke  breuken,  hebben  geene  besliuai- 
bare  eerstemagtsfactoren ;   maar   voor  bnnne   bestaanbare  tweede- 
magtsfactoren ,  vindt  men  op  de  gewone  wij  ze  : 
a.*_-3iP»4^=(jy>H.a?i43+2ï/^3>+j/3)(**--*|/(3+2|/^3)+|/^^^ 
,*-^^*+ll=:(^»+ar^/-(e4-2|/ll)+|/llX**-*Ke4-2Kll)+^^ll)i 
zoodat  elk  der  beide  termen,  waarait  het  tweede  lid  van  (1)  be- 
staat, kan  voorgestdd  worden  door  den  vorm 

S_   f ?f 

•^  (*»  +  oa?  +  6)  (*«  —  «o?  +  h)' 

Volgens  de    bekende    leerwijze  ter  verdeeling  van  gehndiens, 
vindt  men 

1 ^^  1    f    *  +  a  X  —  a    "» 

(#*+ar+A)  (**— ftar+6) ""  2a6  U»-f(Mr+6  "^  **— or+ftj  ' 
dos  is 

1   {p  {x  +  g)  }Sx    _  p  {x  —  a)  i»  \^ 

maar  volgens  eene  algemeen  bekende  formale  is 
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CXXXVm.     Y  o  o  E  S  T  B  L. 
Docf  S.  Dik,  Goiubz. 

Men  heefi  een  vat,  in  de  gedaatUe  van  een  afgeknoUen  keget^ 
en  waarvan  de  as  verticaal  tkuUp  M  stehere  Koogle  met  water 
gevuld.  Nu  veHangt  tnen  te  weten ,  in  welken  tgd  een  gedeelte 
van  dit  water  jsich,  door  eene  kleine  opening  in  den  bodem,  kan 
onüaeten. 

OpfiBLon  door  S.  Dik^  Gorksz.^  L.  Cohbii  Stuait  en  J.  S.  Spuibi. 
Oflomiho  van  S.  Dik,  CoRNtz. 

Laat  ABHL  (Fig.  96  of  97)  het  bedoelde  vat  voorstellen,  ia 
welks  bodem  LM  zich  eeae  kleine  opening  I  bevindt ,  en  zg  op 
zeker  tijdstip  de  waterspiegel  in  CD.  S(el  den  inhood  der  openii^ 
I  gelijk  q ,  den  inbond  der  dwarsdoorsnede  CD  van  bet  vat  geligk 
f» ,  de  hoogte  van  die  dwarsdoorsnede  boven  den  bodem  IF  =r  x, 
en  den  lijd  van  nitvloeijing  geUjk  I,  dan  is  (zie  J.  P,  Dblprat, 
Hydrodynamiea  §  39) 

Ui  =       ^^ 

waarin  n  een  standvastige  en  door  proeven  bepaalbare  coëSBciënt^ 
g  de  versnelling  der  zwaartekracht,  ea  m  eene  fiinctie  van  s  is. 

Stellen  wij  den  hahen  tophoek  des  kegels  koek  PMD  r:  «(,  en 
den  straal  van  den  bodem  des  vats  DU  =  r,  zoo  is  de  straal  der 
dwarsdoorsnede  CD  blijkbaar  FD  :=  r  ±  ^  Tong.  n\  het  bovenste 
teeken  in  Fig.  96 ,  het  onderste  in  Fig.  97  geldende.  Derhalve  is 
dan,  kortheidshalve  Tang.  »  ^  a  stellende, 

m^=zx{r  ±  axY  =  »  (r>  ±  2rax  4-  a»**) , 
bijgevolg 

qny^gs  ' 

en     ,  =  -^{r«/^±2«/'4?  +  a«/'-^}. 
qni/2g  l     "^  f/»  ''  J/'s  ''   \/xi 

Na  is 

•  /^  =  2''"  /S  =  «^"  /t?  =  *■'<"■' 

hierdoor  wordt 

t  =      ^^  (2r^yx  ±  Jnwri/fl?  +  Wx^y/x)  +  Contt., 
qnyTLg 

ef   deze  integraal  van  i?  i=  A  tot  jp  =  A'  nemende ,  als  wanneer 

A  en  A'  de  hoogten  van  den  waterspiegel  boven  den  bodem  lijn, 

bq  het  begin  en  bij  het  einde  van  den  tijd  t  der  nitvloeijing. 
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CSXXIX.      TOOASTBI. 

Door  L.  CoHBw  Stuart. 
Men  vraagif  zander  behulp  van  differenHaai-  of  integmU- 
rekening,  den  inhoud  der  schijf  te  hepakn,  begrepen  tueeehen 
eene  hyperboïotde  met  een  of  twee  bladen,  en  twee  en^dende 
vlakken,  in  het  eerste  geval  loodregt  op  de  onbe8taa$ibare ,  in 
het  tweede  geval  loodregt  op  de  bestaanbare  as. 

Opoblost  door  L.  Cohbn  Stoabt,  G.  F.  W.  Babhb  en  J.  S.  Spbijbk. 
Ofiossiho  van  L.  Cohbn  Stuabt. 

S^  V^  M* 

^  a^  ^  b^         <**  —  * 

de  vergelijkuig  der  hyperboloifde  met  één  blad^  in  Fig.  98  Toor- 
gesteld,  don  is 

#*  ^  *»         c»         ^ 
die  van  het  asymptotisch  iegdvlak. 

Sogden  wj  deze  opperrlakken  door  een  plat  Hak,  tot  verg^ 
IijkiDg  liebbende 

«  =  y» 

(zijnde  in  de  fignnr  OP  =  7  genomen)  dan  is  het  Tetsdiil  der 
elliptisehe  doorsneden  ABGD  en  abcd  onafhanlelgl  Tan  de  waaide 
Tan  r.  (Zie  H.  Stboothah  ,  Fraagst.  over  de  Analjftisehe  of 
Hoogere  Meetk.,  gevolgd  door  eene  beschouwing  der  oppervlakken 
van  den  tweeden  graad^  Die  doomeden  toch  z^n  gel^  en 
geügkrormig  met  hare  projectiën  op  het  tU  der  fy^  en  de  Ter- 
gelqlingen  dezer  projectiën  zijn 

o*  o*  9^  *• 

haie  inhouden  door  /  en  s'  Toorstellende,  hebben  wg  dan 
_  aMc»+V)  _  gfery» 

^-      — ï^i ^V--7ï"' 

waanrft  folgt  y 

/  «^  t  SS4ibr; 
L  DiBL.  T 
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zoodat  het  venckil  der  dliptiache  doorsneden ,  onafhanleligk  van 
OP  ^  ri  standvastig  gelijk  is  aan  den  inhoad  der  keel*ellipa. 

De  inhood  der  schijf  ABGDEFGH,  begrepen  tosschen  de  hy- 
perboloïde,  en  twee  snijdende  vlakken  evenwijdig  met  het  vlak 
der  xy  loopende  en  daarvan  op  de  afstanden  OP  =:  y  en  OQ  :=  ^z 
verwijderd ,  is  gelijk  aan  do  som  der  inhouden  van  den  algeknot- 
ten  elliptischen  kegel  abcdefgli,  en  van  het  ringvormige  ligchaam 
abodABCDefghEFGH ,  begrensd  door  de  hyperboldide ,  het  kegel- 
vlak  en  de  snijdende  vlakken. 

Wat  het  katste  ligchaam  betreft,  blijkt  uit  de  boven  bewezene 

eigenschap  y    dat   de    inhoud   daarvan   gelijk  is   aan  dien  van  een 

cilinder,  de  keel-ellips  tot  grondvlak,  en  den  afctand  der  snijdende 

vlakken  PQ  ^  7  —  ri  tot  hoogte  hebbende  3  die  inhoud  is  alzoo 

ahvr  (y  —  yj). 

De  inhoud  van  den  genoemden  afgeknotien  kegel  is  blijkbaar 

en  door  deze  inhouden  te  zamen  te  voegen ,  komt  er  alzoo  voor 
den  gevraagd«i  inhoud  F  der  schijf 

V  =  '^  ^^  ~  ^'^  (y»  +  n^  +  rl  +  3c»). 

Het  verdient  opmerking,  dat,  voor  y^  =  O  en  y  ^  c, 
F  :=  ^abc9r  is;  de  inhoud  van  het  ligchaam,  begrepen  tusschen 
de  hyperboloïde,  de  keel-ellips  en  een  daarmede  op  den  afstand  c 
evenwijdig  loopende  doorsnede,  is  dus  gelijk  aan  dien  van  eene 
ellipsoïde,  die  met  de  hyperboloïde  gelijke  assen  heeft. 

Volgen  wij  dezelfde  redeneringen,  ten  aanzien  der  in  Fig.  99 
voorgestelde  hyperboloïde  met  twee  bladen,  tot  vergelijking  heb* 
aj*         V*         c* 

a*        b*         c* 
zoo  blijkt  het  dat 

s  ~  i  =  abcd  —  A3CD  =:  Oi^r 
is ,  en        r  =  abcdefgh  —  ABGDabodEFGHefgh  == 

■y^^^rjy^  (y.  +  yy.  +  y;  -  3c«). 

Stellen  wijy  =  c  +  Aeny^=:  c-f-Az,  zoo  gaat  de  laaf  ste 
uitdrukking  over  in 

F  =  '^  ^Ij-  *'^  (a«  +  w,  +  a;  +  8c  (A  ^..a,)). 

en  zij  blijft  dan  voor  allerpositieve  waarden  van  A  en  A,  doorgaan. 
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Docr  L.  CoHiR  Stvabt. 

B^  een  stelsel  van  gelijhDormige  ellipsoïden,  vallen  de  assen 
hsngs  elkander.  Men  vraagt  naar  de  meetkunstige  fhuOs  van  de 
raakpunien  der  rakende  vlakken,  welke,  door  een  gegeven  punt, 
aan  de  genoemde  oppervlakken  kiênnen  gebfagt  worden. 

Omilobt  door  L.  Cohih  Stuait,  G.  F.  W.  BiiHi  en  J.  S.  Spiijbb, 
Oplouih6  van  L.  Gobbr  Stüabt. 

Laten  bij  al  de  ellipsoïden  van  het  gegeven  stelsel,  de  assen 
tot  eilander  staan  als  de  getallen  />,  g  en  r.  Nemen  wij  het 
gemeenschappelijk  middelpunt  als  oorsprong,  en  de  lijnen  waar- 
langs de  assen  Tallen  als  assen  van  coördinaten  aan,  zoo  zijn  de 

genoemde  oppervlakken  begrepen  in  de  rei^elijking 
va         yt         ^s 

^r+^r  +  7r  =  «*' (^i 

waarin  p,  ^  en  r  standvastig  zijn,  terwijl  0  eene  lijn  Toorstèlt, 
die  voor  de  verschilJende  ellipsoïden  van  het  stelsel  ook  verschil* 
lende  waarden  heeft;  zijnde,  Toor  elke  waarde  van  O,  X,  T  eaZ 
de  coördinaten  van  een  onbepaald  pont  van  het  overeenkomstige 
oppervlak. 

Do  vergelijking  van  een  vlak  dat  elÜpsmde  (1)  raakt,  is 

jt,*  ^  g«  ^  f  *  ~   ' t^' 

waarin  o?,  y  en  s  de  coördinaten  van  het  raakpunt  verbeelden, 
terwql  X,  T  en  Z  de  coördinaten  Tan  een  onbepaald  punt  van 
dat  rakende  vlak  zijn. 

Laten  voorts  a,  i  en  e  de  coördinaten  Tan  het  gegeren  punt 
zijn;  dan  zal  men,  opdat  het  rakende  Tlak  (2)  door  dat  punt  ga, 
moeten  hebben 

?+^-+?=*' (») 

terwijl  de  coördinaten  x ,  y  oi  jb  Tan  het  raakpunt  Tolgens  (2) 
moeten  Toldoen  aan  de  Tcrgdijking 

p*        5*        f* 
TMken  wij  nu  de  beide  laatste  Teigelijkingen  Tan  elkander  af, 
dan  komt  er 

*<*-')  +  t^^  +  '±=^  =  o,  ...  (6) 
pS  ^a      -      ■         |.s 

T2 
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en  daar  na  deze  ▼ergelqkiogy  onafltanLelijk  'vm  d^eenebetreUing; 
taifohea  de  gegevens  en  de  oeördinatea  tan  het  raakpant  vai^ 
eene  der  dlipaoïdeii  met  «enig  door  het  gegeven  pont  gaand  vlak 
aanvigst^  ia  zij  de  Teqfdijking  der  b^eerde  meetkonstige  plaats. 

Uit  da  yeigelqkin^  (5)  blijkt  onmiddellijk^  dat  deze  meetknn- 
stige  plaats  door  het  xniddeljpmil  der  ellipsoïden  en  door  het  ge* 
geven  {mat  gaat. 

Nemen  wq  het  midden  der  ^^  »  die  het. gegeven  pont  met  het 
middelpont  van  het  stelsel  vereenigt^  als  nienwen  oorsprong  aan^ 
dat  is,  stellen  wij  x  ^  jp^  +  i«,y  :=yi+iien«=::«^ +i«^ 
dan  verandert  de  vergelijking  (5)  in 

x^        V?        M*  (a*        b^         o'  I 

^^  +  fl  +  J=i{^  +  ^  +  ;i}5.-.W 

de  gevondene  meetknnstige  fdaats  is  das  wederom  eene  ellipsoïde^ 
gelijkvormig  aan  die  van  het  stelsel ,  hebbende  tot  middell^n  de 
li^  die  het  gcigeven  pont  met  het'  midddlpont  van  het  stelsel 
vciceeiiigt,  .tervijl  hare  assen  evenwijdig  met  die  van  het  stelsel 
leopen. 

£eü  der  ellipsetden  van  het  etelsel  gaat  door  het  gegeven  pont^ 
^verplaatst  men  na  het  gegeven  pont  op  het  oppervlak  dier  eUip* 

soide.  dan  blijft  ^  H r  -| — r  eene  standvastige  waarde  be* 

p  Q  ^ 

honden  I  en  derhalve   blijft  dan  ook  de  veigelijking  (6)  dezelUe. 

Hiemit  trekken  wq  nog  dit  bes|ait:   Voor  alle  ponten ,  die  men, 

flf>  een^  zelhle  tot  het  stelsel  behoorende  ellipsoïde  ^  als  het  gc^« 

ven  pont  zon  willen  aannemen ,   zijn    de  gevraagde  meetknnstige 

fibatsen  gelijke  en  gelijkvormige  ellipsoïden  met  evenwijdige  assen ; 

en  de  meetkonstige  plaats  van  hare  middelpmiten^  is  die  eliipscïde 

van  het  stelsel,  welke  de  voerstralen,  uit  het  middelpunt  van  het 

stelsel  naar  de  gegevene  ponten  loopendey  middendoordeelt. 

Wij   merken  ten   slotte   op,  dat  hetzelüe   onderzoek,  op  een 
stdsel  gelqkvormige  hjperbolöïden  met  éën  of  met  twee  Uaden 
toegepast,  tot  volkomen  gelijksoortigf)  nitkomsten  leidt 
CXLI.    YooHsTÉi.. 
Door  J.  Bado*  GHuara. 

Drie  pnhim  m  de  rmmUf  door  kmne  konmmiêle-en  «erft- 
cah  projeetiën  gegeven  M^nde^  begeert  men  de  pryMiën  ia 
oomtrueren  man  hei  middelpuni  van  dén  cirMp  i^eihe  omtrek 
door  die  gegevene  pmien  gaai. 
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Onilobt 'ifoor  J,  9adoh  Ghubsv,  W.  tab  Haaist,  Ja.i 
W.  C  ViuipiiT,  J.  S.  Spujie  «UW.  L.  IvAiiaH. 
OpLossiiro  van  J.  Badoh  Ghijb«)i. 
Zij  OX  (fig.  100)  de  at  van  projectie;  laten  k',  B'  en  G'  de 
horizontale,  k'p  B'  en  G'  de  yerticale  projetiën  der  g^vene 
ponten  sijn*  Gonstraeren  wij  dan  ▼ooreèrat  het  ontmoetingspont 
O  van  eene  Ign,  door  de  punten  {k',  A*)  en  (B',  B^  getrokken, 
met  het  horizontale  vhk  Tan  projectie;  hetgeen  geschiedt  door 
de  lijn  ATB'  te  trekken,  en  uit  het  sn^pont  D'  van  deie  Iqn 
mei  de  as  OX  eene  loodlijn  op  die  as  te  «tellen,  welke  loodl^n 
dan  eene  door  A'  en  B'  getrokkene  lijn  in  het  begeerde  pont  D 
aal  snijden.  Gonstmeren  wij.etenzoo  het  ontmoetingspont  E  van 
eene  Kjn ,  door  de  ponten  {k\  A*)  en  (G',  G*)  getrokken,  met 
hel  horiaontale  vlak;  indien  wg  dan  door  de  ponten  D  en  E  eene 
l^n  trekken,  is  deie  Ign  DE  de  horizontale  doorgang  Tan  een 
heUeod  Tiak,  dat  door  de  drie  gegcTcne  ponten  gaat 

Nemen  wg  een  nienw  verticaal  Tlak  Tan  projectie  aan,  het  ho- . 
rizontale  tUl  sn^dende  Tolgens  eene  nieowe  as  PT,  die  eigens 
loodregt  op  DE  staat;  indien  wq  dan  AV,  B'fi'  en  G'y'  loodregl 
op  PT  trekken,  en  deze  loodl^nen  Terle&gen  met  stokken  n'a', 
PV  en  7'c',  die  teapectiCTel^k  gel^k  zijn  aan  k'x^  B'fi  en  Cy, 
zullen  a'',  b'  en  c'  de  nieuwe  Tcrticale  projeotien  der  gi!ge?ene 
punten  zijn.  En  oaadat  het  hellende  vlak,  door  deze  ponten  ge- 
bragt,  loodregt  op  het  niepwe  verticale  Tlak  staat,  zullen  deze 
nieuwe  Tcrticale  projectiën  a',  b'  en  o'  gelegen  zijn  in  eene  regte 
Iqn  PQ,  die  tevena  door  het  snijpunt  P  van  de  nieowe  aa  met 
den  doorgang  DE  gaat;  terwijl  dao  tevens  de  hoek  QPT  de  atand- 
hoek  zal  z^n,  onder  welken  het  horizontale  vlak  door  het  helleode 
vlak  gesneden  wordt. 

Laten  wq  het  laatstgenoemde  Tlak  om  zijnen  horiz(mtalen  door- 
gang DE  omwentelen,  dan  beschriJTen  de  g^vene  ponten  cirkel- 
bogen,  wier  Tlakken  loodr^  op  de  lign  DE  ^aan,  en  die  zich  op  het 
nieuwe  Tcrticale  Tlak  in  hunne  waro  gedaante  projecteren ;  zijnde 
deze  projectiën  niet  anders  dan  drkelbogen ,  uit  P  als  middelpunt, 
met  Pa%  Pb'  en  Pc'  als  stralen  beschreTen.  Trekken  wij  dos  uit 
de  punten  a,  b  en  c,  waar  deze  bogen  het  Terlengde  Tan  PT  ont- 
moeten ,  ^lijnen  cTenwijdig  met  DE ,» en  uit  de  horiaontale  pnjec- 
tien  A%  B'  en  C'  Iqnen  loodregt  op  DE,  dan  zullen  deze  lijnen 
door  hare  anijding  de  punten  A,  B  en  G  doen  kennen,  waar  de 
gegcTene  punten  (A',  k'),  (B',  B")  en  (G',  G*)  zoden  komen  te  % 
1.  DiiL.  Y 
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geD|  mdien  het  door  die  pnnteD  gsbragte  hellende  yhik,  om  rijnea 
horizontalen  doorgang  OEi  zoo  Ter  voidt  omgewenteld|  tot  dat  het . 
op  het  horizontale  vkk  komt  te  liggen^ 

In  dit  alzDO  neeiigetlagen  hellende  Tlak|  oonstrneien  w^  na  het 
middelpant  M  van  den  cirkel,  die  door  de  pnnten  A ,  B  en  G  gaat. 
Wordt  dan  dit  neergeslagen  vlak  weder  in  rijn  vorigen  stand  gebng^ 
zoo  beeehrijll  ook  ,wede[t  het  p«nl  M  eenén  ciikelboogi  welkt  vlak 
loodregt  op  DE  staat  en  waarvan  de  projectie  op  het  nienwe  verti« 
oale  vlak  gevonden  wordt,  door  eerst  Mm  loodvegt  op  PT  te  trek* 
ken  en  vervolgens,  nit  P  als  middelpant  met  Pm  ils  straal  oenen 
hoog  te  beschrijven ,  die  PQ  eigens  in  m'  ontmoet  Dit  pont  m' 
ia  dan  de  projeetie  van  het  begeerde  midddptmty  op  het  nieawe 
verticale  ilak  i  m  loo.  wij  nit'  m'  eene  Ign  evenwijdig  met  DE^ 
nit  U  eene  lijn  loodregt  op  DE  trekken,  bepalen  deze  Igtien  door 
hare  snijding ,  de  horizontale  projectie  M'  van  het  b^eeide  mid* 
delpnnt.  Daar  voorte  dit  pont  ter  hoogte  mV'  bó?en  het  hori- 
zontale vlak  ligt|  behoeven  wig  slechts  H'H'  loodregt  op  OX  te 
trekken  en  fM'  s=  m'ft'  te  nemen ,  om  ook  zijne  verticale  pro- 
jectie UT  op  het  eerste 'verticale  vlak  te  vinden. 
.  Derhalve  zijn  dan  H'  en  M'  de  projectiën  van  het  middelpant 
des  cirkdisy  die  door  de  gegevene  ponten  (A',  A*),  (B',  B*)  en 
(G'i  C)  kan  gebragt  worden. 

CXLII«      VOOISTBL. 

Door  J.  BiDOR  Ghubbit. 

Een  puni  in  de  rudmie  door  s^ne  hortMontale  en  veriicak 
projeoHen  gieren  xijnêe  |  begeert  men  de  horiaontah  en  terti- 
oaïe  doorgangen  te  cotuirueren  van  een  tlak,  dai  door  het  gegevene 
ffrnii  gaai  en  met  de  vlakken  van  projectie  gegevene  etandkoeken 
maakt. 

OroiLosv  door  J.  Badoh  Ghijbihi  W.  L.  Ivahoh,  J.  S.  Sfiuba 
en  W.  VAR  HiAtsT,  Ja. 

OvLossna  van  J.  Biooii  Goubbk. 

Laten  P'  én  P*  (fig.  101)  de  horizontale  en  verticale  projectiën 
van  het  gegevene  pnnt  ^n ;  «  en  0  de  hoeken ,  die  het  begeerde 
vlak  respectievelijk  met  het  horizontale  en'  verticale  vlak  moet 
maken ,  dan  kannen  wg  de  doorgangen  van  dat  vlak  op  de  vd- 
gcnde  wijze  vinden* 

Zoo  men,  oit  een  wiDekenrig  pont  van  de  as  van  projeetie , 
eene  loodlijn  op  eenig  hellend  vlak  laat  vaHen,  en  nit  datselide 
poot  loodlijoen  op   de  projectievlakken   stelt,  zoUen  de  hoeken, 
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die  de  eerstgenoemde  loodl^o  maakt  met  de  loodlijnen  op  het  hp- 
rizoatale  en  verticale  vlak  gesteld,  respectieTelijk  gelijk  zijn  aan  de 
standlioeken  van  het  hellende  vlak  met  het  horizontale  en  vertieale. 
Stellen  irig  dos,  uit  eenig  willekeurig  pont  O  van  de  as  van  pro- 
jectie OXn  eene  loodlijn  OZ  op  het  horizontale,  en  eene  loodlijn 
OT  op  het  verticale  vlak,  en  trekken  wij  oit  O  eene  lijn  in  de 
mimte,  die  met  de  onderliqg-  regthoekige  lijnen  OZ  en  OT  de 
g^vene  hoeken  a  en  ^  maakt,  dan  zal  het  gevraagde  vlak  lood« 
regt  op  deze  lijn  in  de  roimte  moeten  staan. 
•  Om  de . ppojectiën  van  deze  loodjijn  te  vinden,  maken  wij: 
Aoe*ZOA  =  «,AoeifeTOB  =  p.,OA=PB,  AA'  loodregt  op  OX, 
AA'.  loodrc^t  pp  OZ  en  BB'  l9pdregt  op  ÖY;  indien  wij  ons  na 
,  voonstellen,  dat,  de  hóek^ZOA  om  OZ ,  wentelende  een  kegel  vlak 
beschrijft,  doorloopt  het  pont  A  eenen  cirkd,  tot  verticale  projectie 
hebbende  de  regte  lijn  AA.'^  en  tot  horizontale  den  drkel  A'C, 
«it  O  als  middelpunt  met  PJi^'  als  straal  beschreven  j  indien  wig 
ons  veider  voorstellen »  dat  de^hoek  TOB  om  OY  ^wentelende  een 
kesdvlak  beschrijft,  doorloopt  het  pont  B  almede  eenen  ckkd, 
die  de  legte  lijn  BB'  tot  horizoptale  projectie  heeft.  Het  snijpunt 
H',  van  de  lijn  BB'  met  den  cirkel  A'C,  is  derhalve  de  horizon- 
tale projectie  van  het  papt  in  de  raimte,  alwaar  de  ponten  A  en  B 
zich,  gedurende  de  genoemde  omwentelingen,  gelijktgdig  kannen 
bevioidea^  zgnde  de  verticale  projectie  M'  van  dat  pont  het  snij- 
punt van  AA"  met  eene  lijn  uit  M'  loodregt  door  de  as  OX  getrot- 
ken.  Trekken  wg  dos  OM'  en  OM*,  dan  zijn  dit  de  horizontale 
en  verticale  projectiën  van  eene  Uja  in  de  roimte,  die  met  de 
onderling  regthoekige  lijnen  OZ  en  OY  de  gegevcne  hoeken  a  en  0 
maakt,  en  waarop  dos  het  begeerde  vhk  loodregt  moet  staan. 

Wanneer  wq  alzoo  door  het  «egevene  pont  (P',  P*),  daartoe 
de  gewone  en  overbekende  conslractie  bezigende,  een  vlak  N'M" 
brengen,  loodregt  op  de  lijn  (OM'^  OM*)  rullen  de  dopigangen 
van  dit  vlak  de  begeerde  zijn. 

Daar  de  l§n  BB'  en  de  cirkel  A'C  elkander  in  twee  ponten 
konnen  si^jden^aal  men,  door  het  tweede  snijpont  in  plaats  van 
het  pont  M'  te  bezigen,  door  het  pont  (P',  P*)  ook. nog  een  tweede 
vlak  konnen  brengen ,  dat  de  gegevene  hoeken  «  en  ^  met  de 
projectievlakken  maakt. 

Aahhsikiho  uit  de  Oplossing  van  W.  L.  Ivawgh.  Wanneer 
ven  zidi  het  snijpunt  van  het  begeerde  vlak  met  de  as  van  pro- 
jectie, als  het  midddpont  van  eenen  bol  voorstdt,  wordt  het  op- 
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penriak  Ton  dien  bol,  door  het  begeerde  vlak  en  de  projectietlak- 
ken,  Tolgens  de  zijden  van  eenen  regthoekigen  bolvormigen  dridioek 
gesneden ,  welks  scheve  hoeken  de  gegevene  standhoeken  zijn ,  en 
velks  regthoekszijden  de  hoegroolhetd  aanwijzen  der  hoeken,  door 
de  doorgangen  Tan  het  begeerde  vlak  met  de  as  van  projectie  ge» 
Tormd.  Constraeert  men  das  (volgens  het  V  Vijugstük  uit  het 
XIII  BoftK  van  de  Beginselen  der  Meetk.  van  J.  di  Gildéi, 
S  1198,)  dien  driehoek,  zoo  kert  men  de  hoeken  kennen,  die 
de  doorgangen  van  het  gevraagde  vlak  met  de  as  moeten  maken. 
Men  kan  dan  uit  een  willeLeorig  pont  van  de  as,  lijnen  onder  de 
gevondene  hoeken  trekken,  deze  lijnen  als  doorgangen  van  eenig 
vlak  besehoawen,  en  vervolgens  evenwgdig  met  dat  vCak  door  het 
gegevene  pant  een  ander  -vlak  brengen ,  dat  dan  het  begeerde  zal  wenn. 
CXUIL  V  o  d  &  8  T  B  i^ 
Door  H.  6.  WiTLAGi. 
Fan  welke  twee  getallen  zijn  de  som,  kei  product  en  kei  ver- 
'êckü  der  kwadraienp  gel^k  aan  elkander? 

Opgelost  door  J.  B.  Gbbl,  H.  6.  Witiagi,  W.  var  Eaabst,  Jk^ 
J.  A.  HAffSBir,  W.  Ij.  Ivakqh,  G.Kostbi,  1.  A.  Holl,  J.A.Stam- 
kart,  J.  S.  Spbijbb  en  L.  Vbbvbbit,  Jz/ 

Oplossiag  van  J.  B.  Gbbl, 
Stel  dat  de  getallen  zijn  d?  +  yenjr»»y,  dan  is  hnnne  som 
2j;,  han  product  x^  —  y^,  en  het  verschil  hunner  kwadiaten  4«y, 
zoodat  wij  hebben  de  vergelijkingen 

2x  =  s*—  y* 
en  2s  =:  issy. 

Uit  de  laatste  vergelijking  volgt,  na  deeling  door  2jr,  onmid- 
dellijk  y  =  i5 

hierdoor  gaat  de  eerste  vergelijking  over  in 

j?*— 2jr  =  J, 
waaruit  gevonden  wordt  s  =r  1  ±  \\/^» 
De  begeerde  getallen  zijn  dus 
ƒ  +  y  =  H  ±  i^^6  en  *  —  y  =  i  ±  \i/S, 
terw^l  wij  voor  hunne  som,  hon  product,  en  het  verschil  hunner 
kwadraten  hebben: 

2ar  =  a?«  —  y»  =  4iry  =  2  ±  {/S. 

CXLIV.     V  o  o  &  8  T  B  L. 

Door  H.  6.   WlTLAGB. 

Van  welke  twee  geiaUen  Mijn  kei  vereekil,  kei  quaHëm  •» 
ie  êom  der  kwadraten ,  gel^k  aafi  elkander? 
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OMUOit  door  H.  6.  WiTiiai,  J.  S.  Spbijie  ,  W.  tir  Haaut^  Jb., 

J.  A.  Hiirmr,  W.  L.  Ivah6h,  6.  Ko8T£e  en  A.  A.  Moll. 

Oflomikg  f>an  H.  G.  Witlagb.' 

S(el  het  kleinste  getal  gelijk  9  en  het  grootste  gelijk  y,  dan  is 

s 
y  —  ar  =  - 

y 

en  .  y  —  a?.=  a?*  +  y'. 

Dit  de  eerste  veigelijking  volgt  onmiddeIIi|k 

en   dese  waarde  Toor  »  'm  de  .tweede  overbrengende ,  komt  er  na 
herleiding  de  cnbische  vergel^king  . 

y»  +  y*  =  \. 
Hierin  y  =:  s  —  |  stellende,  Terkrijgt  men 

wordt  nn  hierop  de  formale  van  GiiDinvs  toq[epa8t ,  dan  vindt  m«n 

of,  de  aangedoide  berekeningen  nitvoerende, 

ü  =  O,  898630J 
weshalve  de  begeerde  getallen  zijn 

y  =  «  — I  =  O,  665197.... 

en  iF  =  -X-.  =;  O,  204094.... 

y  +  1 
Voor  het  verschil ^  het  qdbtiënt  en  de  som  der  kwadraten,  heeft 

men  dan  v^er 

y  —  »  =  ^  =  dr>+  y«  =  O,  36110.... 
y 
AiRnaKiHA  van  J.  S.  Spiijia.    Hen  kan  de   voor  jt  en  y 

gevondene  waarden  ook  negatief  nemen  i  mits  men  dan  door  het 
qootiënt  versta  de  uitkomst  der  deeling  van  het  grootste,  getal 
door  het  kleinste.  ^. 

CXLV.    Y  o  o  &  s  T,  B  I. 

Door  A-  A.  HoLL. 
JEmi  Ae^  op  eene  regie  l^n  AB  (Fig.  102)  een  deel  liEgroo* 
ter  dam  de  helft  van  AB  genomen ,  en  op  KB  en  kE  als  mid- 
JeU^nen^  aan  denselfden  kam  van  de  lyn  LEB  halve  cirkels 
beecireven.  Vervolgens  heeft  men  op  de  lijn  AB,  uii  haar  mid- 
den,  eene  loodl^n   cpgerigi,  de  omtrekken  der  genoemde  halve 

V  3 
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ciriek  inC  enU  sn^dende:  InMm  ni»  CD  n^  am  BE  =  6 
gegevm  is,  begeert  men  den  inhoud  te  vinden  der  vlakke  figuur, 
iusêchen  de  beide  kalve  omtrekken  en  de  l§n  VE  begrepen. 

Opoblost  door  J.  S.  SpbuM;  W.  vih  IIaabst,  Jb.,  J.  A.  Ban- 
sBAy  L.  VBiyBBHy  Jz.,  W.  L.  Itavgh,  6.  KosTBB,  A.  A.  Hou, 
J.  A.  Stamkibt,  W.  C  Vibsbput  en  J.  B.  Gbbl. 
Oplomihö  van  J.  S.  Spktjbb. 

Zij  F  het  middelpnnt  van  den  haken  cirkel  op  AB,  6  dat 
van  dien  op  AE  beschreven,  zoo  ia  F  tevens  het  voetpnnt  der 
loodl^n,  waarvan  CD  een  deel  nitmaakt. 

Hen  stelle  dan  AF  =  BF  =  CF  =  r,  AG  =  GE  =  t  en 
noeme  den  te  vinden  inhond  f,  zoo  ia  blijkbaar 

ƒ  =  I  »  (r»-  .»)==*»  (•-  +  •)  (••-«> 

Na  ia  ten  eerste 
ft  =  BE  =  AB  —  AE  =  2r  ~  &  =  2  (r  —  «), 
waaroit  volgt  r  —  a  =  ^  ft 

en  ƒ  =  J  srft  (r  +  a). 

Verder  ia  DF«  z=  AF  X  FE, 

of,daarDF=CF— CD=r— a,  AF=renFE=BF— BE=r— ft  is, 

{r-ay=r{r-b), 
waaroit  terstond  gevonden  wordt 


2a  —  ft 


J^Ul     •  11  *»*  ir       a*— oft  +  ift* 

derhalveisa  =  r-ift  =  273fc^**=— 2S3X- 

^        2«*  — aft  +  iA«    •       ,     ift* 
en  r+a  = 5 \  '      =a4 


2a  — ft         — -^2a  — ft' 
waaroit  dan  verder  volgt 

CXLYL     V  o  o  &  8  T  B  L. 
Door  L.  HoBPHiOBL. 
Ak  de  ware  afstand  van  twee  sterren  k  en  B  was  23^65', 
ds  ware  hoogte  van  A  80^  en  die  van  B  70^15';  terw^'l  de 
ware  grootte  van  het  verlengde  van  den  boog  AB ,  uit  B  tot  een 
derde  ster  C,  troa  16^;  hoeveel  was  dan  de  ware  hoogte  van  G? 
Opoblost  door  J.  A.  Stahkabt,  J.  S.  Spbhbb,  J.  A.  Ejknstif, 
W.  VA»  Haabst,  Jb.,  G.  Kosteb  en  W.  C.  Vbbsbput. 
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OfhOBiinü  van  J.  iL  Stahkiit. 

Laten  A,  B  en  C  (Fig.  103}  de  drie  stenen  Toontellen;  indien 

men  dan,  nit  het  toppunt  T,   loodregte   bogen  door  de  punten 

A,  B  en  C  op  den  horizon  laat  vallen,  zullen  de  hoogten  dezer 

sterren  achterrolgens  aangeduid  worden  door  de  bogen  AD,  BE  en  CF. 

Nu  heeft  men  in  den  bolvonnigen  driehoek  ATB  ^ 

/T      «im        ^^-  BT  —  Cw.  AB  Cos.  AT 

^^-  ^^^  =  ' Sin.  AB  Sin.  AT ' 

en  in  den  bolvonnigen  driehoek  ATC 

^     /.tm        C<^'  CT  —  Cos.  AC  Cos.  AT 

^^-  ^^  =  Sin.  AC  Sin.  AT  — ' 

waaruit  volgt  «de  vefgelijking 

Cof.BT  —  C<w.ABC^Qs,AT_gos.CT  ~  Ciw.  AC  Cos.kl 

Sin.  AB  Sin.  UT         ~  Sin.kCSin.kT         ' 

Tennenigvuldigende  aan  weerszijden  met  Sin.  AB  Sin.  AC  Sin.  AT, 

komt  er 

Sin.  AC  Tm.  BT  —  Sin.  AC  (7(w.  AB  Cos.  AT  = 

=  Aft.  AB  Cos.  CT  —  iSkii.  AB  Cos.  AC  Cb».  AT, 

of  Sin.  kB  Cos.  Cr  = 

S^n.  AC  Cos.  BT  —  (5tii.  AC  Cos.  AB  —  5»ft.  AB  Cos.  AC)  Cos.  AT ; 

maar  nu  is: 

Cos.  CT  =  Cos.  (90^—  CF)  =  «i».  CF, 

Cos.  BT  =  (7af,  (90<^—  BE)  =  .Sïn.  BE, 

Cos.  kT  =  Cos.  [aSP^  A^  =  .Sin.  AD, 

iSfii.ACClw.AB-r-iStn.  AB  Ca««  ACi=  5irfft.  (AC  —  AB)=/Stii.BC; 

hierdoor  gaat  dan  de  vorige  veigelijking  over  in 

Sin.  AB  Sin.  CF  =  Sin.  AC  Sin.  BB  -^  ^i».  BC  Sin.  AD, 

waamit  Tolgt 

«.     >n»        A».  AC  All.  BE  —  Sin.  BC  iStn.  AD 

Sin.  \jB  :=    .    II.     ■  r 

&m  AB  ' 

door  welke  fiirmule  nu  de  begeerde  hoogte  CF  kan  berekend  wor- 
den ,  daar  gegeven  z^n 

AB  =  Z3°56',  AD  =  80^,  BE  =  70^15',  BC  =  16<> 
en  AC  =  AB  +  BC  =  30^55'. 

Deze  berekening  werkelijk  verrigtende,  vindt  men  dan 

CF  =r  66ö5'«4. 
AnnmKiHO   van  J.  Badoh  GHueiiré    Wil  men  de  gevondene 
formule  voor  de  logarithmen  geschikt  maken,  zoo  kan  men  steflen 

Sin.  BC  Sin.  AD 
^"**«'-  ^  =  Sin.  AC  Sin.  BE  ' 
V  4 
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hiodoor  woidt  iaa  Sm.  tC  Sin  ÈB  =:  Sin.  iC  Sm.  BE  Tang.  ^, 
zoodat  de  teller  der  voor  Sin.  CF  gevondene  «aarde  orergaat  in 

Sin.kCSin.BE(t^Tang.0)=Sin.kCSin.liEx^^^l 

en  men  du*  Terder  heeft 

_  Sin.  AC  Sin.  BE  Sin.  (45o  —  (p) 
Sm.  CF  _         \g.^  ^^  ^^   ^g„  ^  ^       . 

Hierdoor  wordt  echter  de  berelening  niet  gemakkelijker  gemaakt. 
Immers  volgens  de  laatste  formden  heeft  men : 

Log.  Sin.  BC  =  9,4403381—10 
L<^.  Sin.  AB  =  9,8933616—10 
Coti^.  Log.  Sm.  kG  =  0,1926864 
Con^.  Log.  Sin.  IE  =  0,0263291 

Log.  Tang.  (p  =  9,6627051—10 
<p  =  24°12'9',75 
46°  —  $  =  20»47'60^6 
Log.  Sin.  AC  =  9,8073136—10 
l4>  Sin.  BE  =  9,9736709—10 
Log.  Sin.  (46°  —  <^)  =  9,6503052—10 
Comp.  Log.  Sin.  AB  =  0,3921082 
Comp.  Log.  Coê.  46°  =  0,1606160 
Comp.  Log.  Cot.  $  =  0,0399677 

Leg.  Sin.  CF  =  9,9138706—10 
CF  =  66°5'43',9 
terw^I  men  Tolgens  de  oorspronkelijke  fiwmnle  den  berekening  xon 
hdiben:  Log.  Sin.  AC  =  9,8073136—10 

£^.  Sin.  BE  =  9,9736709—10  ' 

9,7809846-10 
Sin.  AC  Sin.  BE  =  0,6039277 
Log.  Sin.  BC  =:  9,4403381—10 
Log.  Sm.  AD  =2  9,9933616—10 

9,4336896—10 
Sin.  BC  <S>«.  AD  =  0,2714600 
te/fer  =0,6039277—0,2714600  =  0,3324777 

Log.  triier  =z  9,6217626—10 
Log.  Sin.  AB  =  9,6078918—10 

Log.  Sin.  CF  =:  9,9138707—10 
CF  =  65°5'44'. 
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GXLVU.  V  o  o  1  8  T  B  L. 
Door  J.  Babsan. 
Emié  meetkun$$ige  reeiê  van  drie  termen  ie  vinden,  Moodamig. 
dai  men,  hare  termen  respectievelijk  met  de  getallen  4,  14  «i»48 
verminderende,  eene  rekenkuneiige  reeks  verkr^gt;  en  dai  er  eens 
karmoniscke  reeks  komt,  indien  men  de  termen  der  meetkunstige 
reeks  door  de  overeenkomstige  termen  der  rekenkunstige  deelt. 

Ofgxlost  door  J.  Bamahi  W«  taji  Hmtr^  Ji.»  A.  4.  Moii, 
J.  S.   Sfsijba,  L.  Viaviiir,  Ju,  W.  L»  Ivaku,  6.  Kosm, 
J.  A.  Stamkait,  J.  B.  Gibl  en  J.  A.  Haimbh» 
Oplomiita  van  J.  Bissiir. 
Stel  Toor  de  gevraagde  ioeeftimstige  reeks 
sf,  s^  ea  9y^, 
dan  moeten  Tooreerst  eene  lekenkiinstige  reeks  uitmaken 

o?  -*  4,  jry  —  14  en.d^*  —  48; 
kiemit  volg^ 

(ir  -  4)  +  (4?y*  -  48)  =  2  («y  -  14), 
waaruit  terstond  gevonden  wordt 

_        24 

Ten  andere  moeten  eene  harmonische  reeks  uitmaken 


,_4'*y~  14  "^ojy*  — 48* 

hetgeen  volgens  de  eigenschappen  der  harmonische  reeksen  op  het- 

sellde  neerkomt  i  alsof  de  omgekeerde  fermen 

iP_4    «y  —  14       ;rw*— 48 
en 

eene  rekenkunstige  reeks  vormen;  hieruit  volgt  dan 

s  —  i       ipy>  — 48  _  2(^—14) 

*  sjy*  j?y  ' 

-        4        ^         48         ^        28 
dat  is:  1 hl j  =  2 ,  . 

4        48   _28 

1        Ü  _Z 
*      *y*       «jr* 
y«  +  12  =  7y, 
of  y»  —  7y  +  12  =  0. 

Uit  doe  TierkantiToggeligking  Tindt  men  na  op  d«  gewone  «qie 
^  y  =:  S  rf  y  =  4. 
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24 

Neemt  men  y  =  3,  dan  is  ar  = ttz  '=  6,  waardoor 

,        (y  —  1)» 

men  toot  de  begeerde  meetkonstige  reeks  vindt  .  6,  18  en  £4; 

de  rekenkanstige  is  dan..« 2,    4»     6; 

en  de  haimoniscbe*  ••• 3,    4|ji     9« 

24 

(y  -  1)* 

waardoor  men  heeft  Toor  de  meetktfnstige  reeks  2f ,  lOi  en  42|; 
voor  de  rekenknnstige  •   ••••••••—  1},— 3|  •— 5i; 

en  TOor  de  harmonische  • ^^  i  , — 3|  •  *-^. 

CXLYIO.  VooisTBL. 
Door  J.  BissiR. 
Uit  den  top  eens  scherphöekigen  driehoeks,  is  eene  hodUjn 
€p  de  basXs  nedergelaten  ^  waardoor  de  diiehoeh  in  twee  rtgi' 
hoekige  verdeeld  is.  Indien  nu  gegeven  »yn  de  zijden  der  drie 
vierkanien ,  ioelke  zoo  in  den  oorspronkelifken  driehoek  als  in  de 
beide  regthoekige  driehoeken  kunnen  beschreven  wordéi^f  allen  op 
de  grondton  des  driehoeks  staande  ^  zoo  begeert  fnen  den  drie* 
hoek  ie  bepalen. 

Opgelost  door  J.  S.  SpikJEB,  J.B.  Gul,  W.  vih  Hiaist,  Ja., 
J.  Bassav,  J.  &•  HinsEiiy  G,  Koster,  W.  CL  Ysiseput,  W.  L.  Itakgh 
en  A.  k.  MoLL. 

OpLossmo  van  <J.  S.  Spbixbk. 
Zg  ABC  (Fig.  104)  de  driehoek,  CD  de  loodKjn,  en  laten 
EFGH,  IKDL  en  MNOO  dé  ingesehreven  vierkanten  itjn.  Stellen 
wq  dan  AB  i=r  ar,  AC  =  y  en  BC  =  js;  voorts  AD  =r  p, 
BD  ==:  9  en  CD  =  h;  terwijl  gegeven  zijn  FII  =  EF  =  a, 
K  =  KD  =  i&  en  HN  =  HD  ==  o. 

In  de  gelijkvormige  driehoeken  ABG  en  EFC,  is  na 
AB  :  EF  =  CD  :  CP  of  «  z  a  =i  h  :  h  —  a; 
in  de  gelijkvormige  driehoeken  ADC  en  ALI,  is 

AD  :  AL  =  CD  :  IL  o£ p  :  p  ^  b  z=  h  i  5;J 
en  in  de  gelijkvormige  driehoeken  BDC  én  BON,  is 

BD  :  BO  =  CD  :  NO  of  g  ;  9  -^  c  =  A  :  o. 
üit  elk  der  drie  voorgaande  evenredigheden  h  oplossende,  vin- 

flO? 

den  wq  :  A  = , (1) 

*=?^. p) 


*=-2- (») 

q  —  c 
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en  deie  waarden  van  A  aan  elfcander  gdigk  ^Cdlende ,  komt  er 

as                bp               ax                CQ 
—  — L —  en  — 2 — 


nit  welke  vergelijkii^;en  onmiddellijk  kan  a%eleid  worden 

obs 

•     ^  ~  ab-hia  —  b)s' ^*^ 

aes 


'         öo  +  (a  —  c)  a? 
daar  nu  p  +  q  ^=  s  ïb,  hebben  wi} 

abs  ac9 

X 


(6) 


tó  +  (a  —  6)  a?        110  +  (d  —  c)  *' 
Deelen  wij  de  temmen  dezer  Tergelijking  door  s^  dan  verkrijg 
wij  y  na  de  brenken  Terdreven  te  hebben  > 
a*bc  +  ab{a  —  c)s  +  ao{a^^ b)  x +{a  —  b)  (a — c)x*  =: 
z=za^bc  +  ab(a  —  €i)x  +  a*bc^aö{a  —  i)d?, 
of  (a  —  b)  (a  —  c)  x*  =  a*bc, 

waamit  terstond  gevonden  wordt 

bc 
(a  —  b){a  —  c) 
Snbttitneren  wij  deze  waarde  van  x  in  (1),  (4)  en  (5),  zoo  ver^ 
kr^gen  wij  na  herleiding: 

aiybo 

l/bc  —  K«--  *)  («  --  <')' 

'  ~  {K«  —  b)c  +  y{a-^c)  h)  v\a  —  bi 

acyb 
en        j  =r  ; j 

(l^a  —  ft)  c;+  K(a  —  c)  ft}  Kö— c) 
terwijl  dan  ook  verder  y  en  s  gevonden  znUen  worden ,  door  de 
fbrmolen    y  =:  i/(h*  +  p*)  en  jk  =  y{h^  +  q*). 
CXLES.     y  o  o  &  8  T  B  L. 
Door  J.  BissAK. 
Wmmtw  me»,  mi  kei  middelpiuU  van  dfin  ^ge$chrev0i  cir- 
kel eetu  driehoekê,  loodl^nen  op  de  xijden  nedergelaten  hebbende ^ 
de  inhouden  kent  tan  de  drie  vierhoeken^  waarin  dexe  loodlynen 
den  driekoek  verdeelen,  begeert  men  daaruit  den  driehoek  te  be- 
palen. 

Opoilost  door  G.  Komi,  J.  fi.  Gul,  W.  yah  HiiitT,  Ji., 
J.  A.  Hiirsur,  J.  S.  Sniisa,  J.  A.  SriniiT,  W.  C.  VBanror, 
J.  Bkuiffp  W.  L,  IvARGD  en  A.  A.  Hoit. 
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Qnomvo  «o»  G.  Kostii. 
Laat  ABC  (Fi|jf.  105}  de  driehoek  jd]Q|  waarin  een  cirkel  be- 
fchreven  \n,  uit  welkt  middelpunt  H  de  loodlqnen  MD,  HE  en  MF 
op  de  zijden  cgn  nedergebten;  dan  is  gegeven 

Inh.  vierh.  AEIÜF  =  a,  Inh.  vierk.  BDHF  z=  b, 
en  Inh.  vier^  CDMË  =  o. 

Stellen  wq  YoorU  den  straal  des  ingeschreven  cirkels  door  r  voor, 
en  merken  w^  op  dat  de  lijnen  MA.  i  MB  en  MC  de  genoemde 
rierliodLen  middendoordeelen ,  dan  heUien  wij : 

AB  X  i  r  =  JiiA.  drM.  AMB  =  i  (a  +  »), 
kCx  i  r  =  Inh.  drieh.  AMG  =  }  (a  +  c), 
en         BCX  \  r  —  Inh.  drieh.  BMC  =  i  (6  +  e), 
waaruit  Tolgt: 

AB  =  l±i,AC  =  i±J',uq  =  *-±^,  .(.) 

i  (AB  +  AC  +  BC)  =  t±±±l, 
i  (AB  +  AC  —  BC)  =  J, 
i  (AB  +  BC  —  AC)  =  -, 

è  (BC  +  AC  -  AB)  =  ^; 

daar  nu  het  product  der  vier  laatste  waarden ,  «^  als  genoegsaam 

bekend  u,  de  tweede  magt  is  Tan  den  inhoud  des  driehoeks  ABC, 

die  gelqk  aan  o  +  &  +  c  is,  zoo  hebben  wij  dadelijk  de  veige- 

,..,.              (a+b  +  e)abo        ,         ,  ^- 

lyiing  ^  ^    ^ =  {a  +  b  +  c)S 

waaruit  gevonden  wordt  r  =  f^ ^. 

Dexe  waarden  van  r  io  de  fiwmnlen  («)  «olMtitaeraMle,  Tinden 
«^dan:  AB  =  (a  +  J)  iV'ï-i—tf , 

BC  =  (6  +  c),^^A±_«, 

.  waardoor  de  zqden  des  driehoeks  berekend  zign^  en  dus  het  voor- 
stel opgelost  is. 
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CL.    VooftstBu 
Door  J.  Basmit. 
Heixelfde  ah  in  het  eowrgaamie  ffoorniel  wardi  gevraagd^  indien 
de  loodl^nen  uit  het  middelpimt  van  den  amgesokreten  cirkel  op 
de  M^den  nedergelaten  x^n^ 

0f6B£08t  door  W.  L.  Ivaroh,  W.  tab  Hiabst,  Zh^  J.  S.  SpbijxR; 
en  J.  BiasAK. 

Oplossihg  van  W.  L.  IvAiiftH. 
Zi]  ABC  (Fig.  106)  de  driehoek ,  en  M  het  middelpoDt  fan  den 
omgesehrefen  cirkel ,  waaruit  de  loodlijnen  MD,  ME  en  MF  op  de 
z^den  zijn  nedergelaten ,  dan  is  gegeven 
Inh.vierh.kEm:^aJnk.vièfh.BT)m=ibJnh.vierh.CÜWi 
voorts  is ,  zoo  ui)  ter  bekorting  a  +  b  +e<iz  i  stellen|  ook  nog 
bekend  Inh.  dneh.  ABC.  =  d. 

SteHen  wg:        AM  =  BM  =  CM  =  r, 

MD  =  Ml  ME  =  n,  HF  =.p, 
BD  =  CD  =  fl?,  AE  =  CE  =  y,  AF  =  BP  ==  s, . 
dus  BC  =  2x,  AC  =  2y,  AB  =  2z, 

dan  is ,  volgens  bekende  formalen : 


'=^' (» 

Sin.  BAC  =  -,  Sin.  ABC  =  ?^  en  5ïn.  ACB  =  -, 
r'  r  r' 

d  ^  d  d 

en  dos  ook  Sin.  BAC=^  Sin.  ABC  =—  en  &>•  ACB  =— ;(2) 

terwijl  ait  de  figuur  onmiddellijk  volgt 

r*  =  »*  +  m*  =  y*  +  n*  =  ji»  +  p> .   .    .  (3) 
Beschouwen  wij  nu  vooreerst  de  vierhoeken  AEMF,  BDMF  en 
CDHE  és  de  sommen  der  driehoeken,  waarin  zq  door  MA»  MB 
en  MC  als  diagonalen  verdeeld  worden ,  dan  hebben  wij  : 


ims+  ^  ny=  e,} 


w 


besehoawen  wig  echter  diezelfde  vierhoeken  als  de  sommen  der 
driehoeken I  waarin  zij  door  de  diagonalen  FE,  DF  en  ED  verdeeld 
worden ,  dan  vinden  wij ,  in  het  oog  houdende  dat  de  hoeken  FME , 
DMF  en  EHD  de  supplementen  van  de  hoeken  des  driehoeks  ABC  zijo, 
i  (y«  H-  ly)  Sin.  BAC  =  a,\ 

k  («s  +  jMti)  Sin.  ABC  =  bA (5) 

1  («y  +  rnn)  Sin.  ACB  =  c.) 
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Zoo  wij  van  de  ^ergelijkiBgen  (4),   de  som  van  twee   met  de 

derde  verminderen |  komt  er  terstond: 

mÈ  ^=1  b  +  e  — -a  =  d  —  2a, 

ny  =  a  +  e  —  6  =  d  —  2A, 

/)j»  =  a  +  i&  —  c  =  <l  —  2c, 

d  —  2a              a  —  2A             d  —  2c       ,^, 
en  das  m  =  ,  n  =  ,  p  = ;  •  (o) 

brengen  wij  vervolgetft  de  waarden  (2)  en  (6)  in  de  vergoelijkingen 

(5)oVer^  dan  vinden  wij;  uit  de  koinende  veiigdijkingen ,  ter»tood: 

.)  ..       .   .       .        d/d—  2b)  (d  —  2c) 

y'^'  =  — éir^n — > 

^>^   ^ 4b  —  d         -'i ^^^ 

:^^i3-2a)[d-2b) 
^  ie  T-  d 

Brengen  wij  eindelijk  de  waarden  (1)  en  (6)  in  de  vergelijkingen 
(3)  over,  zoo  vinden  wij,  uit  de  alsdan  ontstaande  vergelijkingen: 
_  dnd-2ay 
~  iy*s*  —  d* * 

*  "~  4a««»  —  d*' 

*  ~  4s*y*  —  d*' 

'en  liierin  de  waarden  (7)  overbreoj^tide ,  kooit  er: 
d{ia  —  d){d  —  2a)* 


X  =  Ty 


4  (d  —  24)  (d  —  2a)  —  d  (4o  —  d)' 
diib  *-  é[}{d  —  2b)* 


4  (</  —  2c)  (d  —  2o)  —  d  (46  —  «D' 
d(io  —  d)(d—  2c)»  ^ 


4  (rf  —  2«)  (d  —  2A)  —  d{ic  —  d)' 

«aardoor  no  de  cijd^  des  driehoeks,  BC  =:  2a;,  AC  ^  2y  en 

AB  ^  2»  bekend  ajtt ,  eo  dos  het  voorttel  opgeloat  is. 

Omdat  <2  =£  a  4-  A.  -t>  o'is,  knnnrai  de  noemers,  die  in  de 

laatste  lonnen   voorkomen-,  nog;   vereenTondigd  voeden;  hierdoor 

d  (4«  —  rf)  (<f  —  2a)» 
wordt  dan :    x  =  ^     ^ '  ^    ■' 


en  «  =  |J^. 


(44  —  d)  (ie  —  d)   'j 
(U  —  jjid—  24)» 
[4c  —  d)  (4a  —  d)    ' 
d  (4c  —  d){d  —  2d)» 
J4a  —  rf)  (44  —  d)    ' 


_   .,J  (44  -  d)  (d  ~  24)»  . 
y  -  ï^  (4c  -  d)  (4a  -  d)    '>    •   •    •   •  <^^ 
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bet  gedmige  product  der  waaiden  (8),  geeft  dan  even  alt  dat  der 

waarden  (7), 

,,,  -  ^.«^*  («*  ~  ^Y  i<i  -  a*)'  i^  -^  2o)» 
^  '^       {ia  —  d)  (ib  —  «O  (4«  —  lO      ' 

waamit  voor  den  (traal  de*  omgeschreven. cirkelt  gef enden  wordt 

""    ^  d  (4a  —  il)  {ib  —  if)  (4c  ^  rf)    '    •  ^  ^ 

Indien  a  =  &  :=:  c  gegeven  was,  aeon  de  driehoek  gelijLzijdig 
zijn;  en  men  zon  dan  hebben 

j?  =  y  =  «  =  y{ayS)  en  r  =  I  y\^ai/^). 

Oi.    Y  o  o  t  •  T  b^l; 

Door  J.  Bassah. 

IFanneer  men^  uit  een  pmU  binnen  een  cirkel^  lifnên  naar 
den  onUrek.trekt,  en  al  deze  l^nen  in  dezelfde  reden  deelt,  begeert 
men  de  meetkunsiige  plaatB  der  deelpunten  te  vinden» 

Ofgilost  door  J.  S,  Spiijib^  J,  Bajiait^  W.  yah  Haaist,  Jb., 
W.  L.  IriaGE  en  G.  Kostbb. 

OnoasiKfi  van  J,  S.  SfiusB. 

Laat  H  (Fig.  107)  het  middelpimt  van  :den  gegeven  cixkel  IPB 
xijn)  en  z^  C  het  gegevene  pnnt^  nit  hetwelk  .men  lijnen  GP  naar 
den  omtrek  heeft  getrokken »  die  men  allen  in  dezelfde  reden  ver* 
deeld  heeft ,  zoodat ,  voor  al  de  verkregene  deelponten  Q ,  atand- 
vastig  CP  :  CQ  =  1  :  m  zij;  dan  is  de  gevraagde  meetknnstige 
phats  der  ponten  Q  ook  een  cirkel  (zie  J.  di  GaLDBi^^e^.  der 
Meeik.  Z^  dmk  §  319),  welks  middelpunt  N  op  de  middell^n 
AB  ligt,  die  in  den  gegeven  cirkel  door  het  gegeven  pant  kan 
getrokken  worden.  Dit  middelpunt  N  kan  gemakkelijk  bepaald  wor- 
den ,  door  namelijk  CA.  en  CB  in  D  en  £  zoodanig  te  verdeelen , 
dat  CA  :  CD  =  CB  :  CE  =  1  :  m  is,  en  vervolgens  DE  mid- 
dendoor te  deelen;  zijnde  DE  de  middellqn  van  de  meetknnstige 
plaats  der  punten  Q.     , 

Om  dit  dies  analytisch  te  betoogen ,  stellen  wij ,  na  PP'  en  QQ' 
loodregt  op  AB  getrokken  te  hebben,  AP'  =  x' \  PP'  =  y', 
AQ'  z=  jr,  ()^'  =  y ,  AH  =f  r  en  AC  =  a;  dan  is  vooreerst 

y'*  =  *'(2r  — *')> 0) 

terwijl  dt  de  gelqkvormigheid  der  driehoeken  CPP'  en  CQQ'  volgt 
PP' :  QQ'=  CP  :  CQ  of  y' :  y  2=  1  :  m .   .   .  (2) 
en  CP' :  CQ'  =  CP  :  CQ  of  s'  —  a  :  ar  —  a  =  1  ;  m;  (3) 
nit  (2)  en  (3)'  vinden  wij  terstond 
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tf'  =  ~  en  «'  :^ +  « i 

^         m  m 

en  brengen  wq  deie  waaiden  in  (1)  OTer,  loo  komt  er,  na  Ter- 
menigmldiging  met  tn^f 

y^  z=z  (s  —  a  +  om)  (2«r  — .  a?  4-  a  ^  mm)  j 
of,  zoo  wij  s  —  a  +  am  =1  s"  stellen, 
y*  =  *•  (2«r  —  «•). 
JDe  meetkonstige  plaats  der  ponten  Q  it  doi  een  ciricel ,  mr  tot 
straal  hebbende,  en  welks  middelpont  op  de  lijn  AB  ligt. 
Yoory  =  O,  hebben  w^ 
jp  ..  a  ^  OM  =  O  of  2mr  i— df-f-a— ««isiOj 
de  biieroit  voor  m  voortvloeijende  waarden,  zijn  de  afstanden  AD 
en  AE,  die  de  snijpuiten  van  den  gevonden  cirkel  met  de  lign 
AB  aanwijzen ,  en  dos  is 

AD  =  a  —  om,  A£  =  2«r  +  a  —  am, 
waamit  verder  volgt 

AN  =  «r  +'a  —  am, 
Aah MBBKiHft.    In  het  voorstel  is  opgegeven ,  dat  het  punt  C  bin- 
nen den  cirkel  ligt;  indien  echter-  dit  pont  buiten  den  cirkel  of 
m  den  omtrek  gelegen  is,  blijft  de  bedoelde  meetknnstige  plaats 
evenzeer  een  cudkel.    (Vergelijk  J.  di  Gudbr,  Mêeik.  U  a.  p.) 

cm.      VOOBSTBI. 

.  Door  J.  Bassin. 
Men  bêgeeri  de  JifferetUiaalvergel^'king 

iy  ^  y  (^»  +  y')  —  ar  (j;  —  y)  |/-(j;«  ~  y«) 

is  X  {X^  +  y»)  +  *  (j?  +  y)  y{xt  _  yt) 

te  iniegreren» 

Opoblost  door  J.  Bassan,  W»  vak  Haabst,  Jb.,  W.  L.  Ivmtqk, 
J.  S.  SrBiJEB  en  W.  C.  YaBSBrvT. 

I.    Oflosbibo  van  J.  Bassah. 
Uit  do  opgegevene  vergelijking  de  breuken  verdrijvende,  heeft  men 
xiy  {x^  +:  y«)  +  jt  (ar  4-  y)  Hy  y{x^  -  f  *)  = 
=  yix  {x^  +  y*)  ^  x{x  —  y)ix  \/[x^  —  y*), 
of  na  verplaatsing  en  vereeniging  van  termen 

x{{x  +  y)  Jfy  +  (,  -  ,)  Jf,}  y(g>  «  y»)  = 

=  {si*  -  *iv)  («*  +  »»). 
Hiervoor  kan  mcD  whriJTen 

(s  •¥  y)  iy -\r  {*  —  y)  Jts  _     yjf»  —  sty 

»«  +  y«  -gy{^*^y*y 
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*H*»— »*)       *»  +  y»   ~   *»  +  y»  ' 

maar  nn  ii  s^fy  —  yis  =  **af.-  en  yis  —  xiy  =r  y'jf.-, 
derbalTe  wordt  dan  onze  vergelijking :        . 


.     »*i 

"*-    s»  +  y»     ~ 

.   W.(*«+y»)_ 
"^     «•  +  »*     ~ 

oomiddellijk  Uijkt  te 

,',.J 

nn  de  ii 

itegnul 

**  +  »* 

y 

ajn 

Boog  firn. ?^  +  è  Nop.Log.{m^  +f  *)  =  *«»  Ï^WV- ' 

of     Am^  5ii'ii.  -  +  Nep.  Log.  |/(s*  +  y^)  ==  Boog  Tong.  -• 

II.    Ofiosano.  yah  W.  tah  Haaist,  Jb. 
De  gegetene  vergel^kiiig ,  of  wel  de  vergdijkiDg 

xt  -  » (>*  +  y') - (^*  -  ^)  K^'  - y^)' ^ 

*3^  -  ^  (4;«  +  y«)  +  (4^*  +iry)  K**  -y«) 
ia  geUjUachtig.    Z^  kan  alxoo  gé'ntegreeid  worden^  door  y  =  «u 
eo  dof  2fy  =  vgx  +  siu  te  stellen^  als  wanneer  zq,  na  teller 
en  noemer  de  breuk  door  ar*  gedeeld  te  hebben ,  overgaat  in 

Den  eeitten  term  in  bet  tweede  lid  overbrengende,  komt  er 

*'       ~    1+   «»    +   (1+    -)    1^(1    -   «»)  ' 

waaruit  volgt 

?£  -  1  +  «*  -KI  +  i»)  Kt  -  ^')  .„ 
#  ~        -  (1  4-  «*)  KI  -  «*) 
2[^  _  ju ju  uiu 

s  ~  KI  —  «*)  1  +  «• 
ala  nn  term  voor  term  integrerende,  komt  er 
NopXog.s^C-'BoogSinM^BoogTang.u—Nep.Log.yiHu^), 

«4 

en  hierin  eindelijk  weder  m  =  ^  substilacrcnde ,  vindt  men 
I,  Ditt.  W 
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Boog  Sin.  ï  +  Boog  Tang.  ^  -h  JfV-  ^8'  K«*  +  V^)  =  ^• 

Aahhhkiho  wm  J.  Baboh  Ghijbik.    Neemt  men  in  de  laatste 
oitLomst  C  =  i  T  9  en  Loodt  men  in  het  oog  dat 

l^—Bot^  Tang.  ^  —  Boog  Coi.  ?  =  Boog  Tang.  j 

ia,  dan  gaat  zij  in  de  uitkomst  der  vorige  oplossing  oTer.  De  beide 
nitkomsten  verschillen  dos  alleen  door  een  bijgefoqiden  standTas- 
tigen  term. 

CLIU.    YootsTti. 
Door  S.  Dik,  GoiKti. 
WMb  ü  de  imegraai  van 

., Ü^-D^s  -^ 

^  ~  8  |/(s»  —  ^)  -+.  10  yi—  **  +  ar»  — #)' 
Ofoblost  door  S.  DuC)  Goiasi.,  J,  Bissau,  J.  S.  SrtiJUi 
W»  l.  Itarok  en  W.  tak  Haaist,  Jt. 

Oflossiho  9an  S»  Dik,  Cokhsz. 

Omdat  —  ap*  +  2jr»  —  »  =  (s«  —  »)  (1  +  *  —  **)  *•» 

kan,  oit  den  noemer   tan   den   opgqjetenen  vorm,   de    6etor 

2  i/{s*  —  s)  buiten  gebragt  vordeo^  terwql  voor  den  tdier  da- 

dd^k  kan  geschreven  worden  iJ(9*  ^9)1  hierdoor  beeft  men  dan 

Hen  stelle  da      dp^  «—  «  rr  Sin.^  ^, 
dan  wordt  l  +  #  —  jr*=:l—  i^n.»  (p  =  Cbs.'4^ 
en  i.  (sr>  —  s)  =  2  Au.  ^  Coe.  0i^y 

aoodat  de  sobstitotie  deser  waaiden  geeft 

^  ~  4  +  5  Cof.^' 
hiervoor  kan  men  schrqven 

Maar  na  u  (de  I.  R.  Semor,  hiegr.  Rtk.  $  254) ,  indim 
a  <  bis, 

door  hierin  a  =  4eni=  Ste  itellen  ,  wordt  dan 
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liierin  is  na  iW«."0  =  y[x^  '~-^)i  Co8.  0  =  |/(1  4.  s  — «') 
en  ^  r=  Boog  Sin*  y\x  ^  —  dr] ,  en  derhahe  heeft  men  dan  ten  laatite 

waarbij  na  nog  eene  irillekeorige  «tandTattige  grootheid  \m  gefoegd 
VDfdeo* 

CUV.      V    o   o    »    •   T    E   L. 

Door 'S»  Di(,  Comnsz. 

ifofi  Vfoc^  de  hoeveelheid  waier  ie  bepi^len,  welke  in  een  ge' 
geten  tgd  §tal  mivloe^en,  door  eene  driehoekige  opening  in  den 
verHoahn  wdnd  van  eenig  vta,  waarin  hei  water  beeUmdig  ter 
aeifder  hoogie  boven  de  opening  wordt  gehouden;  in  de  onder» 
etelKngf  dat  de  bams  doMer  opening  horijKontaal  en  haar  top  naar 
boven  gekeerd  is. 

Onslost  door  S.  Dik»  Gobr8z.  en  J.  S.  Sfimib. 
Oplossirg  van  S.  Dik,  GoBiitz. 

Laat  AB  (Fig.  108)  de  stanilTastige  Wtenpiegel,  en  EFCTde 
driehoekige  opening  voorstellen ,  dan  kunnen  wij  als  bekenden  aan- 
nemen» de  hoogten  van  den  waterspiegel  boven  den. tq>  en  boven 
de  bazis  der  opening ,  OE  =  A  en  OH  =  h',  gelijk  mede  de 
bazis  zelve  F6  =:  a.  Zij  na  HNmn  eene  di£krentiaal  der  opening^ 
begrepen  tosschep  de  lijnen  MN  en  nin »  op  de  a&tanden  OV  =  s 
en  Op  zsz  s  +  is  beneden  den  waterspiegel  evenwijdig  met  den* 
selven  getrokken  ^  en  stellen  wij  MN  :=:  y ,  dan.  is  MNmn  =  yHs 
de  inbond  van  deze  differentiaal  der  opening»  terwijl  de  theoretische 
snelheid»  waarmede  het  water  door  die  differentiaal  vloeit ,  door 
V  ^=  l/2gs  wordt  oitgedrokt.  Indien  dus  iQ  de  theoretische 
watermassa  voorstelt » die  in  eeo  gegeven  tigd  van  t  seconden  door 
de  di£Gsrentiaal  MNmn  vloeit»  hebben  wij  (zie  J.  P.  Dilpbat, 
Bfdnmj/namiea,  §  26) 

iQ  =  Inh.  MNmn  x  v  X  i  =^  t  yix  y2g» 
en  de  theoretische  hoeveelheid  water»  in   het   vraagstuk  bedoeld, 
wordt  das  nitgedrukt  door  de  formule 

Q  =  t  y^  J^^xi  vis .-.(») 

W  2 
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Na  Tolgt  uit  de  figaor,  de  eTenredigheid 
£H  :  FG  =  EP  :  MN 
of        •  A'  —  A  :  a  =  jf  —  A  :  y; 

dosis  y  =  ^jjP— j^  (s  —  A), 

«n  deie  vaarde  Tan  y^  in  (1)  otergebngt^  geeft 

<?  =  F^/l**<*  ■"  *^ '''••••*  ^^^ 

Door  iotegntie  Terln^geo  vq 
ƒ#!  («—  *)  jr*=^/»l  ïf#— *  Xrf  Jf»  =  }  »l  —  \lu^  +  C, 
ta',  door  dm  deze  integnnl  TaB«  =  A<otsi=A'te  nemeo, 

/J'»l  (*  -  *)  jr«  =  I  (VI  -  »l)  -  {*  (A'l  -  Al)  = 

=?A'VA'-1**V*'+A*VA=A(«*'V*'-6**VA'-|-2*V*)} 

den  vaarde  in  (2)  oTetbrengende,  hebben  wg  dan  eindelgk 

^      2al>/^    «A'V*'  — 6AAVA'+2AVA       ... 

«=^6- F::ni ;<*> 

De  alsnn  getondene  theoretische  hoeteelheid  1^^  '^^  '"'^  °^ 
^eenen  nit  proeren  afgeleiden  coëfficiënt  behooren  te  vermenignd- 
digen,  om  de  i^ezenlijke  hoereelheid  water  te  Terkrggen,  die  in* 
den  gegeven  tgd  i  oitTloeit. 

Aahhbrkiro..  Hen  is  wel  gewoon,  de  snelheid  Tan  oitrloeqing 
in  het  swaartepont  Z  der  opening  als  eene  middelbare  snelheid 
Toor  de  geheele  opening  in  rdeni^  te  brengen.  Dewijl  dit  swaar- 
tepont op  den  afstand  OE  +  |EH  =A+ 1  (A'— A)=  ^(A  +  2A') 
beneden  den  waterspi^el  b'gt,  wordt  de  genoemde  middelbaie 
snelheid  door  y\g  (A  -I-  2h')  aitgedrokt,  terw^I  de  inbond  der 
opening  is  ^  FG  X  EH  =  ^  a  (V  —  A).  Eene  zoodanige  be- 
rekening aon  dan,  toot  de  theoretische  hoeYeelheid  water  in  t 
«eoonden  oitYloe^ende ,  geren 

12'  =  i  a  (A'-  A)  X  y\g  (A  +  2A')  X  « 
of  |?'=  I  a  (V-  A)  tyOg  (A  +2A').   .   .   .  (4) 

Nemen  wig  nn  tot  een  Toorbedd,  in  ellen  a  =:  l,  A=:  1  en 
A'=4;sjg<=:l  en  brengen  w^  Toor  g  de  waarde  g  =  9,812 
in  rekening,  dan  vinden  wq  door  de  formnlea  (4)  en  (4) 
Q  =  11,4196  cnb.  el  enl2'=  11,6087  cob.  el, 
waarvan  het  verschil  iê  Q' ^  Q  zsi  0,0892  cnb.  el. 

De  fimnnle  (4)  geeft  dos  0,0892  cnb.  d  per  seconde  te  ved  -, 
dit  sdiqnbaar  geringe  verschil  bdoopt  echter,  in  een  nar,  roim 
^0  cnb.  el,,  of  meer  dan  10,000  cnb.  Rhijnl.  voet.  ^ 
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GLV.    V  o  o  1  8  T  I  1. 
Door  S.  Dik  ,  Coinsi. 
Mem  vraagt  keiMêlfdê  ab  in  het  w>orgaande  voorstel,  in  de 
omderetelkag  dat  de  top  der  driehoeKige  opening  naar  beneden 
gekeerd  ie. 

Qmilost  door  S.  O»  p  Gnwaz.  en  J.  S.  Spiijbr. 

OpLoiaiHfi  van  S.  Dn ,  Goiinx. 
Nemen  wij  Hier  weder  de  hoogten  OH  =  A  en  0£  =  A' 
(Fig.  1Ö9)  van  de  bazis  en  Tan  den  top  der  drieboeLige  opening 
EF6  beneden  den  itandYaftigen  waterspiegel  AB,  gel^k  mede  die 
bazis  FG  =  a,  als  bekenden  aan,  Zg  wederom  MNmn  eene 
difirentiaal  der  opening  ^  en  stdlen  w^  nogmaals  OP  =  x, 
Op  =  s  +  2f#  en  HN  =:  y,  dan  bebben  wij,  even  als  in  de 
Tooqiaattde  oplossing , 

Q  =  ti/2g/l^siy}ls (1) 

Maar  na  volgt  nit  de  ereniedighad 

EH  :  FG  =  EP  :  HN, 
dit  h'—  k  :  a=z  h'—  X  :y 

of  .,  =  -4-^  (*'-*) 

is;  en  bierdoor  gaat  dan  (1)  over  in 

Door  integratie  «eriuijgen  vij  derhalve 
fsl  (A'—*)jr#  =*'ƒ«!  Hx^fsl  {f«=|  A'»l  —1*1  +C, 
of  van  *  ^  A  tot  ar  =  V 


^'rf  (*'  —  *)  Jf*  =  {  A'  (A't  -  Al)  -  I  (k'i  -  Ai)= 


K 

==AA'VA'-{AAVJH-|AVA=A(2A'VA'-6AAVA+3AVA)^ 
«aardoor  «^  volgena  (2)  bebbea 

n      2fl<|/^ .  8AVA~-6AAVA-h2A'VA' 

^=-15-  kr=-h •  •  •  ^'^ 

AfiHBBKiHftii.  1^.  Biengt  men  biec  da  sQelheid  van  oitvloei- 
jing,  in  bet  iwaartepont  Z  der  opening «  als  eena  middelbare  snel- 
beid  voor  de  gefaeele  opening  in  xelening»  dan  heell  men,  omdat 
nn  de  diepte  van  dit  zwaartepunt  beneden  den  waterspiegel  door 
0H+  iEH  =A  +  1(A'  —  A)  =  J  (A'4-2A)  aiigedrnlt wordt , 
Q'  =  J  a  (A'  -  h)  t^Og  (*'  +  2A).  ...  (4) 
W  3 
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Nemeo  wij  weder  i  =  1,  g  :t=.  9,812  en  stellen  wij ,  in  ellen 
0  =  1,  A=  lenA'==:4,  dan  Tinden  wij 

Q  =  9;2538  cob.  d,  (^  =  9,8972  cob.  el 

m  Q'  —  (?'  =  04434  cob.  el. 

De  fonnole  (4)  ijeeft  dns  ook  hier  te  Teel;  en  dit  Tenchil  be- 
draagt, TOOT  de  gestelde  getallenwaarden ,  roim  516  eob.  el  of  l^GOO 
eob*  Rbijnl.  foet  in  bet  nor* 

2^.  Zoo  men  de  waarden'  van  j^  >  in  dit  en  in  het  voorgaande 
toorstd  gevonden,  van  elkander  aftrekt,  komt  er  voor  het  venchil: 
atf|/^    A'VA^  — AVA  — 5AA^(^A^— |/A)_ 

Heeft  men  dns  in  den  verticalen  wand  van  OjBnig  vat,  waarin 
de  waterspiegel  bestendig  op  dezelfiie  hoogte  wordt  gebonden,  twee 
driehoekige  openingen  van  gelijke  aftnetingen  en  die  zich  methonne 
toppen  en  horizontaal  loopende  baziatoisehen  dezelfiie  horizontale 
Ignen  bevinden ,  maar  zoo,  dat  de  top  van  de  eene  naar  boven 
en  die  van  de  andere  naar  beneden  gekeerd  is^  dan  vindt  men 
door  de  laatste  formnie  hoeveel  meer  .water  er  in  een  gegeven  tgd 
door  de  eerste  dan  door  de  tweede  opening  zal  nitstroomen. 

Voor  1=1,^=  9,812,  A  3=  1,  A'  =  4  en  a  =  1, 
komt  er,  in  overeenstemming  met  de  voor  Q  berekende  waarden, 
D  =  2,1667  cnb.  eL 

CLVI.      Y00&«TKL. 

Door  L.  CoHm  Steiit. 

Mm  vraagt  f  sumdêr  bekulp  vam  diffmnfioÊitekming ,  de  ver 
gd^ittg  te  tinden  der  iegelvlaktey  die  het  punt  {a^p  a^,  0|) 
M  midde^mni  heeft,  en  deellipsotde  kiS^+k^y^  +  k^M*:=:\ 
cmhuH. 

OfoiLosT  door  L.  Cohir  Stoait,  J.  8«  S^iijbR|  6.  F.  W.  BAtoa 
en  W.  VAiv  HaxbsTi  Ja.  ,  .      ^ 

OrLossiHG  van  L.  Co»h  Stvait. 

Nemen  wij  bet  punt'  (ég ,  a^  ,  a^)  als  oorsprong  aan  van  een 
nienw  stelsel  coördinaten-assen ,  die  evenwijdig  met  de  onde  assen 
loopen)  stellen  wig  te  dien  einde  a  zn  s'  +  a^^  y  cz  y'  +  a^ 
en  Ji  =:  a'  -f-  a,  ,  zoo  gaat  de  gegeycne  vergclijkióg  der  elKp- 
soïdc  over  in 
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en  stellen  wi)  tervolgeuf 

a'  =  uCaê.0Coa^^,f/':^uSiK4  Cw, 4»  en  V  =  i»  A».  * , 
SM»  «erbquen  «ij,  toor  de  pohire  vergdqking  van  dit  4)ppenkky 

:+ A,  (hvWimH- O*  =32  1, 
igade  hiefbQ  dên  Jiet  pmt  (a^ ,  a^ ,  a,)'  de  pool  aanpnomeo. 

Aan  4eee  polaiie  tergelijknig  ian  men  onmiddell^k  den  Torm 
eener  vierlumttf ergelijking  in  u  gereh ,  co  zg  werdt  dan 

{A^  Ciif.«i><7ae.*iH-A,  &fi.**ftw.**+A,  «fi.»*}i»» 

+2{A,a|  CM-^Co».*+A,fl,  iS«fi.(pC4)».iH-A,a,  A».*}» 

+  {A^5  +  A,aH-A,aJ-l}  =  0. 
De.  Toerttralen  der  beide  panten,  iraar  de  eUipaoïde  gemeden 
wordt  door  ecne  r^  lijuj  uit  de  pool  getroUen  en  door  de  hoe- 
ken'  ^.  en  4  bepaald,  zgn  de  wortels  dezer  irierkantsverjielijkingf 
zal   dos  de  fenoemdei  rc^  lijn  de  ellipioïde  raken,  dan  moeten 
dez^  «orteb  ami  elkander  gelijk  zgn^  en  biertose  wordt  volgent  de  be- 
kende eigcDinpbap  der  TieikantsYeigelijkingen.geTorderd,  dat  men  bebbe 
(AiajÖw.* «».*+A,a,  Sm.<pCoê.*  +  A,«.  5ifi.*} >  = 
(Al  Coi^  ^  Cm.*  *  +  Al  Sin.*  4  Cob>  4^  +  A,  Sm.^  *) 

x{Ajal  +A,al  +A,aJ  — l}j 
deze  Tergelijking  ia   dos  niet  andera  dan  de  polaire  TeigelijL'ng 
der  omhalende  kegehlakte. 

Yennenigvnldigen  wij  de  beide  leden  met  «* ,  en  verfaDgen 
wq  .vertolgens.tf  C(^.^  Co8.;^f  u  Sin.  (p  Cos.  ♦  en  u  Sin.  ^ 
ic^eetieYelijk door  4?'=!:-- a^,  y'  =  y  —  o,  en «'  =  «  —  o, , 
dan  verkrijgen  wq  Toor  de  gevraagde  vergelijking,  ten  opzigtc 
van  der  onde  asaenf 

{Aifli(iP  — «i)  +  Aa«a(»-»a)+ Ma  C*  — ««)}*  = 
{A,(#-o,V+As(f-«a)*+A,(s-a,)0 

X{Ai«i5+A»ajH-A,a5~l}, 
of  na  «emge  beileidingen   . 

(A^ajiP  -+-  A,a,y  +  A,a,«  —  1)*  = 

5=(Ai#».+ Arf*  +  A,«*  —  1)  (Ai4i?  +  A^aJ  +A,oJ—  1). 

i^AiiitRKihci  uit  de  oplossing  van  J.  S.  Sriun.  De  gevondene 
rergel^king  van  het  omhullende  kegelvlak ,  kan  oog  nog  door 
eenvoudige  herleiding  gebragt  worden  tot  den  vorm 

A»(«-»,)*  +  At(y-a,)»+A.(*-«g)*  = 
=AiA,(«i«-aiy)'+A,A,(a,y-a,a)>+A,A,(«ia-.fl,ar)*. 

W  4 
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CLVII.     Y  o  o  E  8  1  X  L. 

Door  L.  CoH£ir  Stvart» 

EetiA  eUipsoïde  en  een  buüen  haar  gelegen  Uehiend  puni  ge» 

geven  x^nde,  vraagt  men:    P.   naar  de  afaeheiding  van  ket 

verUchte  en  onvetlichie  gedeelte  op  het  oppervlak  van  dit  Ugekaam; 

2^.  naar  de  intemiteit  der  verlichting  in  ieder  puni  van  dü  oppers 

vlak,  en  3^»  naar  de  hoeveelheid  licht  door  hetaelve  opgevangen, 

Opgilost  door  L.  Cohxn  Stüiet. 

OpL088t9o  van  L.  Gohu  SiviaT. 
I.   Nemeo  wij  een  regthoeLige  ooördtiiaten-8tel8el  aan,  zoodanig 
dat  de  Yergdijking  der  ellipsoïde  .zij 

A,*»  +  A,y»  +  A,«'  =  1;  ....  .(1) 
en  laten  a^ ,  a^  ,  a,  de  ooCrdinaten  Tan  het  gegeven  pont  zqn, 
dan  18  (Tolgena  het  voorgaande  Tooratel)  de  vergelgking  van  het 
k^ehlaky  dat  dit  pont  tot  middelpunt  heeft  en  de  etiipaoideoinholt, 

{kia^x  +  A,a,y  +  A,a,«  —  1)*  = 
=(Ai**  +  A,y«+A,»*-l)(A,aJ+MJ+A,aJ-l)  .  (2) 
üit  de  verbinding  van  de  vergelijkingen  (1)  en  (2)  tdgt  én- 
middellijk  ,  dat  de  aanrakingakromme  der  beide  oppervkkken ,  of 
wat  hetzelfde  ia ,  de  afaeheiding  van  het  verlichte  en  onverlichte 
gedeelte,  de  doorsnede  ia  der  ellipsoïde,  met  een  plat  vlak  waar* 
van  de  vergelijking  is 

A^ajijf  +  k^a^y  -f-  A,ö,*  =  1 (3) 

n.  Zy  u  de  lengte  der  lijn,  die  eenig  punt  {s,  y,  «)  van 
het  verlichte  deel  der  ellipsoïde  met  het  gegeven  punt  vereenigt, 
en  z§  ff  de  hoek  dien  deze  lijn  maakt  met  de  normaal  Tan  het 
punt  (jTi  y,  s),  zoo  is  de  licht-intensiteit  I,  in  het  genoemde 

p  Cos.  IA 
punt,  /=__^_^ 

waarin  p  een  standvastige  coëfficiënt  \$. 

SteUen  wi],  voor  de  lijn  £e  de  punten  {x^y^a^ealfli^a^^a^^ 
vereenigt,  dat  zij  met  de  assen  de  hoeken  «i ,  «^  en  a,  maakt; 
en  voor  de  normaal,  dat  hare  hoeken  roet  de  assen  0|,  ^^  en  ^9 
zgn ,  dan  is : 

Co..  .,  =  -^,    C<«.p,==^,^^^-_X___. 
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ca  Co$.tt=.Coi. «1  Coê.  fit  +  C0i.»t  Coa.  fit  +  ^' *«  Co$.fit ; 

iaat  «nlMtitalie  yeAxi^g/ea  «^  alsoo 

^       _A|(at~x)g4-A,(a,—y)yH-A,  (•,  —  *)»     ^ 
*^- "  -  •►^tAÏ*»  +  A  Jy»  +  A}«») 

of  door  middel  na  (1) 

z>-      _  Ai«i*  +  A,«ty  +  A,a,«  ~  1 

ea  hindoor  voedt 

T  —  .  A»gig  +  A,«i,y  +  A,a,«  —  1 
-  -  '     u*y(kW  +  AJy»  +  ^W)    ' 

of,  omdat  «  =  j/{(«,  —  »)»  +  (a,  —y)»  +{a,  — «)»)  ia, 
j      A,at*+A,o,y-hA,a,«  — 1 . 

l4(o,^)»-K«>-y)»+(o,.«)»)»xKA'!*«+Aly»+AS««) 

Menen  v^  op: 

1^.  dat  f  oor  de  panten,  wier  coördinafeD  aan-  de  vergd^king 
(S)  Toldoen,  de  vergelijking  (4)  naar  behooren  f  =  O  geeft; 

2^.  dat  Yoor  den  voet  der  normaal ,  oit  het  lichtende  pont  op 
bet  oppervlak  der  eUipsoïde  nedeigelaten ,  Coê,  f$  een  maximnm , 

■1      r        P  ^^*  I* 
m  een  mmmnm,  en  dos  /  =? r-^  een  mfl^nnny*  is; 

3^»  dat  zoo  men  ita  de  vergelijking  (4)  aan  /  loowel  alf  aanj 
0ene  ttandTastige  waarde  toekent ^  deze  vergelijking,  met  die  der 
eUipsdide  gecombineerd ,  de  vergeligkiogen  zal  leeren  kennen  van 
de  prqjeetiën  der  kromme  lijnen  van  gelijke  verlichting ,  of|  ing0- 
Tal  van  bet  pont  (au  a^,  a^)  warmteatialen  nitgaani  der  iaother- 
miache  Iqnen. 

in.  De  boeveelheid  licht ,  vallende  op  een  «wdanig  deel  van 
«en  vdUd^eorig  oppervlak ,  all  door  den  de  éffipaoïde  omhdlenden 
k^gel  wordt  ingealoten,  is  blijkbaar  gel^k  aan  die,  welke  door  de 
dlipedule  zelve  wordt  opgevangen.  Snijdt  men  derhalve  dezen  ke- 
fi  door  een  plat  vlak,  loodregt  op  deizelfe  aa  en  op  eene  lengte- 
eesheid  atttanda  van  den  top  verwijderd ,  zoo  komt  het  er  alechta 
op  aan  eene  nitdmkking  te  vinden  voor  de  hoeveelheid  licht,  op- 
getangen  door  de  ellips,  die  de  doorsnede  is  van  het  genoemde 
^rfatte  vlak  met  den  kegel. 

Ter  bepaling  van  de  assen  dezer  ellipS|  kan  men  den  kogel  be« 
sdioawen  «Is  asymptotisch  aan  eene  hyperboloïde,  en  verder  ge- 
bioik  maken  van  de  bekende  betrekking  tasschen  de  hooQassen 
en  de  coëfficiënten  der  middclpontsTcrgelijking  van  dit  oppervlak. 
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Nemen  wtj  tiamd^k  het  gege?i»  (mnC  (a, ,  m^,  «|)  eb  oor- 
sprang  van  een  tweede  coörditoaten-ttèM  aan^  trelkt  aiieo  even- 
wigdig  miet  die  Tan  Ket  eento  sleltel'zyB,  zoo  gaat,  na  behoorl^ke 
herleiduigy  Ai  rége^ihiig  (2)  der  cApkidlende  kegehlakte  otct  in: 
A|  (A,aJ  +  A.«J  —  !>*  —  2i,A,«.«,ysJ 
+  A,  (A,al  +  A>J  -  1)»*  -^  2AjA,a,a,«r[=  O, 
+  A,  (A^aJ  +  A,aJ  -  1)«»  -  2A,A^a,a»«,J 
waarfOor  w§  kartheidthalfe  stellen 

As»+Ay  =^-AV  +  2%«+2BVi+2riry=0j  .  .  (6) 
de  hypeAohMde  an,  waarraii  (5)  hol  uymptotisch  kegelflak  voor- 
Éldti  keft  lat  veigdgfcnig 

jbr*  +  i'yH-AV+2By«  +  2B'«  +  2BVy  =  H, 
waarin  H  eeoe  poshieTo  waarde  Leeft;  en  Terder  heeft  de  vergelqkiDg 
#•  -  *«  (A  -i-  A'  +  AO  )    .. 

— a(B»»  — AA'  +  B'>  — AA^  +  B«  — A'A'U=  O  .   .  (6) 
—  (AB* + A'B'*  +  AV»  —  AA'A"—  2BB'B')J 
drie  beslaanbare  wortels 

H  H  H 


•'  =  -j,a'=:^, 


8 


V 


waarin  -e*,  f^  en  f  ^  de  nerlianlen  Yan  de  halte  aaNOr  der  hy- 
perboloïde  Terbedden.  (Zie  LiaoTy  Anatffêe  appl.  è  la  Oéam, 
de$  iraiê  éUmenêümê  2e  ed.  j^  237). 

Wat  dé  teelens  Tan  de  wortels  der  tergelgkiog  (0)  beti^ft, 
kunnen  wq  twee  gerallen  onderscheiden ;  twee  Tan  die  wortds 
ê'  en  J'  tonnen  poddef  en  de  derde  s'"  negatief  t^é,  of  wel 
lonnen  er  (wee  a'  en  j'  negatief  aijni'  terwijl  de  derde  a'''  posi- 
tief is  I  maar  in  beide  getallen  snn 

de  goniometrische  fangenten  tan  de  helften  der  hoeken  begrepm 
tossdien  de  twee  beschriJTende  lianen,  Tolgens  wdke  hfet  asynp- 
totische  kègelvlak  gesneden  'wordt  door  elk  der  beide  platte  vfal- 
ken  I  die  door  eene.  bestaanbare  en  eene  onbestaanbare  as  Tan  de 
hyperbolöide  Lmmen  gebragt  worden.  Voorts  «yü  der*  geJEdhn- 
waarden  dezer  tangenten  juist  gel^k   aan  die  van 'de  hklte  asssn 

-'--«-'-"—I-i—'*- 

de  formtden  (7)  uit  de  wortels  der  vergelijklog  (6)  gevonden »  en 
kannen  alzoo  verder  als  gegeven  worden  aangemerkt»' 

Gaan  wig  thans  over  tot  bepaling  van  de  hoeveelheid  Ijchf,  door 
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d«se  ellipi  opgevangen  |  daartoe  de  poote  ^s  geligk  2a,  en  de 
Ueine  gdijk  2b  stellende. 

Zi)  ACB  (Fig.  110)  een  vierde  gedeelte  Tan  den  ooBfrekf  O 
het  middelpant,  OA  '=  b  de  halve  groete  en  OB  =  b  de  lialTe 
kleine  arj  1^  JvoeHa  Q  het  iiehtend  pii|it ,,  im  i»  OQiszï^  ter- 
vgl  deie  lijn  OQ  l(i9dr(%e  op  het  tiak  ;der  JBÜXtfê  ataaf»  iJb  iw» 
wiUekenri^  pnat  P^  waarvan; «  «tt  f  da  j6ï)e«ttiBa|te  iqli  tai.eprigle 
van  OA   en  ÓB  ala  asaen,  is  nn  de  iatentiléit  jêr.  verfidbüng 
iSlM».OPQ  ......       ,  .    ,  p    . 

P-^pmr">^^'*^^^'^l-  geschreven  kan  ^o^y^/|,^>,^i)t » 

omdat5m.0PQ=:52~enPQ==^^ 

ii»    Voor  de  hoeveelheid  licht,  die  door  de  difièrfi^tia^il  PP'^  Mjf 
wordt  opgevangen,  en  die  wig  door  2f*X  sollen  voontelleni  heeft 

men  aae    :  ö  a  —  —-75 — ; — ^-5 — ; rw 

en  bijgevolg,  xoo  men  kortheidahalve  ayil  —  ^1  z^'v  atdt, 
voor  de  hoeveelheid  lieht  door  de  geheele^ellipi  opgevangen^.. 

Door  hitegfrtitie.  vpndt  mien  nn '  vooreerst 

•^Ki+»'+**)»"(i+».»)ra+ï*+*')"*"*^*^** 


>^'+-':«+,.,K-Ei7MI)" 


en  hierdoor  wordt  dan 
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a*  —  6» 
Stdkn  wü  Terrotgeiu  y  =  i  Sm.  $  en  -— - — r-  =  «* , 

no.kont  er 

I  c         ^jir t*  Co».»  ^<^ 

«D  vsor  dea  tdkr  fcnniiw  wQ  dan  Khrqvai 
Ucnkwc  Tinden  «ig  alaoo 

^  -_      "      r**"        ^^         I 

«urin  e<l  it;  of  de  notatie  Tolgende,  in  de  theorie  der  dlipti- 
schë  taaeShi  aangenomen, 

Stellen  w§  na  nog  a  =  Jon^.  t  en  &  =  Cot.^,  dan  wordt 

en  aehrqTen  wij  deze  oitdrakling  in  den  Tomi 

dan  vinden   wij,  met  behglp  der  fiumale  (zie  YnHULsr,  TVwtlé 
Bhm.  de$  Fondiom  ElHpiiqite$,  §  66) 

+F'(o)F(c',*)^K'(o)F(o',d)-.F(c)E(c',«),, 
waarin  c'«  ==l  —  c»  =  i4^  =  S^  en  A{c',«)  =  «ii.f 

1  +  d*  Aflaat 

ia,  toor  de  hoeveelheid  licht  dom  de  ellipaoïde  opgevangen , 
X=4p{ijr+F'(c)F(c',*)  — E'(c)ïl(c',é)  — F(c)E(c',d)}. 

Ten  alotte  merken  w^  neg  op ,  dat  het  voorgaande  ona  onmid* 
dellqk  kidt  tot  de  foadratnvr  der  apheriache  ellips. 

Beichrijft  men  namel^k,  uit  het  middelpont  eener  k^geivlakte 
van  den  tweeden  graad,  bepaald  door  de  tangenten  o  en'(,  met 
eenen  straal  gdigk  aan  de  eehheid,  eenen  boI|  coo  wordt  door 
het  belformig  oppervlak  m,  binnen  een  der  bladen  van  den  k^el 
bcigrepeni  cene  hoeveelheid  licht  opgevangen  aitgedrukt  door  »p  =:  X. 
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Derlial?«  is  «  =  -i 

P 

of  foor  het  gefal  dat;  in  plaats  Tan  de  eenheidi  r  de  üiaal  des 

bols  is  •'=  f*  -: 

P 
en  door  sobslitatia  der  ? oor  X  gevondene  waarde  is  dan 

•'  =  4r«{i5r+F'(c)F(c',*)— E'(c)F(c',«)-F(c)E(o',«)}; 

Gaat  de  ellipsoide  Ofer  ineen  bol^  dan  is  a  =  fr,  e  =  |«'^-^, 
c=0,c'=l,F(c)===i»,E'(c)==iir,F(c;»)=/r9i.Ie8r.T«i^^ 
E{e',S)z=:SinJ,  en  dos  naar  beliooren 

ai'  =  2r'^(l  — AVi.fl)=2r*^(l  — (7of.f> 

Deie  mtkomst  stamt  TolLoinen  ofeieen  met  die,  vette  door 
GiTALiH  nit  geheel  andere  beschonwinfenisa%eleid«  (ZieLioimu.^ 
Jomnal  de9  UaAmn.  Tom.  VI,  p.  340  et  419). 
GLVni.    VooisTiL. 
Door  F.  A.  T.  DtinAT.* 

£0fie  gegeveme  Ufniêf  met  haar.  midden  m  den  iep  eener^ 
ien  eifielvormigen  kegels,  evenwjfdig  aan  hei  grondvlak  gepUuM. 
Lange  deae  Ifn  en  lange  den  omtrek  van  hei  grandvlakfhewoegi 
Miek  eene  beeehr^vende  l^n  Moodamg,  dai  hare  projeeUe^  op  kei 
vlak  door  de  ae  des  kegels  en  de  gegevene  %*»  bepaald^  dem 
laaMe  en  de  daarmede  evenw^dige  mdddell^  des  grondplake  mei 
eofforige  enelkeid,  en  in  geleken  iifd  geheel ,  doórloopi.  Men 
vraagi  den  inkaud  en  kei  MwaariepmU  ie  vinden  vanheiligehaaaê, 
begftnsd  door  kei  aldus  omslaande  gebogen  oppervlak^  kei  cirkeU^ 
vlak,  en  de  gegevene  regie  l^ 

OrasLosT  door  F.  A.  T.  Dilput  en  J.  S.  Smjia. 
Oplosbihg  van  F.  A.  T.  Dunit* 

Zi]  OABCD  (Fig.  111)  een  vierde  gedeelte  Tan  het.  bedoelde  lig- 
chaam ,  OD'de  helA  de^  gegevene  lijn ,  O  de  top  en  OA  de  as 
des  kegels  sqnde,  terwijl  ABGC  een  kwadruit  van  het  grondvlah 
veibeeldt,  waarin  de  stnal  AC  evenw^dig  met  OD  loopt,  dan  is 
het  nit  de  opgegevene  wet  van  beweging  gemailel^  in  te  xien^ 
dat  de  projecterende  vlakken  GIIQ  der  beschr^vende  l^nen  6Q 
allen  door  de  lijn  HN  tollen  gaan,  die  in  het  vlak  OAB,  uit 
het  sn^pnnt  M  der  verlengde  lijnen  OA  en  GD,  loodregt  op  het 
vlak  ODH  getrokken  is. 

Om  de  vergelijking  van  het  gebogen  vlak  DBGO  te  vinden » 
stellen  wij 

OA  =  «,  AB  =  AC  =  r  en  00  =  /] 
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Toorti  fieinai  wij  deo  oorsprong  der  coördinaten   in  O  f   èa  .OH , 
ODcn  OZ  ds  onderling  regfhoekige  asaen  aan,  alioo  de  coördina- 
Uii  fan  eenfg  pont  P  des  gebogen  tUls  stellende 
LI  =:  «I  LE  =  y  en  PL  =:  s. 

No  is  f  ooreert t. 

OM  :  AM  a  OD  :  AC 

of  Qmzm^a:^lir, 

waandt  de  waarde-  Tan  OH,   die   wi)  geooakshalfe  gelijl  b  lollea 

stdlen,  dadeKjk  gefonden  woidt^.aoodtft  wg  hebben 

al        , 
OM  =:  »  =  -— -• 
l  ^~^  r 

VoorCk  hébben  wQ 

EH3  AM  s^EL  :  AH 

of  fc  —  #ïfr  —  a=:jf:  AH^ 

ft  —  a 
waaroit  f olgt  AH  =  ,  _     y 

maar  ook  is 

GH  :  PL  =:  HQ  :  LQ  s::  HK  .«  U 
of  GH  :  s  :=  a  :  ar, 

en  hieruit  Tolgt  dan,  door  sobstitatie  der  voorgaande  waarde  Tan  GH, 

hetgeen  nn  de  Tergelijling  Tan  het  gebogen  vlak  is. 

Snbstitneren  w^  de  geTondene  waarde  van  seinde  bekende  fi>rmnle 
I  =  ƒ  (Jf«  ƒ  *fy), 
dan  tollen   w^ ,  om   Toor  I  den  inbond  Tan  hel  Tierde  gedeelte 
OABQ)  des  bedoelden  ligchaams  te  Tinden,  eerst  ƒ  s^y  moeten 


P  Terkregen  wordt  door  in  de  .i;ergelijking  Tan  het  gebogen  Tkk 
I  s=:  O  te  stellen;  terw^l  dan  Terder  ƒ  {is  f  xafy)  Tan  d?  =  O 

M  0  SI  a  moet  genomen  worden.    KortheidsbalTe  .         r=:p 

stellende,  hebben  w^  derhalTe  toot  dien  inhood 

no  is ,  volgens  eene  genoeguam  bekende  (ormale , 
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ƒ  3lyy{(i  -  *)'  r»  -  (4  -  •)»  y»}  = 

en  door  dan  djBie  integnal  Tan  y  =:  O  tot  y  :^  9  =  £ r 


hieidoor  wordt  I  =s  -z — 77 yTj      (b  —  s)  misi 

maar  na  if     ƒ  (i  -«  «)  «jTor  =  i  &p*  —  {  #S 
doi  y^(5  —  s)  iU  =  I  «*  (8*  —  ï«), 


en  aboo 


*  —  .   24  (i  -  «)     ' 


Uerin  dndélgkft=^        oTerhrengendc,  TViUggen  ir§  na  lierieidiiig 

I  =  A  «w  «  +  2r) 
of  41  =  J  irm  p  +  2f), 

hetgeen  daii  de  i^hood  vai|  liet  {{eheele  ligdnam  ia. 

Voor /==r  en  voor  IsO^komterreepectieTel^k  4I=|a.5rr' 
en  41  =s  j  a.  srr*  ,  hetgeen  de  bekende  inbonden  tan  de  kegd- 
fonnige  wig  tan  Wiuis,  en  fan  den  gewonen  kegel  njn. 

Indien  OD  ==  2AG  wat,  ton  ook  OH  =  2AM  =  2iO  eq^ 
nr=  2ABsqn;  voor  dit geral  heeft  men,  /^=2rof&=2aendaa 

I'  =  «a.  irr*j 
of  aoo  bovendien  a  =  r  ia 

1'  =  i  »r». 

Om  den  inbond  der  ligobamel^ke  0gnar  H&BCN  te  vindeni  be- 
hoeft men  in  de  Torige  bewerking  aleohti  de  grenten  der  tweede 
intqpatie  te  Teranderen»  soodat  men »  van  4?  =  a  tot  ar  rr  i, 
foor  dien  Inbond  beeft 

oliih» /*(^*)#af#=:i*(i»-a»)-i(*»-«*)=j(ft-<)*  (»+2«)  i»» 
„«  (i  —  <i)  (fe  +  2a)  _  iw»  ffl  —  2r) 
•  •"  24Ö  "■     24  {/  —  r)»    ' 

voor  /  =  2r  of  i  =  2a  wordt 

I',  =i<».  irr»,    .   . 
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ea  das  is  dan  V  :^  l\ , 

zoo  als  ook  lïgtel^k  ait  de  beschoawing  der   figoor  Tooruit    op  (e 

maken  was. 

Wat  bet  zwaartepont  ?an  het  geheele  ligchaam  betreft ,  meiken 
wg  op  dat  hetzelve  blikbaar  in  de  lign  OA  moet  gelegen  zgn , 
en  dat  wij  dos  alleen  desnlis  afitand  ii  van  het  pont  O ,  ét  irm 
het  Tlak  TQZ,  te  berekenen  hebben,  Hiertoe  hebben  wij  de 
algemeene  formnle 

~  SiissayY 
waarin  wq  de  integralen  slechts  over  het  beschoawde  vierde  ge- 
dedtfi  des  ligchaams  behoeven  nit  te  strekkeiii  omdat  het  zwaar- 
tqinnt  van  dit  vierde  gedeelte  blikbaar  even  ver » van  het  vkk 
TOZ  verw^derd  is  ^  als  dat  van  het  geheele  ligohaam.  Door  voor 
voor  %  hare  waaide  te  stellen^  en  de  greiuen  der  intqfralen  aan  te 
wigsen,  hebben  wig  alzoo 

of  door  de  reeds  Tioq;er  geTimdene  waarde,  der  iat^graal  ten  ( 
van  y»  te  eabititiiereii , 

/"(ft  — «)«»Jf« 


ƒ*    (6-s)jf* 

O 

daar  voorts 

ƒ»  (i  -.  ,)  -pt  jf:r  =  A  «•  (4A  —  3tf) 
o 

en  ' ƒ•(»  —  *)  x}Sx  =  j  a»  (3i  -  2a} 

O 

is ,  vinden  wig  dan 


g  {ih  —  3a) 
2  (36  —  2a)* 


of  omdat  h  =  ,.  ■    ■■■  is, 
I  —  r 


a(f  +  3f) 
-  2  {/  H-  2r)- 
Voor  /=:  r  en  Toor  1=0,  Tinden  wij  reipectieTelijV;  w  =  |  a 
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en  tt  =  |a,   hetgeen  de  bekende  uitkomsten  Toor  de  wig  Tan 
Wauis  en  Toor  den  gewonen  kegel  tgn» 

Voor  /  :=  2r  of  £  =  2a,  zon  men  heUben 

of  zoo  bovendien  a  znz  r  ware 

Om  den  afatand  van  bet  zwaartepont  des  ligcbaams  IfABGN 
tol  hot  vlak  TOZ  te  vinden,  zou  men  weder  b  de  voorgaande 
bewerking^  de  int^ralen  ten  opzigte  van  x ,  y«a  x  :^  a  tot  af  z:z  b 
DaM>eten  nemen..    Voor  dien  afstand  beeft  men  das 

/*(A  —  x)x^^x 


/.»- 


x)x}lx 
o»  dax  men  vindt 

/^(i  -«)«»jr,  =r  ^  (6  —  a)»  (i*  +  2ia  -h  3a»), 

en         y^(*-^  ')  «2f«  =  5'(*  -  «)*  (*  +  2«); 
.    -  i»  +  2Aa  +  3a» 

«oor  i  s^  .2a  beeft  men  bier 

«t^  =  Ij «, 

en  dos  is  in  diC  geVal 

A  —  w/  =  2a  —  I|  a  =  f  a  =  u', 
zoodat.  wanneer  OA.  ï=:  AM  is,  de  zwaarteponten  der  ligcbamen 
OABGU  en  MABGN  respectievel^k  op  gelijke  afstanden  liggen  van 
de  vlakken,  door  O  en  M  loodregi  op  de  Kja  OH  gebngt. 
CLIX.    Voorstel. 
Door  H.  VAK  Blinkbv. 
Men  vraagi  naar  de  pookergeï^hing  der  ketUngl^^  in  hei 
byaondere  geval,  dai  de  kranUestraal  van  den  top  gtvoter  is 
dan  de  afstand  van  den  tap  tot  aan  het  middelpwnt  vam  aan^^ 
Éreiiing.    Er  wordi  ondersteld,  dat  ket  aantrekkend  vermogen 
der  middelpmiêkracht  omgekeerd  evenredig  is  aan  ket  vierkant 
«o»  .disfli  afetamd ,  en  dat,  het'  tomo,  ketwelk  de  keitingUjn  vormt, 
geUjkslaekHg   en  tdkomen  buigbaar  is.,  én  eene  aeer  geringe , 
g^kmaHge  dikte  heeft. 

OtGiLosT  door  H.  var  BLJkKKzs  en  J.  S.  Spbijkv. 

Oplossiho  van  H.  var  Blarrbr. 
I.  Dbbl.  % 
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Wanneer  de  uiteinden  Tan  een  Tolmaakt  boigbaar  toaw  in  de 
ponten  A  en  B  (Fig;.  112)  zijn  Tastgemaalt,  dan  zal  blgkbiar^ 
bij  het  erenwigt ,  de  kromme  lijn ,  vdLe  door  het  tonw  gevormd 
wordt  f  gelegen  zijn  in  het  vlak ,  dat  door  het  middelpont  tan 
aantrekking  BI  en  door  de  vatte  ponten  A  en  B  gaat. 

Men  tr^Oy  in  dit  vlak,  nit  het  pont  H  eene  regte  Iqn  MT» 
en  neme  deze  lign,  benevenf  eene  daarop  getrokkene  loodlqn  OX, 
tot  assen  tan  onderling  regthoekige  coördinaten  aan.  Verder 
trekke  men  oit  H,  naar  eenig  pont  P  der  kettinglgn  APB,  deo 
Toerstrsal  HP,  en  oit  P  eene  loodlijn  PQ  op  OX;  vervolgens 
stelle  men  OQ  =  JT,  PQ  =  y,  MP  =  s,  koek  PMO  =  <p, 
boog  AP  =3  S|  en  noeme  kii  het  vermogen,  iraannede  de 
middelpantskracht  in  het  pont  P ,  in  de  r%ting  PH,  op  eene 
diffisrentiaal  van  den  boog  werkt. 

Ondergaat  no  de  vorm  der  kiomme  lijn  APB  eene  Ueine  vcr- 
anderingi  dan  heeft  men,  volgens  ket  heginod  der  virtvuk  sne^ 
Aedefi| 

SkU(}^Sin.^+lyCoe.^)  +  eM.z=iQ  .   .   .  (1) 

Daar  het  toaw  eene  bepaalde  lengte  heeft,  is  /|/(2f«^+2fy') 
tosschen  gegevene  grenzen  standvastig,  terwijl  ook  ie^sy{is*'\^ff*) 
als  standvastig  wordt  aangenomen;  men  behoort  daarom |  ip  een  on- 
bepaalde bctor  z^nd^,  bij  de  vergelijking  (1)  nog  te  voegen  den  ferm 

"ia  J  u 

en  de  tergeligkiog  (1)  «inrdt  liiefdoor 

-H  «i«.  =  0.   .•...'..   .  (2) 
Wegens  de  «onafhankelijkheid  van  is  en  iy ,  volgt  oit  deze 

vergelijking: 

ki.  Cc.  0  -  t^»^  ^  o\  '•^*^ 

Om  w  tosschen  deze  veigelijkingen  te  diminereBi  heeft 
door  eerst  nader  te  differentiëren , 
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en  noemt  men  den  kromtestraal  r,  dan  is,  daar^jr'  +^y'  =2fs' 
ab  standfastig  aangenomen  is» 

af*«  _  _  2[y        ?!?  —  ?[£ 
is  r     ^   i$  r  ' 

waardoor  de  fergelijkingen  (4)  worden 

I*  &«.  $— r  — .—  +  K7  -i  =  0,1 
2r»    Jfa  ïa  I 

en  ril  Co9.  $  —  r-^.- k7---=:0.  I 

is    iê  Ifê  J   . 

In  «nmeAing  n«ne»de  d.t  (g)V  0)*  =  I  «.  'mdt 
men  nit  de  Tei|gdijkiiigen  (5)  ligtdijk 

en  stelt  mep  den  hoek,  dien  de  raaklijn  met  de  as  der y  maakt, 

door  ff  Toor.  dan  Is  -r-  =:  Sin.  a  en  :~  =ii  Cos.  tt,  waardoor 

'  7lê  is 

de  fei]Belijkingen  (6)  worden 

«7  ==  r*  Sin.  (ff  —  4>),^ 

en  ï»  =  *afa  Cos  (ff  —  0)j j ^  ^ 

of  den  hoek,  dien  de  raaklijn  met  den  Toerstraal  maakt,  ^  noe- 
mende, 

K7  =  f*  ««.  *,         % 

en  ito  =,  kis  Cos.  i|r  =  *2fff  J  ••••••  U 

Hiermt  volgt  de  algemeene  diflferentiaalTergelijking 

'  i  {rk  Sin.  *)  =  ««.. (») 

Daar  il  «migekeerd  evenredig  is  aan  het  vierkant  van  den  af- 
stand,  kan  men,  *fM  eene  standvastige  grootheid  zijnde,  stellen 

h^Êf  —  i  door  «nbstitntie  van  deze  waarde,  |;Aat  de  vergelijlini; 

(9)  oTer  ia 

jr  Sin.  »\  _  iM 

X2 
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waaruit  men  dwt  mtegrering  ?indt 

1^  =  1  -i, (10) 

zqnde  de  waarde  der  hier  ingeToegde  atandvaatige  c,  wanneer  met 


a 


t 


'  Jr  =  P  o?ereenatemt  r  =  fiens  =  a,  c  =  — ^, — ^ 

De  kromteitraal  i«  in  hel  algemeen  r  =  —  —-7 — ^, — r- ; 

deze  waarde  in  (10)  overbrengende  ^  komt  er 
i  (s  Sin.  i|>)  _       €}Im 
M  Sin,  +  CS  —  a* 

}f  (s  iSft.  4.)  _^    .        i» 
*  Au.  +      ~    s   "^  c  —  *' 
en  integrerende 

Lag.  («  An.  +)  =  Log. 


c  «^  c 


of  >Sïii.  ^  =  ; 

c  —  « 

de  waarde  der  hier  ingevoerde  atandvaatige  c'  ia,  omdat  met  «l»  =  ^ 

overeenatemt  s  =  a,  c'  =:  (c  —  a)  Sin.  0^  diia  ia 

of,  Toor  c  de  reeda  opgegevene  waaide  inhrengei^de, 

Sin.  *  =  ,    _^   ^/'';'  ^ i    .    .   .  (11) 

(a  +  n  Sin.  fi)  b  —  a*  ^     ' 

Neemt  men  fi  =  OO^,  ak  wanneer  a  den  Toerstraal  en  n  den 

kromtealraal  fan  den  top  voorstelt,  dan  wordt  e  =  en 

ü  -f-  * 

^'••-  * = /  ^  r — iJ (»2) 

(a  +  w)  «  —  « 
en  brengt  men  deie  waarden  in  de  Tei||eUg]ung  (10)  ofer,  dan 
Tindt  men  Toor  den  Lromteatraal 

-  i^i  -  a  Sin.^  ^  •    •  ^^"^^ 

Door  de  Tcrgelijling  (12)  met  s  te  Termenig?aldigen|  en  ver* 
volgens  «  =  00  te  nemen,  vindt  men  voor  de  loodlijn,  welke 
nit  het  middclpiint  van  aantrekking  op  de  asymptoten  valt, 

/  =  — ?ÜL.    .    / (14) 
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Door  de  vergelijking  (12)  te  difl&renliëreD,    ^iodt  men  ligleUjk 
iM  on  iif 


Uz=. 


Coa.  4f  a  +  n' SiH.*  ^ 


€111 

en  «  =  — : —  CoL  +  =  I  Co#.  +,  .   .   .   .  (16) 

a  +  » 

wordende  door  deze  vergdgling  de  lengte  yan  den  boog  bepaald, 

van  den  top  der  kromme  af  gerekend* 

Daar  men  in  het  algemeen  heeft  Sin.  ^  =  .  .  ^  »yA>\* 
200  vindt  men  ligfelijk  nit  de  Yergelijkiog  (12) 

i<t>'=  —rr, — .'^^  ,,, — rn^ ' '  m 

«|/{((a  +  n)  «  —  o»)»  —  •»«*} 
en   door   verder  s  ea  is  tnuchea  de  Tetfelijkingea  (12)  en  (16) 
te  elimineien,  vindt  men 

''*=-.+Ts<..i, (") 

Wanneer  I  den  vlakken  iohood  voorstelt ,  begrepen  tuischen 
twee  Toeratralen  en  eenen  boog  der  kromme^  vindt  men ,  door  de 
vergelqking  (17)  met  i»^  te  vermenigvoldigen ,  en  voor  m  hare 
waaide  uit  (12)  te  rabstitueren 

*'-*•**-        2(tf  +  •)« SST* 

int^rerendci  vindt  men  doa 

ï  =  ^^^^{nCot:*+aBrep.Log.Ca$.i^),  .  (16) 

welke  vergelijking  den  inbond  aanwijst,  begrepen  tOMchen  den 
voerstraal  van  den  top  en  eenigen  voerstraal  MP* 

B^  het  integreren  der  vergelijking  (17)  heeft  men  drie  gevallen 
te  onderadieiden ,  namelgk:  a)fiena  =  f»ena  ^  n  (*). 
Eerste  geval;  o  )  »• 

Hen  vindt  in  dit  geval ,  door  het  integreren  der  vergelijking  (17), 

j/'(a«— ««)     '^    ^  n-^aSin.^  '    ^    ' 

zonder  dat  hier  eene  standvastige  bijgevo^  wordt,  vecdwignt  0 
voor  4i  =  90^1  en  bij  deie  vergelijking  is  dos  de  oorsprong  der 


{*)  Tot  dit  integreren,  kan  men  hier  onmiddeliyk  gebruik  maken 
vtn  het  voorbeeld  .  m  }  254  der  Diff,  en  Fnt.  Rek.  van  I»  R,  Scbmibt 
^handeld, 
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hoeken  ol  de  et  HT  loodeiiig  genonen^  dat  zij  door  den  top  der 
kettingen  gaatj 

Stelt  men  in  dé  Teigelijking  (19)  eent  4^  =  O  en  fervolgcns 
1^  =  180^y  en  noemt,  men  de  vaarden^  welke  <P  aladan  Terkrijgt, 
0'  en  0^  100  tindt  men  toot  de  hoeken ,  onder  welke  deaiymp- 
toten  de  ai  MY  doonnigden, 

Sobatitneert  men  in  de  tergelqking  (19)|  voor  Sin.  i^  en  Cag^  4^ 
de  waarden ,  die  sig  Tolgens  de  Tergd^king  (12)  hebben  p  dan 
vindt  men  voor  de  podreigelijking 
\ n       -,     -     «(«■H^H-K«-*)(«){«("+«)+fi*} 

Htï^)^*-^-- Sï ^-^^^^ 

Deae  podf eigdqkittg  komt  geheel  overeen  met  die ,  wdke  in 
de  Niêmoe  Wü*  m  Nahmrk.  Fêfk.  1  Deel  2»  Stok,  b1.  185, 
op  eene  geheel  andera  w^ze  is  veikregen;  behoevende  men  aldaar 
aleditf  te  atellen  il  =:  «p. 

Tweede  Getfol;  a  =  «. 

■en  vindt  in  dit  geval,  door  het  integreren  der  veifdijking  (17), 

<0=T-.v.(«*'--**)=k'jq:^.  .  .(22) 

waarb^  weder  geen  ftandvaatige  behoeft  gevoegd  te  worden,  zoo 
de  aa  MT  door  den  top  gaat. 

Snbititneert  men  hierin  de  waarde ,  die  Sin.  i^  nit  de.veige- 
lijking  (12)  voor  a  =:  fi  verkrijgt,  dan  vindt  men  voor  de  pool- 

veigelqking  0  =  ^^~T^ ^^ 

Toor  de  hoeken,  wdke  de  aaymptoten  met  de  aa  HT  maken, 
vindt  men  na 

^'  =  1  en  <^  =  —  1  > 

.,        ,        ^,       tèdP        .,             180» 
ol  in  graden      <^'  = en  0'  r= . 

Stdt  men  in  dit  geval,  in  de  vergdijking  (16),  voor  Cat.  ^ 
de  waarde  volgens  de  vergelijking  (12),  dan  vindt  men  voor  de 
Iciigte  van  den  boog 

e  =  |/(«>  —  m)  =  «0 (24) 

De  boog  CP  is  das  hier  gdijk  aan  den  cirkdboog,  die,  ait  H 
ah  middelpunt;  tasschen  het  punt  P  en  de  as  MY  wordt  getrokken. 
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D0rie  Omni;  •  <  fi. 
Hen  Tiadt  in  dit  g«Tal>  door  het  integreren  der  feifelijkiog  (IT)^ 

marin  vederoniy  toot  ^  =  WP^  0  =  0  woidt;  soodat  weder 
de  u  HT  door  den  top  gnt. 

Sdhttitiieert  men  hierin  toot  8im.^  de  waarde  Tolgena  de  ter' 
gelgliDf  (12),  dan  nndt  men  voor  de  in  het  foorstd  bedoelde 
poolfefgel^king 

<P=     ,*      ,    Boy  Ch..'^' -*•*•").  .  (26) 

Voor  de  ho^en ,  «dke  de  atymploten  met  de  m  HT  makn  y 


n 


Tioden  «g  na       <>'  =  -rr-^ nT^*^  ^'*'  2 


K«»-«») 


»'  =  -,^»«_a«)^^ 


.(J7) 


a 


Stelt  men  «  =5  00  en-  =:  O,  dan  woedt  de  f«rgdqkiDg(20) 


n 

a 


Coi.(^  =  -', (28) 

de  keltingl^n  ii  dns  bij  deze  onderatelling  eene  regte  lijn ,  wdke 
op  den  aftmd  a  fan  het  pont  H  is  getnAken*  •  De  vergd^kingea 
(27)  worden  alsdan  4^'  =:.  }«  en  4^'  =  —  |T|  terwgl  de  Teige- 
^kingen  (25),  (14),  (15)  en  (18)  overgaan  mCM.0  =  am.^^ 
I  :s:  üf  $  :::z  a  Tamg.  0 ,  en  I  =  |  os. 

AmnoKjncBv.  1^.  Wig  hebben  het  teeken  tan  den  kromte- 
straal altigd  loo  genomen ,  dat  de  bolle  njde  naar  den  oonpcoog 
g^eeid  was.  Neemt  men  den  kromtestraal  in  eenen  anderen  «ioi 
dan  weAt  de  middelpontskraeht  alstootend. 

Voor  eene  afstootende  middelpantsktacht,  waarvan  het  vemo- 
gen  omgekeerd  evenredig  is  aan  het  vieikant  van  den  afstand, 
vindt  men  dos,  door  in  de  veigelqking  (11)  n  ncgaHsCle  i 


Stn.  +  =   -^ =; — ^r-.   .    .    .  (29) 

Stelt  men  in  dese  vergelijking  a  =  f»  Si»,  fip  dan  wordt 
Sin.  ^  zz  Sin.  fi,  en  bij  gevolg  is  alsdan  de  kettingl^n  de  be- 
kende  Logariikmiscke  tpira^^  welke  voor  ^  =:  90^  in  eenen 
eiikel  oveigaat. 

2^.    Stelt  men  in  de  vergelijking  (12)  eerst  ;BS=a-^n  +  y, 
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en  neemt  men  Yenolgcns  a  =  oo;  -  =  0  en-   :=:   O,    dan 

vindt  men,  toot  de  gewone  kettinglijn, 

Sin.  +  =  -; (SO) 

iqnde  hier  de  oonpnmg  der   onderling   regthoelige  coördinaten, 
op  den.  alitand  «  béneden  den  top  genomen. 

S9,    Stelt  mdn  in  de  Tergd^ling  (13)  a  =r  oo    en  -  =    1 , 

n 

dan  vindt  men,  voor  de  gewcme  kettinglijn, 


Sin.*  +• 


(SI) 


4^.    Stelt  men  jn  de.  vergelijking  (16)a=rooen-=:0, 

II 

dia^  vindt  men ,  almede  voor  de  gewone  kettinglijn , 

«  =  n  ft>#.  +•    7  .    .   .    -   .   .  (»2) 
6^.    Wanneer  men  de  vergelijking  (19)  met  \a*  vermenigvul- 
digt^ dlUK  vindt  oüen  19  bet  algemeen  de»  inkood  van  den  cirkel- 
iector  S,  die  a  tot  ttraal  en  0  tot  middelpontskoek  heeft.   Is  na 

n 
o  100  git)ot ,  dat  -  verwaarloosd  kan  worden ,  dan  wordt 
a 

1  -h  Cm  ^ 
Ss=:ka»iVy.I<y,    ^  j.'     ^ïonlfep.Log.Cot.\  ^. 

Verder  wordt ,  voor  zolk  eene  groote  waarde  van  tf ,  volgens 
de  'vergdtjiing  (18),  / 

I  =  ^*  Cot:  ^  +  \m  Nep.  Log.  Cot.\  ^ 
CA  do»  I  —  S  =  ifi>  ^ol.  ip.. 

Voor  eene  oneindig  groote  waarde  van  a,  rindt  men  dua  bij 
de  gewone  kettinglijn ,  voor  den  inbond  t  der  vlakke  fignor ,  be- 
grepen toaschen  den  boog  CP  ^  de  raakltjn  aan  den  tdp  C,  en 
de  loodl^n  ait  P  op  die  fvaklijn  nedergelatcn , 

t  =  i  »»  CoU  ♦  =  i  iM*  .  .  •  .  .  (33) 
•  ^i  Sfoft  meti  in  de,  vergelijking  (19),  na  de  beide,  leden  met 
a  vermcnigvnldfgd  te  hebben,  o^  :=:  at;    en  neemt  men  vervol- 

gens  a  =  ooen-  t=:  O,  dan  wordt  voor  de  gewone  kettinglijn 

t  1  u-  Cos  it 

•  *  =i: n  Nep. log.  — ^: — --!.  =« ISTcp.  Log.  Cat.\^, 
t  •       ofli,  y 

waaruit  men  verder  vindt 

Cot.  J  +  =r  c"  en  Cot,  +  =  \    (c»  —  e      »•ƒ  , 
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iterw^l  uit  de  fUBclgkifig  (30)  volgt 

fl 

Door  déie  waarden  fan  Cot.  ^  aan  elkander  gelijk  te  ïtellen  ^ 
▼itidt  men  toor  de  vergelijking  dér  gewone  ketfitoglijn^  inj  legt- 
iMekige  (DOÖrdmaten ,  de  oortprong  op  den  afatand  f»  beneden  ded 

top  xijnde,  8^  =  i«le»+«^»} (54) 

7^.  Steli  men  in  de  vérgelgking  (21)  c  =  a*-fi-|-yen9 
m  beide  leden  met  a  vermenigirnldigd  te  hebbta,  «0  r=  «;  en 

neemt  men  fervolgent  a  =  QO,—  ==Oen^  =  0^  dan  veN 

a  a 

kri|gt  men  ook   nog  voor  de  ▼eigclqkèig  der  gewone  keltiogl^ni 

bij  rcgihoekige  coördinaten, 

xzzznJfep.  Log.  ^  "*"  ^^'  ~  **'^  .    .   .  (36) 

CLX.    VeöBBTiLi 
Door  J.  Baüoit  Gbijbbh. 
.    ^ jb  wi$gel^  a$$en  ie  tinden ,  om  welke  meH  een  gegeven 
Ügekamn  doour  de,  werking  der.awaariekracki  kan  laien  slingeren^ 
Moodanig ,  dtU  de  dingeringen  in  den  koHeimegel^ken  i^d  vol^ 
bfiagt  worden, 

OratLosT  door  G.  F.  W.  Bakbb  en  J.  S.  Sri imb^ 

,  OrumiBO  van,  G.  Fi  W.  Babbb. 
▲li  men  de  matsa  van  het  ligchaam  door  AI«  en  t^n  moment 
Tèo  traagheid  y  ten  ^zigte  van  e^nige  Itjn  door  h^t  z^MiiHepimt 
goUokkto,  door  Hi*  voorstelt^*  wcardfaa  4e  kleine  icbommeUngeq 
em  eenige  as,  die  evenw^dig  aan  de  genoemde  lijn  en  op  den 
ateabd  I  vad  het  xwéartepunt  verwijderd  fa,  in  denxeUden  t^ 
Ttdbragt  als  die  van  eeneu  eenvoiidigen  dinger,  waarvan  de  leegte 

i»  2  +  — •    Indien   dat  k   standvastig  is ,  dan  zal  voor  het  mi- 

ninom  deier  alingdrlijdén  /  z=:  i   nloeten   wezea^   omdat  vodr 

k* 
^ezé  waarde   van  /  de   uitdrukking  /  -| — r-   een   minimam   is. 

Het  volstrekte  minimam  heelt  dos   plaats ,  iddieti:  telnM  ibde 
kleinstmogelijke   waarée  heeft  j   en  dit   zal  h^t  geval  tijn,  indien 
Uk*  het  kleinste  i^-der  drie  momenten  van  traagheid  ten  opiigte 
f.  Dtat,  Y 
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Tan  de  hoofdaueo,  die  door  het  iwaartepnnt  kmmën  gef fokken 
worden.  En  verder  worden  dan  de  tlingcringen  in  denzclfilen  tijd 
volbragti  als  die  van  den  enlelvoadigen  dinger^  waarvan  2k  de 
lengte  is. 
.  Bepaalt  men  dos  de  rigltng  der  hoofilas,  gaande  door  het  zwaar- 
tepunt en  waarvoor  het  mofnent  van  traagheid  het  kleinste  is,  en 
construeert  men  een   gewoon  cirkelvormig   cilindervlak^  dat  deze 

hoofdas  tot  as  hcefl,  en  waarvan  k  =i  y-^p-f  dat  is  de  vier- 

M 

kantsworlel  van  de  verhouding  der  massa   op  dat  moment,    de 

straal  is^  dan  zollen  alle  beschrijvende  lijnen  van  dit  dlindervlak 

assen   zijni  om   welke  de   slingeringen   des  ligchaanis   in   gelijke 

tijdc^y  en  in  kortere  tij&n  dan  om  eenige  andere  u  volbragt 

worden. 

GLXf.     V  o  o  K  s  T  B  L. 

Dear  J.  Bador  Ghuobr* 

Gegeten  M^nde  de  korimoniak  en  verticaU  projediën  der  ge» 
meene  doorsnede  van  twee  ondeHing  regthoekige  vlakken  y  bene» 
tena  de  koriaonUde  en  verUcale  projectiën  van  één  punt  van 
het  eene  vlak^  begeert  men  de  kerttentale  en  verticah  doorgun^ 
gen  wm  ket  at^dere  vlak  te  vonêtmeren. 

Okilost  door  J.  Badon  Gu  i jben  ,  J.  S«  Spbijbb  ,  W.  vax  IIa abst,  Jb. 
en  W.  L.  IvAKGB. 

OptosMHo  van  J.  Bjinozr  Guiibbv. 

Z{jr€X  (Fi{7.  113  ól  114)  de  as  van  projectie^  i'B*  de  hori- 
iorttalè  en  A'B'  de  verticale  projeetie  van  de  gemeene  doorsnede 
der  hedoekTe  vlakken,  P'  de  hori&ntale  en  P'  de  verticale  pro- 
jectie taneen'pnnt  van  het  eene  vlak;  indien  wij  dan  vooreerst 
èé  pnnten  C'  tn  D'  conslraeren^  waar  de  lijn  (A'BS  A'fi*)  de 
vlakken  vm  prsjeoCie  ontmoet i  is  C'  een  pont  ven  de- horizontale 
doorgangen  en,])'  een  pnnt  van  de  verticale  doorgangen  der  be- 
doelde vlakken,  zoodat  wij ,  om  het  begeerde  vlak  te  vinden,  nog 
deohttf  Ua  pant  van  sijn  horiarmtsleti  of  verticalen  doorgang  be« 
hoeven  te  construeren.  Trekken  wg  door  de  punten  (I)',  D*)  en 
(P',  P*),  eene  lijn  (DT',  DT"),  dan  ligt  deze  lijn  in  het  eerste 
viak'$  want  niet  alleen  het  pont  (P',  V^,  maar  ook  het  punt 
(D%  D*)  ids  een  pont  der  gemrene  doorsneile  (A'B',  A'B*)  ligt 
in   dat   vlaL     Conslroeren    wij    dqs   h^  pont  £' ,  wmr  de  lijn 
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(D'P'y  D*?*)  het  horizontale  i\A  ontmoet,  dan  ia  dit  pont  £^ 
een  pont  van  den  horizontalen  doorgang  Tan  het  eerste  vlak; 
weahalve  de  dooigangen  M'MM'  ?an  dat  vlai  verkregen  worden^ 
foo  wi)  eerst  door  C'  en  E'  de  lijn  M'M^  en  verfolgena»  uit  het 
ontmoetinfjspant  M  van  deze  lijn  met  de  aa,  door  D'  de  lijn 
HM'  tfekLen* 

Kiezen  vij  no  in  de  gemeene  doorsnede  (A.'B',  A'B*)  een 
wiUeLearig  pont  (Q',  Q*),  en  trekken  vij  door  dat  pont  eene  lijn 
(Q'R%  Q'A')  loodregt  op  het  vlak  H'MM*,  waartoe  vrig  slechta 
de  prajectiën  Q'R'  en  Q'A.'  loodregt  op  de  doorgangen  IIKL'  en 
MH'  behoeven  te  trekken ,  dat^  ligt  deze  lijn  (Q'A',  Q'R')  in 
het  tweede  of  begeerde  vlak»  Constraeren  wq  dos  het  pont^. 
waar  de  lijn  (Q'A^Q'A*)  het  horizontale  of  verticale  vlak  <mtmoe^ 
dan  zal  dit  pont  een  pont  van  den  horizontalen  of  verticalen 
doorgang  van  het  begeenle  vlak  zijn^  Dit.  pont ,  benevena  ót 
ponten  G'  en  D'^  bepalen  dan  de  begeerde  doorgangen  volkomen» 

In  Fig.  113  hebben  wij  het  pont  F'  geonnstroerd  |  waar  de 
lijn  (Q'AS  Q^*)  het  horizontale  vlak  ontmoet;  iu  Fig.  114  daae- 
entegen  het  pont  G' ,  waar  die  lijn  het  verticale  vlak  snijdL  In 
Fig.  113  hebben  wij  dna  eerst  N'N  door  C'  en  F%  en  daarna 
NN'  door  B'  getrokken;  in  Fig.  114  hebben  wij  echter  eerst  NV 
door  D'  en  G',  en  daarna  NN'  door  C'  getrokken.  Deze  Iqnen 
NN'  en  NN'  zijn  nn  de  begeerde  dooi^ngen* 
GLXII.  YooRSYii* 
Door  J.  BiDoir  GHuekN^ 

Gegeven  a^nde  de  harizanialê  en  veritcah  prqjecHen  van  een 
pnni  y  hegeef%  men  de  hwrizontale  en  verticale  projectiën  fa  omi- 
stmeren  roft  eene  l^n ,  die  door  het  gegeven  puni  gaat  en  met 
de  beide  vlakken  van  projectie  gegevene  hoeken  maakt. 

OpOILOST  doarJ.  BADOüGBIJBKN^J.S^SPSIJKl^W.VARlIlliaTyJi. 
«tl  W.  L.  IVAHGV. 

OnossiKo  van  J.  Badoh  Ghijbbx. 
De  begeerde  projectiën  zouden  onmidilelijk  kannen  getrokken 
worden  I  indien  men  aanvankelijk  ^  door  een  willekeorig  pont  van 
de  as  van  projectie  i  eene  lijn  gebragt  had ,  die  met  de  l)eide  vlak* 
ken  van  projectie  de  gegevene  hoeken  maakte.  Wij  zullen  dus  be« 
ginnen ,  met  de  constructie  der  laatstgenoemde  lijn  aan  te  wijzen. 
Trekken  wi^,  uit  het  willekeurig  gekozen  pnnt  O  (Fig.  115)  van 
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de  at  tan  pmjeede  OX,  loodregt  op  die  a<,  ecne  lijn  OT  in  het 
iioritonffale  en  eene  lijn  OZ  in  het  Yerticale  vlak;  maken  wij  Ter- 
▼olgeoa  hoek  XOA  gelijk  aan  den  hoek  ^  dien  de  lijn  met  het  hori- 
nmtab  vlak,  koek  XOB  gelqk  aan  den  hoek,  dien  tij  met  heC 
▼erlicale  vlak  moet  maken.  Indien  wij  dan  den  hoek  ZOA  ^m  OZ » 
en  den  hoek  TOB  om  OT  laten  omwentelen ,  waardoor  de  lijnen 
*  OA  en  OB  gewone  kegeNlakken  betchriJTen ,  blijft  04  steeda  den 
gegeivn  hoek  met  het  horizontale  vlak ,  en  OB  steeda  den  gegeven 
hoek  met  het  verticale  vhdc  maken.  De  doorsnede  deeer  kegel- 
>v]akken  ,  die  beide  den  top  in  O  hebben ,  en  wier  aaten  OZ  en 
OT  in  O  regihoekig  op  elkander  ataan ,  ia  dan  eene  lijn  ,  die  ge- 
J^Liijdig  met  het  horizontale  en  verticale  vlak  de  gegevene 
hoeken  maakt. 

Om  de  genoemde  doorsnede  te  eonstmeren  nemen  wij  OA=OB» 
dan  zullen  deze  lijnen  in  hnnne  omwenteling  langs  elkander  vallen 
en  dos  de  bedoelde  gemeene  doorsnede  worden ,  indien  de  ponten 
A  en  B  op  elkander  vallen,  liet  punt  A  beschrijf  bij  de  omwen- 
teling om  OZ  eenen  cirkel ,  die  de  lijn  AA'  loodregt  op  OZ  tot 
verticale,  en  een  cirkel  A'C,  uit  O  met  OA'  =  A'A'  beschreven» 
tot  horizontale  projectie  heeft  ^  het  punt  B  beachrijtt  bg  de  om- 
wenteling om  OT  almede  eenen  cirkel,  die  BB'  loodregt  op  OT  tot 
horizontale  projectie  heeft  Het  snijpunt  H'  van  BB'  met  den 
cirkel  A'C,  is  dus  de  horizontale  projectie  van  het  pitnti  waar 
zoowel  A  als  B  gedurende  hunne  beweging  komen;  wordende  van 
dit  punt  de  verticale  projectie  M'  gevonden ,  door  uit  M'  de  l^n 
MW  loodregt  door  OX  te  trekken ,  tot  dat  zij  AA'  in  M'  ont- 
moet. Trekken  wq  dna  OH'  en  OM',  dan  zijn  dit  de  projee- 
tiën  van  de  doorsnede  der  beide  kegelvlakken,  en  bijgevo%  maakt 
de  lijn  (OH',  OM*)  de  gegevene  hoeken  met  de  vlakken  van  pro- 
jectie. 

Zij  nu  (P'9  P')  het  gegevene  punt,  dan  worden  de  projeetien 
Q'R'  en  Q'R'  der  gevraagde  lijn  onmiddellijk  gevonden,  als  men 
haar  respectivelgk  evenwqdig  met  OH'  en  OM'  door  de  punten 
P'  en  P*  trekt, 

Alzoo  de  lijn  BB'  den  cirkel  A'C  in  nog  een  tweede  punt  snijdt, 
zal  men  ook  nog  eene  tweede  liju  kunnen  vinden ,  die  aan  de 
vraag  voldoet ;  maar  deze  is  dan  slechts  bij  tegcnoversland  met  de 
andere  geplaatst. 
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Wi],bebbeii  bij  dece  oonstracde  ODdenteld,  dat 'de.bégeènie 
lijn  in  mik  eenen  stand  verlaflgd  werd,  dat  de  li^n,  die  alt  O, 
boven  het  horizontale  vkL  ^  met  haar  evenwijdig  loopt ,  vódr  hel 
Terticaie  vlak  kwam^  Be{;eerde  men,  dat  deze  Kjn  aekier  ,het 
Tertioale  vlak  kwim  te  lif^geui  dan  xon  mcui  zoo  ala  in  Fig.  116 
18  aangewezen,  hoek  XOB  even  als  keek  XOA  boven  de  as  uit- 
zetten, terwijl  overigens  de  constmclie  onveranderd  zou  blijven. 

Aanhebkikmu.  1^.  Mogt  do  lijn  BB'  den  cirkel  A'G  niet 
snijden ,  dan  zou  het  onmogelijk  zijn  cene  Iqn  te  trekken,  die  de 
gegevene  hoeken  met  de  prajectievlakken  maakte, 

2^.  Mogt  de  lijn  BB'  den  cirkel  k*Q  raken,  dan  zon  het  aan- 
gewezene dnUwle  antwoord  ia  een  enkel  overgaan.  In  dit  geval 
zon  bet  raakpunt  op  OT  vallen ,  en  de  begeerde  lijn  derhalve  in 
een  vlak  gelegen  zijn ,  dat  loodregt  op  de  as  van  projectie  stond , 
betgcen  slechts  mogelijk  is,  indien  de  som  der  gq[evene  boeken 
juist  een  regte  boek  mogt  zijn. 

3^.     Opdat  de    lijn   BB'  den  cirkel  AC  werkelijk  snijde,  moet 
men  hebben  OA'  >  OB'  en  das ,  omdat  OA  =  OB  is,  ook 
©A*     OB' 
OA  ^  OB  ' 
dat  is  Sin.  (OO^"  —  XOA)  >  Sin.  XOB-, 

en,  omdat  de  hoeken  XOA  en  XOB  scherp  geacht  wprden, 

9(y>  —  XOA  >  XOB, 
•f  XOA  +  XOB  <  90O. 

Zal  dos  het  voorstel  eene  eigenlijke  oplossing  toelaten,  zoo  moet 
de  som  der  gegevene  hoeken  kleiner  dan  een  legte  hoek  wezen*   ' 
CLX1H«    VooRSTi|. 
Door  H.  G.  WiTiAGi. 

Vii  koeveel  e^fère  sol  kei  prodnd  beeiaan  vrn^  de  eenie 
duizend  pronikgeiaUen ,  en  welke  muilen  de  vijf  eerste  cy/ers  vem 
dat  product  wijn  7  - 

QpotLosT  door  H,  6.  Witxios,  l^  S.  'S^UXf i|  !•  A.  STABKiit 
en  W.  L.  IviHoo.  * 

Opiossiho  mii.H.  G«  Wituoi. 

Daar  men  door  een  pronikgetal  het  product  verslaat,  van  een 
getal  met  een  ander,  dat  eene  eenheid  grooter  is,  zoo  zijn  de 
eente  duizend  pronikgetallen : 

1  X  2,  2  X  5,3x4,4x5, 989  x  1000^  1000 )<  lOOU 

ï  3 
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SCtDeii  vig  nu 

1X2X3X4X6  X..r...M  X  1000  =  P, 
«00  it 

2x8x4x5x0  X......tot  X  1001  =  lOOlP, 

vaaruit  tolgt,  dat  dan  lOOlP*  het  prudoct  van  de  eerste  daiseod 
prooikgetallen  zal  YoorsteUen. 

])it  piodoct  X  noemende,  hebben  wij  dos 
X  =  lOOlP* 
en  log.  X  =  2  Log.  P  +  L<^.  1001. 

Maar  omdat  P  het  product  der  nafnarlijle  getallen  van  1  lot  1000 
Toontelty  18  Log.  P  de  som  van  de  lu[jarilhmen  dier  natuarlijke 
gelallen;  en  voor  die  aom  hebben  wij  (lie  f^efz.  van  fFiêk^ 
Fooni.,  Dni,  l,  Yooistil  CXXVL) 

Log.?  =  25W,604645; 
dos  ia  2  Zro^.  P  =  5135,20929, 

voorU  ia  Log.  1001  ^       5,00043, 

dos  Log.Xz=:  5138,20972. 

Daar  na  0^0972  =  Log.  1,6207  is,  blijLt  hierait,  dat  J,, 
pt  het  bedoelde  product,  uit  5139  cijlêrs  beslaan  zal,  waarvan 
de  vijf  eerste  zullen  zijn  10207. 

AiNHfiRKiKa  uit  de  overige   oplosnngen.    De   waarde  L(^.  P 

==  2567,00404^ ,  wordt  ook  gevonden  bij  Licaoiz,  Traite 

ilémeniaire  de  Calcul  Diff.  ei  de  Calcul  Iniegral,  N^.  383 ;  zq 
kan  alniede  berekend  worden  volgens  eene  formule  ^  door  cillbt 
opgegeven  in  <le  Voorrede  tot  zijne  LogariihmenUiféU^  bladz.  45it 

CLXIV.      VOOBSTIL. 
Door  Jl.   G.   \YlTLAGE. 

M^elk  getai  heeft  de  eigenschap,  dat,  wanneer  men  b^  de$' 
selfs  Mesde  magt  de  eerüteid  ielt ,  deMe  eom  met  24  termenigpui* 
digt^  en  hij  dit  product  S(VJ  maal  de  som  van  de  vijfde  en 
tweede  magt  van  het  getal  opteU ,  er  evenveel  komi,  als  of  men 
het  getal  bij  deszelfs  vijfde  magt  had  opgeteld^  de»9  aom  met 
242  vermenigvuldigd,  en  hij  dit  product  1334  maal  de  derde 
magt  van  het  getal  opgeteld? 

Opgelost  door  W*  vaü  Haahst,  Ja.,  J.  S.  SpRiJia, 
J.  A.  Stamkart,  W.  C.  ViBsaroT,  H.  G.  Witlacb,  W.  L.  IvARan 
^  A>  A,  MoL&, 
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Ofhomn^  tim  W.  vak  Buim  y  Jr. 
Het  te  fioden  getal  s  noemende^  geeft  Uet  Traagstuk  aanleidii^ 
tot  de  yei^lijkirig 

24  («•  +  1)  +  867  (:»*'  +  a?*)  =  242  (i?«  +  s)+  1334*», 
iiraarfoor  meo,  na  dec]in(;  door  d?»  en  vecpIaaiUDg  der  termen, 
acbriJTen  kan 

24^»4-l)-.242(**+l)  +  8fl7^^  +  l)-M34==0. 

Stelt  men  na                jr  H —  =  y» 
dan  is  jp*  H j  =  y*  —  2 , 

waardoor  men  Terkrijgt 

24  (y»  —  3y)  -  242  {y«  ^  2)  +  867y  -  1334  =  O, 

of  wel    24y»  —  242y>  -h  79öy  —  850  =  0. 

Stelt  men  verder  y  =   ^z, 

dan  komt  er  *•  —  121««  +  4770*  —  6120  =  O, 

velke  vergelijking  drie  meetliare  wortels  «  =  30,  s  =  40  en  *  it=  51 

heeft  f  hicrait  volgen  alzoo  voor  y  de  drie  waarden 

y  =  2i,  y  =  34  en  y  =  4J. 

1  y±k^v* 4) 

Dew^i  verder  uit  ap  -f-  -  =ry  gevonden  wordt  s  r=  2 H — — / , 

heeft   men   eindelijk ,  door  'hierin   de   voor  y  gevondene  waarden 
over  te  brengen , 
s  =  2,:f  =  i,  ar  =  3,J7  =  i,dr=i4en#  =  i. 
CLXV.    V00R8TBL. 
Door  H.  G.  WiTLiei. 
WtSkt  waarden  kan  men  aan  x,  y  en  »  geven ,  opdai  de   «tf- 
drukking 

s{iyz  +  2)  +  2s{x^  1)  (y»  +  z^)  -  *»    (4y*   +   1) 
een  voOUmen  vierkani  worde? 

OpotLosT   door  J.   S.   Spbusi,   J.  Bissur,    W.    L.   Ivisch, 
H.  6.  WiTLiaa,  W.  C.  Vbbsipdt  en  A.  A.  Hou.. 
Oplossing  van  J*  S.  Spbijbi. 
De  opgegevcne  uitdrukking  wordf,  zoo  wij  haar  naar  de  magten 
van  9  rangschikken  I 

14 
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s«(2,«  +  3s»  —  4f«  —  1)—  2»(y»  +  «»  —  2yj  —  1) 
filwd  #»{2(y-s)»-  l}-ar{(y^«)»-l},.  .(A) 
watniit  blijkt  y  dat  de  waarde  dier  aitdmkling  wel  fan  het  ver- 
tchil  y  —  s,  maar  overigens  niet  van  de  bijzondere  waarden 
van  y  en  s  afhangt  Stellen  wij  derhalve  y  —  «  =:  p,  ea 
vervolgens  de  geheele  oitdrakling  (A)  gelijk  aan  q^s^^  dan  komt  er 

^1  (2;,»  -  1)  -  2»  (p»  -  l)  =  «»«» , 
loodat  wq  na  deeling  door  x  vinden 

iraanu   nu  p,  dos   ook  y    en  s,  alnnede   f,  naar   wdgevaUen 
kunnen  genomen  worden. 

Voor  g  =  1  ^  wordt  c  =  1  i  onafhankelyk  van  p.  De  iiiC«i 
drukking  (A)  gaat  dan  ook  voor  s  =  1  over  in  1 ,  hetgeen 
onafhankel^k  van  de  waarden  van  y  ep  j|  een  vi^^nt  ia^ 

Yoor  g  =  />!  wordt  s  zsz  Z9  wederom  onafbaokelijk  van  p. 
De  oildrokking  (A)  gaat  dan  ook  voor  dr  =z  2  over  in4(y  — .«)^y 
hetgeen  almede  onafhankeligk  fau  de  waarden  van  y  en  s  ee^ 
yic^ant  ia. 

Vdor  f  =  1  en  ^  =:.  1 ,  geeft  de  formmle  (B)  voor  9  iia\ 
onbepalden  vorm  S.  De  uitdrukking  (A)  gaat  dan  ook  voor 
y  —  s  :=  1  over  in  s^  ,  hetgeen  onafhankelijk  van  de  waarde 
van  s  een  vieiiant  is.  Om  dus  die  uitdrukking  lot  een  vie^ant 
te  maken ,  kan  men  s ,  y  en  s;  geheel  willekeurig  nemen ,  mits. 
slechts  zoodanig ,  dat  y  —  s;  =  1  zij. 

Neemt  men  y  —  s=/i  =  4en9  =  6^  dap  ^ordt  vol- 
gens (B)  s  ^  5  j  voor  deze  waarden  wordt  <}e  opgegevene  uit* 
^ukking  625. 

CLXVr.    V  o  o  1  8  T  1  i. 
Door  L.  ViBVRiN  I  Jz. 

XPette  meMjMMUge  reeks ,  bestaande  uü  drie  geheele  geiaUen^ 
heeft  de  eigenschap^  da$  de  som  der  eerste  en  derde  termen  102  u? 

Oroi^ost  deer  J.  S.  SraiiiB,  J.  Bas^aw,  W.  var  Haabit,  Ja., 
W.  L.  IvARGB,  A.  A.  Mqli,  J.  A.  STAUiBT,  W.  C.  Viisipir^ 
en  L.  VaiviM ,  Jz, 

Orioss.iiia  ra»  J.  S.  Spbijeb. 

Stellen   wij ,  dat   s   de  «eerste    term    der  reeks  zij ,  dan  is  de, 
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deide  102  —  s  en  dos  de  middekte  tam  ys  (102  —  s). 
Omdat  no  ai  de  termen  geheele  getallen  vyi ,  moei  Toor  s  een 
zoodanig  geheel  getal  gevonden  worden,  dat  de  uitdrukking 
y^  (102  —  9)  rationaal  lij.     Stellen  wij  te  dien  einde 

\/9  (102  —  *)  =  ^  a?, 
dwi  ia  ^  (102  —  *)  =  ^  a?S 

of  102  —  s=  f.**, 

102g> 

waamil  volgt  *  =  -z ^—r. 

/»*  -H  9* 

Daar  wij  mogen  aannemen ,  dat  p  en  q  onderling  oiideeHMar 
zijn,  zallen  ook  q*  en  p*  +  9^  onderling  ondeelbaar,  wezen; 
zal  dos  9  een  geheel  getal  zijn,  dan  moet  102  door /?*  -f-  q* 
knnnen  g^eeld  worden.  Onderzoeken  w^  alle  mogelijke  deelert 
van  102  y  dan  bKjkt  het  spoedig ,  dat  onder  dezen  alleen  de 
deelers  2 ,  17  en  34  aommen  tan  twee  kwadraten  z^n« 

Do  deeler  2,  als  wanneer  p  en  q  beide  gelijk  1  zijn,  geeft 
s  =  51 ,  waardoor  alle  drie  de  termen  der  reeks  61  worden , 
en  men  dos  geene  eigenlijke  reeka  verkrijgt. 

Yoor  den  deeler  17 ,  als  wanneer  p  en  g  de  waarden  1  en  4 
hebben ,  verkrijgt  men  dP  =:  0 ,  of  ir  =1  96,  en  men  vindt  dan 
voor  de  reeks  6,  24  en  96. 

Nemen  wij  den  deeler  34,  dan  hebben  jd  en  f  de  waarden 
3  en  5,  waardoor  men  vindt  o?  =  27  of  s  =  75,  zoodat  men 
dan  voor  de  reeks  verkrijg!  27,  45  en- 75. 

In  ^eheele  getallen  voldoen  dos  alleen  de  reeksen  6,  24  en 
06,  of  27,  45  en  75  aan  het  voorstel. 

CLXVU.     V  o  o  B  8  T  B  L. 
Door  A.  A.  Mo&L. 

Men  waagt  te  bewijsèn^  dat  elk  oneven  vierkani  getai  één 
meer  i's  dan  eenig  achitoud, 

Or«iLosT  door  W.  L.  Ivargh,  A.  A.    Moll,   J.   S.   SrnJia, 
}.  A.  Stauait,  W.  tah  Haaist,  Jb.  en  W.  C  VtBstmT.. 
^    Oplossiho  van  W.  L.  Ivargh. 

Daar  elk  oneven  vierkant  getal  ook  een  oneven  getal  tot  wortiel 
Y  5 
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beelt,  en  alle  onerene  fjefallen  in  den  yonn  2ii  «f-  1  begrepen 
ajn,  moet  men  bewijzen,  dat  (2n  +  1)*  eene  eenbeM  grooler 
dan  eenig  aohhroud^  of  met  andere  woorden,  dat  (2»  4-1)^—1 
door  8  deelbaar  ia;  stellende  n  eenig  geheel  getal  naar  welge- 
yalloi  Toor. 

Door  herleiding  heelt  men  onmiddellijk 

(2«  +  1)»  _  1  =  4  («»  +  »); 
maar  n*  H-  ^  is  een  geheel  pronikgetal,  en  al  deze  getallen  ign 
e?en;  derhalve   is  n*   -f*   n   door  2,  en  bijgevolg  4  (n*  +  n) 
door  4    X    2   of  door   8  deelbaar,  zoodat  hierdoor  het  gestelde 
bewezen  is. 

CLXVIII,  V  o  o  E  s  T  I  L. 
Door  G.  KosTia. 
Jhoee  Uef hebbers  tan  de  busêcMeter^  stelden  kunne  stukken 
in  k  en  B  y^  een  horizontaal  t>ldt,  op  eenen  afstand  van  30 
roeden ,  en  in  koers  noord-west  en  mUd*oost  van  elkander^  De 
eene  schoot  uit  h  onder  eene  elevatie  van  20^,  en  trof  in  het 
horizontale  vlak  een  punt  C ,  juist  oostwaarts  van  hem  gelegen. 
De  andere  schoot  uit  k ,  onder  eene  elevatie  van  30^ ,  dw^ 
uiet  gelijke  aanvangssnelheid  ^  en  trof  hetzelfde  punt  C.  Men 
vraagt  naar  de  worpsverheden  kC  en  BC ,  zoomede  naar  den 
koers  van  AC  (*) 

OrciLosT  door  G.  Koster  ,  J.  S.  SrsusE  en  W.  L.  Itahcv. 

OriossiEO  van  G*  Kostee, 
Laten  de  hoekpunten  des  driehoeks  ABC  (Fig.  117}  den  betrek- 
keiijken  stand  der  in  de  opgaat  genoemde  pnnten  A,  B  en  C  aan- 
wijzen, dan  is  AB  =  30  roeden  en  hoek  ABC  =  135^.    Daar 
voorts  oit    B  onder  eene  elevatie  van  20^ ,  en  uit  A  onder  eeoe 
elevatie    tan    30^    geschoten  is,  en  bij  gelijke  aanvankelijke  snel« 
heden  de  horizontale   worpsverheden  tot  elkander  staan   als    de 
ainosscn  der  dubbele  elevatiehoeken ,  zoo  is  ock  nog 
AC:  BC  =  Sin.  60°:  JSin.  40o. 
Nu  is  vooreerst  AC :  BC  =  Sin.  ABC:  Sin.  BAC» 
das        Sin.  60<':  Sin.  40o  =  Sin.  1350:  Sin.  BAC, 
waaruit  gevonden  wordt 

Sin.iO'^xSin.  135° 


Sin.  BAC  = 


Sin.  60° 


{*)    P.  STELLMaTVBBF  ^  Busschiêterij ,  1<P.  22  van  de  bealaitvoorstellen. 
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ea      V  Aoe*  BJlG  =  ai'^SO'a?^; 

maar  AD  efeawqdig  met  BC  getroUen  zijnde,  i$  koek  BAD  =  45^; 

en  dos 

hoek  BCA  =  hoek  DAG = koek  BAD  —  koek  BAC  =  lSo20'33% 

aoodat  de  koers   van    A   naar   G  raim    13^0'30*  bezaiden  liet 

oo0ten  18. 

Yoorto  is       Sin.  BG\  :  Sin.  BAC  =  AB :  BC 
ol  Sin.  13o20'33»:  Sin.  31o39'27'  =  30  :  BC, 

en  Sin.  BCA :  Sin.  ABC  =  AB:  AC 

of  Sin.  13o20'33':  Sin.  136o  =  30 :  AC, 

waaruit  gevonden  wordt 

„^  __  30  X  Sin.  81'>39'27'         „„,       , 

.  _        30  X  &*»».  135»        -,  „       . 
^*^  =   «.rT3o20'33--  =  ^^^  "^' 

CLXIX.    V  o  d  B  s  T  I  L, 
Door  J.  A.  Haksbit. 
Fan  een  fntpesium  gegeven  9^nde  de  beide  met   evenwydige 
Mijden   en   de  beide  diagonalen,    vraagt    mm  de  evenwijdige 
z^den  te  berekenen. 

Opoblost  door  A.  A.  Moll  ,  J.  Bassar  y  W.  tab  Haabst  ,  Jb.^ 
J.  A.  Uansbb,  W.  L.  Ivarob,  J.  S.  Spbijbb,  J.  A.  Stakbabt 
«I  W.  C  Vbbsbpbt, 

OrLossiRG  van  A.  A.  Moll, 
Laat  van  het  scheef  hoekige  trapezium  ABCD  (Fig«  118)  gegeven 
zgn ,  de  niet  evenwijdige  zijden  AD  :=  a ,  BC  =  i&  en  de 
diagonalen  AC  =  o,  BD  =:  d;  indien  wij  dan  do  onbekende 
evenwijdige  zijden  AI]  =  s  en  GD  =  y  stellen ,  hebben  wij , 
volgens  eene  beleende  formule : 
Ink,drük.k\X:z=z\y{x-^M^){S'k'b--c){s—b+c)  (—54-8+0) 

Imk.dnek.kSD=\  K(d?4Hi+d)(ir4-a— £0(j?--^flH-<0(— ^ 

=  i  ï/(— «♦— «♦~<l*-h2a*a?»+2d>*»+2aM»), 

/ipiA.*teA.ACD  =  Jï/(y+ii+c)(y+a— c)  {ff-^a^-c)  (— y+«+c) 
=:j|/(--yi-.a*— c*+2a*y»-h2o«y>-h2a*c»), 

AA.£W«A.BCD=i  |/(y-h!^+rf)(y+&-d){y~^rf)  (-y+HJ) 
=jj/(-.y*-.^*_rf*+2A»y«+2rf*y>+24>d*). 
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Maar  de  driehoeken  ABC  en  kVD  bebben  gelijken  inhoDiX  ^ 
omdat  z^  op  decelfde  bazia  tasseben  deselfde  evenwijdige  lijnen 
staan  j  en  de  driehoeken  LCD  en  BCD  verkeeren  in  betzelfcle 
geval  $  uit  de  bovenstaande  waarden  volgt  dos ,  dat  wij  hebben 

en 

dat  is 

{2  (6»  +  o>)  —  2(a*  -h  d*)}  *»=(&>—€«)*  — (a>  —  d*)* 

en 

{2(a*  +c>)-2(fc«  +rf«)}yt=(a»_c»)»— (6»— d»)*, 

waaruit  au  onmiddeHjk  vol^t 

^  -  ^>(^'    -  .«)«  ^  (g*  ~  rf«)» 
^  ^2  (6*  +  c«)  —  2  (a>  +  d*) 
(a»  _  c«)>  —  (6*  -.  d«)« 
^        »^2{»«  +  ê^)  —  2  (ó»  +  d») 
CLXX.    VooisTiL» 
Door  J.  A.  Hahshi. 
Men  wenscht   eenen  regthaekigen  driehoek  goodamg  Ie  be- 
pakn,  dat  niet  alleen  de  tijden ,  ffioar  ook  de  beide  lynen^  die 
de  scherpe  koeken  in  twee  gelijke  deelen  verdeelen ,  door  gekeek 
geiaüen  worden  uitgedrukt. 

Okklost  door  J.  Badoh  Gbubbr,  J.  S.  SpiuiR|  J.  Bissah, 
J.  A.  Haksuti  J.  A.  Stahkabt  ^  W.  L.  Ivihgb  en  A.  A.  Moll, 
OsLossiffo  van"  J*  Badoh  Gnuaui. 
Wij  zallen  beginnen  met  a#n  te  toonen,  dat  het  niet   mogdigk 
is  •  dat  de  beide  deellijnen  gelijktijdig   rationaal  sijn » indien   de 
zijden  des  driehoeks  door  rationale  getallen  uitgedrukt  worden. 

Laten  (Fig.  119)  AC  =  s  en  BC  =  y  de  regthocksii]deny 
AB=  s de hy pot henusa  vaneen  r^tlioekigen  driehoek  wezen ,  welks 
scherpe  hoeken  A  en  B  door  de  deellijnen  AD  :^  p  en  BB  =  f 
middendoorgedeeld  zijn  j  dan  volgt  uit  de  regthockige  driehoeken 
ACD  en  BCE  onmiddellijk 

f  =  cSTT  '"    '  =  ^M^' 
maar  omdat  Co$.  A  =  -  en  Cos,  B  =  >  is,  hebben  wij  volgens 
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eene  bekende  gODiometrlsche  formule, 

en  door  raiMlitatie  dezer  «aardeb  komt  er  dan 

P^'^rr^    en    5  =  yv/_-...    .(,) 


'X'  y 


2z  (s  —  y)        y      ^ 


.(2) 


Vermenigvuldigen  wij  de  beide  waarden  (2)  met  elkander,  dan 
Tinden  wij  pq  =  2z  y{z  —  o?)  («  —  y), 

maar  nu  \%  {%  —  ^)  («  —  y)  =  »>  ^  s  (ar  -h  y)  +  ay 
=  i  (**+  y^)  +  i  ^*  -*(*-+-  y)  :+-  ^ 

=  *  (*  +  y)*  —  «  (^  -+-  y)  +  *  «» 
=  i  (*  +  y  -  *)S 

en  dus    K*  —  *)  («  —  y)  —  (*  +  y  —  «)  fX^, 
waardoor  wij  ?erkrijgen 

pg  =  *  (^ '+  y  —  *)  k^ (3) 

Uit  deze  Teqg;eHjking  blijkt  dan,  dal,  zoo  de  zijden  des  driehoek s 
rationaal  zijn ,  het  product  jfq  niet  rationaal  zijn  kan ,  en  dna  ook 
niet  gelijktijdig  elk  der  factoren  p  en  q  van  dit  pnxloet. 

Zoo  wij   oit  de  vergelijkingen  (1)  de  waarde  van  i  afzonderen, 

vinden  wij      s  =  --4- en    «:=  — ^^-2 — . 

^  2x*—p^  '~2y»  — g«' 

waaruit  verder  volgt 

s  _  2s«  -  p»       y_V-i* 

*  -  "Ti *"    i ^ï ' 

nenen  wij  nu  de  som  van  de  vierkanten  der  beide  laatate  Tcrgelij- 
kingen,  dan  komt  er 

t  _  (2^^  -  P')\   :  (2y»  -  g^y 
P*  "^  ,* 

of  p*9*  =  (2^»  -  p^yqk  +  (2y«  -  9«)«p*3 

deze  vergelijking  gaat  door  ontwikkeling  over  in 

4**9»  +  4y»/>»  —  4jf*p»9*  _  4y«^«/)»  +p*^*  =  O, 
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en  100  inj  dan  aan  weerszijden  8s*y*p*q^  optellen,  wordt  hetToor* 
ate  lid  een  volkomen  vierkant ,  zoodat  wij  hebben 

of  2*«g»  +  2yV*  —P^q*  =  2sypq  i^  .   .   .  (4). 

Uit  deze  verofelijking  blijkt  dan  verder,  dat  Spf  ^  p  en  q  niet 
allen  door  rationale  getallen  kunnen  uitgedrukt  worden ,  en  dat 
dus  zelfs »  indien  men  sieebts  voor  de  regthoekszijden  rationale 
getallen  b^ert  en  de  hypothenusa  irrationaal  wil  laten  blijven,  de 
betdis  deellijnen  niet  gelijktijdig  ralionaal  kunnen  wezen. 

Stellen  wij  voor  de  zijden  des  driehoeks  de  bekende  vormen 
d?  =  m*  —  n*  ,    y  ui  2fnn    en    js  =  m*  +  n*,.  .(5) 
dan  wordt  volgens  (1) 

m»  —  «•       .    ^  ,.  2jwfi      ^ ,    , 

P  = K«*  +  »•)  en  j  ==— — ^/2(m>  +  is«)j 

wil  men  nu  jd  rationaal  malen,  dan  kan  men  stellen  m  =  2rK 
en  fi  =  r*  —  a*.  Zck)  wordt  b.  ▼.  voor  r  =  2ena=i  1, 
•1=4  en  II  ^  3;  dus  voI|jens  (5)  s  =  7,  y  =  24, 
jB  =  25,  en  verder  volgens  (1)  p  =  ^;^  en  9  =  ^  |/2, 
door  deze  waarden  met  4  te  vermenigvuldigen,  heeft  men 
AC  =  28,  nC  =  96,  AB  =  100,  AD  =36enBE  =  ^<>|/^, 
zijnde  dns^  behalve  de  zijden  des  driehoeks,  ook  de  deellijn  AD 
een  geheel  rationaal  getal. 

'Wil  men  q  rationaal  maken,  dan  kan  men  stellen iii  =  l*— 2 
ea  n  =•  t^  —  it  +  2.  Zoo  heeft  men  b.v.  yoor  l  =:  4, 
m  =  14  en  »=  2;  dus  volgens  (5)  s  =  192,  y  =  56, 
s  =  200 ,  en  verder  volgens  (1)  p  =  ^^^  ^  en  9  =  70; 
men  heeft  dan 

AC  =  192,  BC  =  56,  AB=:200,AD  =  «^f  ^/^enBE  =  70, 
welke  waarden,  met  omwisseling  der  regthoekszijden ,  juist  het 
dubbel  van  de  voorgaanden  zijn. 

Neemt  men  I  =  5,  zoo  wordt  m  =  23,  «  :=  7,  «=:480, 
y  ==  822,  s  =  578,  p  =  *^*  ^/2  en  9  =  «g*  j  deze 
iraarden  met  15  vermenigvuldigende  en  door  2  deelende,  Tindt  men 
AC=36(i0,BC=i=2415,AB  =  4335,AI)=£KiMk^enBE=:2737, 
zoodat  nu  de  zijden  des  driehoeks^,  benevens  de  deellijn  BB  door 
geheele  getallen  uitgedrukt  worden. 
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CLXILL    VooASTiu 

Door  h  Bassav. 

Men  begeert  de  opstaande  aijden  een»  driehoeka  ie  berekenen , 

wanneer  f  behalve  de  bamiê  van  dien  driehoek  y  bekend  aijn:  de 

inhouden  der  deelen  waarin  hij  verdeeld  wordt  door  de  lijn,  diê 

den  tophoek  middendoordeelt. 

Omilost  door  W.  L.  Ivaügh  ,  J.  S.  Speijbii  ,  W.  var  Haaist,  h^ 
W.  G.  ViBsipoT,  J.  Cassah,  A.  A.  Mou  en  J.  A.  SrAiK^t?. 
OpLOssiKft  van  W.  L,  Ivarod. 
Zij  ABC  (Fig«  120}  de  bedoelde  driehoek,  waarin  de  topboek 
AQ)  door  de  lijn  CT>  is  middendoorgedeeld.  Laat  dan  gegeven 
lijn  Inh.  Drieh.  ACD  =r  o,  Inh.  Drieh.  BCI)  =  *,  AB  =  c, 
en  stellen  wij  AC  =:  s,  BG  ==  y  en  hoek  ACB  =  (^^  zoo 
hebben  wij(,  volgens  bekende  formuten, 

\xy  Sin.  0  =  Inh,  Drieh.  ABC  =  a  +  6 

en  c*  =  ar*  +  y*  —  2iry  t7(W.  0, 

.       t  o.     ^         2(a  -h  6)  ) 

*y       j (1) 

»  ^*-'  *  = 2^ ') 

nemen  wij  nn  de  som  van  de  vierkanten  dezer  waarden,  dan  komt  er 
_  4  (g  +  by        {x^  +  y«  -  o')> 
~        iP«y>  4^«y« 

dat  is   4««y»  =  16  (a  +  by  +  («*  +  y>  —  c*)*, 
of  na  ontwikkeling 

jp»^2^«y»-|-y%-2c»(s«+y»K-ie(a+6)«+c»=0.  .  (2) 
Daar   de   driehoeken    ACI)  en  BCD  eenen   {gelijken   hoek    \^ 
hebben,  slaan  hunne  inbonden  tot  elkander  als  de  producten  van 
de  lijden  om  dien  gelijken  hoekj  alzoo  is 

a  :  fr  =  AG  X  CD  :  BC  X  CD  =  AC  :  BC  =  jT  :  y, 

waaruit  volgt  y  =r  -  ip;    .    .    ,    .    ^   .    .    .    ,  (8) 

brengen   wij   nn  deze  waarde   voor  y  in  (2)  over,  zoo  verkrijgen 
wij ,  na  vermenigvuldiging  met  a* , 

a»s*.2aH*irH**a?*.2c>(ö»s»+a*A*i^*)+lfla*(a-|.t)>-H»*c»=0, 
•d.i.(o>— 6>)«**— 2a*c*(ii»+6>)iF>^ieii*(4H^)«+a»c*=0, 
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Uit  de  laatoie  Tcrgelijking  wonlt  nu  op  de  gewone  wijte  gefoadnt 

•*= (««  -  bi)* * 

dot  M 

s=-^^i/  {(a»+6»)c«±2ï/'[a«6»c*-4(a+6)»(a«-i»)«]}  ,1 

en  Tolgen»  (3)  J^..(4) 

y=-A_j/((o»+i*)c»±2j/[a»6»c*.4(a+6)»(a»-ft»)»]), 

De  beide  luUte  waarden  kan  jnen  herleiden  tot 
lfl(a  +  t)*-f-c» 


>•(«) 


(o»4-i»)c»  T2|/{o»6»c»— 4(a  +  6)»(a»— 6»)»}  ' 

"  ie(a4-ft)*-f  c* 

'""  '^(a*+i»)c»  T2j/{a»6»c*— 4(a+6)»(a«— 6»)»}' 

door  deielve  in  de  eeryte  der  vei^elijkingen  (1)  orer  te  brengen, 
findt  men  dan  nog 

2(0+^)  (««+t*)c*=F2|^{a'6»cM(«H-ft)«(a«.6*)«)^^^ 
**^—     a»    ^  16(a  +  6pT^  7~^  ' 

Slelt  men  b  ^  a,  dan  nndt  men  door  (S)  en  (6)t  de  onder- 
ite  teekent  gebmilende, 

»  =  y  =  i  y(Oia*  +  c*) 

Êoo  ak  Yoor  dit  geval  ook  onmiddellijk  zou  gevonden  wordeti. 

Blijkens  de  vierkantsvergelijltng ,  waaruit  de  waarden  \an  s*  ge- 
Tonden'zijn,  hebben  die  beide  waarden  eene  posifievc  aom  en  eed 
poaitief  product.  Zijn.  dps  die  waarden  bestaanbaar ^  dan  rijn  t^ 
ook  zekor  positief.  Tot  de  bestaanbaarheid  des  voorstels  wordt 
dus  alleen  gevorderd  ,  dat  |/{a*A*c*  —  4  (c  +  b)*  (a*  —  t»)*} 

bestaanbaar  rij ,  en  hiertoe  moet  men  in  het  algemeen  hebben 
.     a>6*c*  >  4  (a  +  fr)*  (a«  —  b*)*  ^ 
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sldknile  dat  a  ^  i  is,  volgt  hteniit 

4i6c*  >  2  (a  +  *)  (a»  —  b*) 

en  c  >  K -^ ^i 

of  wel  c  >  (a  +  4)  k^^  ^"^  7"  ^l 

ig  im  foorwaarde  TerTnld ,  dan  blijkt  ait  de  dabbele  waarden , 
Yoor  s  &Ï  ff  gevonden,  dat  er  in  het  idgemisen  twee  driehoeken  z^n^ 

die  aan  het  voontd  beantwoorden.  Ia  eehter  e  s;  (g  4^  t)  ^^      T 

Sneven,  dan  wordt  de  wortelgrootheid ,  dte  in  de  waarde  van  s^ 

voorkomt,  nnl;  aladan  is  er  slechts  ééa  driehoek  die  aan  het  ge^ 

vraagde  voldoet ,  en  voor  dezen  is  dan 

ae  |/(a*  +  5»)  bc  y^a^  +  i^) 

a*  —  i&*  ^  o*  —  A* 

AisnaKiNo  roi»  J.  S.  Srausi.    De  beschoawing  der  meetkon* 

stige  plaatsen  geeft  een  geschikt  middel  aan  de  hand^  om  den 

dridioek  oit  de  gegevens  te  oonstraeren.    Immers  a  en  i  gegeven 

aognde,  zal  men  gemakkelijk  op  AB  (Fig.  121)  en  haar  verlengde 

de  ponten  D  en  D'  zoodanig   k'nonen  bepalen,  dat  AD   :  BD 

:=  AD'  :  BD'  =  a  :  b  zij.    Omdat  nu  de  opstaande  zqden  des 

driehóeks  in  dezell^e  verhouding   tot  elkander  moeten  staan,  zoo 

is  de  omtrek  van  den  cirkel,  op  DIK  als  raiddellijn  beschreven | 

eene  meetkmistige  plaats,  waarop  de  top  van  den  driehoek  moet 

leggen*    Trekken  wij    verder  loodr^t  op  AB  eene  lijn  AB',  van 

2a 
zoodanige  lengte  dat  AB  =  r^  zij ,  dah  il  eene  lijn  EF,  door  B 

evenwijdig  met  AB  getrokken ,  de  meetknnstige  plaats  Iran  de  top- 
pen aller  driehoeken,  die  op  AD  staan  en  den  inhond  a  hebben. 
De  sn^ponten  G  en  C'  van  de  lijn  EF  met  den  cirkel,  bepalen 
dan  de  beide  driehoeken,  die  aan  het  voorstel  beantwoorden. 
Indien  EF  den  cirkel  raakt ,  is  er  slechts  één  driehoek;  en  dit 

zal  piaaU  hebben  wanneer  c  =z  [a  +  b)  l^        'T —  «»*    ^^^ 

e  eene  kleinere  waarde,  dan  sni)dt  of  raakt  de  lijn  EF  den  tirkel 
niet,  en  de  gevraagde  driehoek  is  onbestaanbaar. 

Is  .a  =  b,  dan  gaat  de  cirkel  over  in  eene  loodlqti,  nit  Ket 

I.  Diiu  Z 
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midden  Tan  ABi  op  AB  opgerigt;  en  de  top  wordt  dan  bepaald  j 
door  de  mïjduig  dexer  loodl^n  met  de  lijn  EF.  Deze  migding 
moet  blijkbaar  yoor  elke  waarde  van  a  plaaU  hebben  p  en  zal 
altijd  alechta  één  pont  als  den  top  dea  drieboeks  kannen  aanwgzen. 
f  CLXXIL    YooaaTBu 

Door  J.  BiasiK. 

Men  begeert  eenen  driehoek  te  berekenen  en  U  construeren  ^ 
indien,  behalre  den  tophoek,  gegeven  zijn:  de  inhouden  der  beide 
vierkanten  f  die  in  den  driehoek  Moodanig  kunnen  beechreven 
uf  orden ,  d<a  eene  M^de  van  elk  vief  kant  lange  eene  opetaanda 
M^de  dee  driehoeke  vab. 

Opoilost  door  W.  tan  Haihst,  Ja.^  W.  L.  Itaügr  ,  J.  S.  Spiiii1| 
W.  C.  VsasBprT ,  J.  Bassin  ,  en  i.  A.  Mou. 

Oplossing  van  W.  tan  HaarsT|  Ja. 

Laat  hoek  XCY  =:  «  (Fig.  122)  de  gegeven  tophoek  zijn;  zg 
a*  de  gegeven  inbond  van  bet  in  den  gevraagden  driebeek  be* 
sdirevene  vierkant  welks  zijde  langs  CX,  (*  die  van  bet  vierkant 
welks  z^de  langs  CT  moet  vallen.  Stel  dan  nit  C  eene  loodl^n 
CM  rs  a  op  GX,  en  mede  nit  C  eeoe  loodlijn  CN  =  fr  op  CT; 
trek  uit  H  eene  lijn  evenwijdig  met  CX,  en  CT  in  D  snijdende» 
neetti  *  daarop  DE  z=  CM  £=  a;  trek  evenzoo  nit  N  eene  Iqn 
evenwijdig  met  GT ,  en  CX  in  F  mijdende ,  neem  daarop  F6 
zt:  GN  =:  6;  trek  eindel^k  door  de  ponten  6  en  E  eene  Iqn 
AB|  CX  in  A  en  CT  in  B  ontmoetende^  dan  zal  ABC  de  be* 
geerde  driebeek  z^n.  Want  DD'  en  EE'  loodregt  op  CX,  zoo« 
nMde  FF'  en  G6'  loodregt  op  CT  getrokken  bebbende,  zijn  bl^b 
baar  D'DEE'  en  F'FGG'  de  gegevene  vierkanten ,  op  de  vooi]ge- 
stelde  wijze  besebreven  in  den  driehoek  ^LBC,  die  den  gegeven 
tophoek  heeft* 

Stellen  wij  AC  z=:  ar  en  BC  =  y,  dan  hebben  wij^  nit  de 
gel^kvonnige  driehoeken  ABC  en  EBD^ 

ir  :  y  =:  DE  ;  DB  =  a. :  y  —  GD; 

of.  omdat  uit  den  driehoek  CDD'  volgt  GD  :=:  ^.    ^^^,  =  — ^ . 

Dit  de  gelijkvormige  driehoeken  ABC  en  AGF,  volgt  evenzoo 
«  :  y  =  AF  :  FG  =r  ar  —  CF  :  fr, 
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of,  omdat  CF  S= 


en  folgeiit  de  tweede  it 

ftg  Sin,  m 

den  vaaidtti  aan  elkander  gdgkstellende  ^  yerii-ggcn  wi^  de  Ter- 

«    J**°«        (^  _  a)  A'n.  k  ""  »  «1^  «  —  6' 
iraaroit  na  onmiddellijk  gevonden  vordt 

ub  Coê,*  a  ab  Cat.  a  Cd.  a 

(a  —  *  Sin,  £j  Sin.  d  a  ^^  b  Sin.  n  ' 

en  dese  waigrde  van  jrln  eene  der  leeda  foor  y  geYondene  uit* 
dmkkingen  overbrengende ,  komt  er 

ab  Coê^  a  ob  Cbm.  tt  Co^  tt 

(ft  —  a  Sin.  ei)  Sin^  n  ft  —  a  Sin.  m  * 

De  beide  opitaande  zijden  dea  drieboeb  hierdoor  bekend  tror* 
dende,  kan  men  de  baxia  en  de  boeken  aan  de  bazb  door  de 
gewone  regela  der  driehoekameting  berekenen. 

AiimtKUoiir  van  J.  Badoh  Goijniri  1^.  U  tt  =^  WP^  taor 
der  dat  a  =  ft  ia;  dan  komt  er  ar  =:  O  en  y  =:  0.  Plaatat 
men  doa  in  eenen  reglen  hoek  XCT  (Fig,  123)  twee  ferichillende 
vierkanten  CE  en  CG,  waarvan  het  eene  met  de  njde  GE'  langa 
CX  en  het  andere  met  de  z^de  C6'  langa  CT  valt,  aoo  aal  de 
Ign  door  E  en  6  getrokken  door  het  pont  G  gaan,  en  doa  geenen 
driehoek  Tan  den  hoek  XCY  aftnijden. 

V.  U  é  z=z  WP  en  a  :=:  ft,  dan  komt  erar  =  geny=:Si 
naatat  men  doa  in  eenen  reglen  hoek  XCT  (Fig.  124}  twee  gélqke 
Tieiiantcn  CE^  waarvan  het  eene  met  de  cqde  CE'  langa  GX^  het 
andere  net  de  djde  CG'  langa  CY  valt,  loo  tal  eene  willekenrige 
Ign  door  E  getrokken,  van  den  hoek  XGT  den  bq{eetden  driehoek 
ABC  a&n^en. 

3^  Ia  a  =  ft ,  zonder  dat  «  =  80®  is,  dan  komt  er 
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^^^{l—SiM)Sinur{l'^StM)JSinM''    Sin.»    ^^Smjf 

zoodat  in  dit  geval  de  driehoek  gelgkbeeDig;  ia»   Stelt  men  nu  nog 

a  =:  90^1  dan  heeft  de  deeliog  van  teller  en  noemer,   door 

1  —  Sin.  «,  de  toorgaande  onbepaaldheid  doen  vefdiv^nen  en 

men  vindt  s  =  y  =s  2a  >  znedat  men  dan ,  onder  de  onbepaalde 

driehoelEen  van  Ftg.  124 1   joiat  dieo  vindt ,  waarbij  AC  eo  BC 

gdgk  aan  de  dabbele  zqde  det  vierkante  tijn» 

4^.    Zollen  de  vierkanten  in  den  bedoelden  zin  in  den  dridioek 

beachreven  kannen  irorden,  zoadat  elk  vierkant  akchts  ééne  zijde 

langa  eene  zijde  vian  den  driehoek  heeft »   dan  moet  niet  aUecn  m 

aeherp  gegeven  zyi  ^  maar  bovendien  moeten  ook  de  hoeken  A  en 

B  (Fig.  122)  des  drtehoeka  acberp  wezen.    Stellen  wij  dat  a  >  i 

is,  dan  ia  (a  *—  &)  (1  +  Sm.  «)  poaitjef;  hierciit  volgt 

a  +  a  Sin.  a  ^  b  +  b  Sin.  n, 

dos  a  — •  A  Sim.  a  y  b  —  a  Sin.  a, 

üib  Co9.  a  Coi.  »      ah  Cos.  ti  Cai.  n 

a  —  6  Sin.  a    ^    &  «^  a  Sin.  a   * 

of  a?  <  yi 

waarait  blijkt  dat  de  hoek   ABC  over  de  zgde  AC  =r  i^  zeker 

scherp  isi,    2al   no  ook   de  hoek'BAC  scherp  zqn,  dan  moet  de 

loodl^,  nit  B  op  Cï  neéifelaten,  haar  voefpant  tosschen  A  enC 

hebboi,  dat  isj  men  moet  hebben 

a?  >  y  Caa.  n; 

hierin  de  waarden  van  a?  en  y  overbrengende,  komt  er 

1  .  Coê.  dt  * 

a  —  b  Sin.  n^  b  -^  a  Sin.  n^ 

.^     ,  ,    .  >  1  +  Sin.  a  Cat.  a  , 

wtMrmt  volgt        ü  <  -5?^ ,    ^"    ■    -  b^ 

Stn.  n  +  Cos.  n 

Om  dos  een  eigenlijk  antwoord  op  de  Traag  te  bekomen ,  moe* 

ten  de  fj^vens  voldoen  aan  de  voorwaarde^  dat^  zoo  a  >  i(  is, 

.  l  +  Sin.  a  Cos.  «  .    „ 

tevtna  a  <  *— ■    ■    ' b  zftk 

^     Sin.n  +  Coê.  «         ^      , 

CLXXIIL    VooAattft. 

Door  J»  BASSAVk 

In  een  driehoek  ABC  (Fig.  125)  is  een  cirkel  beeekrwm^en 

mê  Met  midtUfum  H  van  dêam  syn  lifnm  HA»  ME  e«  JIG 
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lef»0»B'«fiF  m^i¥^.  Zoo  fm  «fe  «fiOiUii'AD;  U  M  CF 
dof  looti^pHüêWÊ^o  'IjflMfl  gêgévot^  'y^f  M|gft0Ofif  woi^  ifaii  cMéAodb 
te  faftthMiK  '"  ' 

Omuon  énm  l.  Bims.,  J.  8.  8m»ni|  W,  I*  Ivarw, 
A«  A.  Hou  m  J,  A.  Stahkait,  .    .    -> 

OvioMüm  Mm.1.  BfttMB.  .     -  ' 

Zq  pipven  AD*:=  o,  BS  s  A,  CF  xs  o^inrtelfcn  vr^-dénr 
iliMl  det  drtels  gdqk  s,  A«ei  B&M  s  koek  CkUL  zs:  0  m 
hoek  kJOH  =  hoek  Cm  =  4i,dMn  is  hoek  AGII{  :=?  A^ft  BQAI 
;=:  OQo  -*  (^  4^  i|i).  Trekkea  idj  on  de  stalen  MG,  HU  en 
MI  naar  de  laakponten ,  dan  volgti  uit  de  driehoeLen  AMi  of  AMH » 

Sin.0=^^,du$  eoi.(pz^v/[l'^Sin.*0iz=:K^^^;^'''\ 

«t  de  drielMMken  BHI  of  BUG ,  if  e? cottNK 

Sm.izt)^^A^Co0.ji=iy^^ 

en  Qit  de  dridioeleB  CM6  of  CHB  hebben  wl^ 

|>e  haMe  «èfgd^iog  ontKfUtlflnd»',  veAiij^  ^      ..■<'' 

■  at  +  o 
«D  hierio  de  bovemtunde  «aarden  der  ainaiieD  ea  ootiaofki' 
van  ^  en  i(i  omlutafBaèeL,  lomt  ier        ' 

l42<w  +  o«>(2t# -f- t»)  #» £_ ^ 

(#  -t-  o)  (m-i^  b)         "*  («  +  «)  (•  +  ^)  ~  f  ^  o* 
awdat  «^  d<)n  vfider  door  a^lervolgende  herleidingen  B^Mn: 
(«+c)K2«f+a»)(2i*+i*)—#*(*-f-«)=*C»  + «)(»+*!. 

(#+«)»/^+a»)<2A»+i»)=»(»+«)(*+*)+**  (-?+«)» 
(• +»)K2«»4- a»)  (2i* + i») :?:  2«»  +  (•  +  i -f  c)  #»  4- 05*  » 

(^+i>)ï(2a«+«»)(a*#+ft»)={2#*+(a+6+«)«»+«*»)  *, 

—  iébe{a  +  b  +  e)»*-~2abe{ab  +  ae+he)m-^aM*9*':s:iO,t 

Uit  den  leadanaglavergdQking,  wordt  nn  «  gefooden,  aoodr» 

•',  6  en  e  in  getallen  gegeven  zijn,   waarna  men  voor  de  li^co^ 
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AG  SS  ASH^CH  sqc  Ir"^.^  «.«)  >f^><(2to<-4-c:c*); 
to  BC  SS  BG-f^  Or  «?&  I^Sftir  <>f\i*)  4*:^^^  4-  «*V 

AAmBUcnta.    De  gevoDckne  feademigtimgdigkiiig  hm  nieti 
dn  Mms  podfiem  imtel  lieUtei^,- «b  i§  Bedt  dMa-oofc-aker* 
Il  •  SS  (  £=  0,  dm  hd)lMB  w^. : 

4**  +  12m<  4-  9«r«  ^6d9««-^ t2s*«*  •-  «oV — •*  =  O 
«r  («--«}(4**  -h  lAnr*  H*  2fe*v«  -4~19«*jr*  +7a  V4-«*)±=0 ; 
doi  k  dn  «  ±3  «i  iB  2=;1G  ss  BC  =:  ZaWSp  «q  de  4ro« 
haA  iê  in>Wt»a*r    '  *  ■•    <  f  '■  ■^''  -- 

CLXXIV.    V  o  (►:  t  tf  T  I  &, 
Door  J^  BAtuir. 

|7d  MH^  pmni  P  (Eig.  126)  i»f»  de  M$de  AB  «m#  ngvAMOr 
Hgm  v^ioehABCDE,  s^n  Ivm  l^n^^gi^hkm  nam  do  beide 
opvofgonde  hoekpmUeti  C  om  3»  Indien  mudem  l^/nemig^fetpom 
ggn,  iogoert  monrde  syVfe  de$  vyf  hoeks  ie  bierekeiÊOH. 

OpsKLosf  dóór  L  Badoh  ÜBVBts',  J.  BauaRi  :J«.~SH'SpiaisBy 

W,  TAV  HAiBtTi  Jm,9  W.  L,  ItAMtttf  eH  J.  iu  ;S«A4[lUftTk  ^ 

Oplossira  Vim  J,  Bador  GHUinr. 
SteOm  vij  PD  =  a,  PG  ==  VBQs  GD izf  ^,  *oeir BPC S  (f 
en  zij  geaiaktbdTe  86^  ;=:  «^  iiidiea  «^  dhp  dea  di^fopaal  C£ 
trekken,  ie  hpek  PCE  z=z  0,  koek  £CD  =  «  en  dos  koek  PCD 
=  ^  +  4.  y(K)rteit*<)aPfiC==Ss,tei^ijl3i^=rl80^~2«, 
en^of  iSa»»  P]^C  =  Au.  2flp  i«. 

Uit  den  driehoek  PBC  volgt  Yoor^rst         ^  ,   i 

BC  :  PC  =  Sin.  BPC. :  &n,  PBC. . 
of     7-^  .    f  «i  =  Sin.  ^:;«Fii.  2«;    .  .7  ;    .  (1) 

en  oit  den  drieboek  PC6  v^lgt  verder 

.        PD»  =  PC»  4-  CDI—  2PC  X  CD  Cof.  PCd/     , 
of     .    ■      a»  sr.6*  +  jr*  —24»  Co».  {0 +'»).    •   ..  .1(2) 
^deren  wi|  nit  (^)  dé  .waarde  van  s._  af^  'namèliylL 

"  '    V.    *  '  *  Sin,Ó    '  '      ■         '   ^'!  ■,.. 

••'-■    ""  -  r'^'jririi 

en  brengen  wy  die  Vaarde  iir(2yoTer^rdan~  tornt  êf  lÉk  oenlge^ 
lierleidiog  .,     , 

4  (a«  --r  6»)  «♦!;«  tf  &a.»  »    ^    ,   t 

•    ftF- •■  •> 

=  &'ii.*0  — 4  5ii».«Co».a&'n.^(7o».(^  +  «)  •  •  (^> 
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Om  uit  dei^  veiKeligUiig  de  «aarde  nu  ^  tëitiDdea^».  ontwiL- 
kden  wq  CSm.  (^  4^  a)^  Uerdoor  |^t  haar  tweede  fid  osêt  in*^ 
(1  +  4  «n.»  «  O». «)  Sin.^  (^  —  4  Sifh^Co$^  §  Sm.!^fip^  (p', 
maar  omdat  w^  hebben  :  .^ 

ia     l+4iSwi.««(7af.«=:l+A(10-.2|/Q(l+^^6)=l+4>/5 

dua  1  +  4  A'n.*  «  Co«.  a  =  4  CoêJ  a; 

hiefdoor  gaat  dan  het  tweede  lid  der  Yeiigel^kiiig  (4)  over  in 

4  £7oa.>  «  Sin.^  0  <—  4  Sin.  «  C7oa.*  «  &«.  4)  Cof.  0^  \ 
modat  die  Yergelijking  zehe,  na  deeling  door  2  CoêJ^  a,  wordt 

Na  ia  2iSNi.*(^  =  l  — (7aa.20en2.8Sii«0<7M.^=  Afi^a^; 
hierdoor  lerandert  onie  vergelijking  m 

*^'^^'^^^l^'^'^  =  Co$.a^Coi.2(pCai.»^ak^i<PSkKtH 

dat  ia     -i ^^ =  Coa.4  — ft|.(a>^«)» 

en  hiennt  volgt  dan 

Caf,(2(^  — «)  =  Ciw.« > j(- ,  .   .  (6) 

waardoor  nn  daddqk  de  hoek  0  kan  berekend  worden  |  weidende 
dan  verder  de  waarde  van  #  door  de  ▼ergel^king'(S)  .bekend.'  ' 

SobetiUieert  men  in  (6)  voor  Coê»  u  en  Sin.  a  hmme  waarden 
i  (1  +  yS)  en  i  1410  —  iyS),  top  verkrijgt  mcQ'  mwhwH 

leiding        Ci».{20-3eo)  =  j(6-~J(6~K5)}T.   .,  ,.(ö). 

Ia  a  =:  ft,  dan  komt  er  volgens  (6)  Co§^  (20 '—  •)  =s  CW. «^ 
doa  20  —  A:=aen0=:a:=  36^;  in  dit  geval  ligt  het 
pont  P|  in  het  hoekpnnt  A  van  den  vijfhoek;  terw^l  dan  d^  v|pr* 
gdiikiog  (3)  geeft  s  =  i  a  (-  1  +  K6). 

Doof  het'  pont  P  over  de  igde  AB  te  verplaattaen/kan  0'van 

36»  tot  72P  veranderen ;  dua  20  —  860  van  36o  M  1089^  ^ 

.  <7ot.  (20  —  36^  van  i  (1  +  ^5)  (ot  i  (1  —  ^6).  Ómeeno 

beaCaanbare  o|dottiiig  te  verbogen  ^  moet  dos  de  waarde  (6)  tonchen 

de  laalalgenoemde  gaencen  valkn,  dat  it  w§  meeten  hebben 
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dcK  joonandm  kannen  w^  achtervoIgeDS  herleiden  tot 

o>i  en  a(^ib(l  +  y5)i 

foUpen  it  gege?ene  lijpea  a   en  £  aan   dj^e  voprwaarfen  njei^ 

dan  laat  he%  naagstok  geene  eigenlijke  oplossing  toe. 

CLXXV.    Voorn  s  t  b  i. 

Boor  J.  DistAir. 


9e  ttUegrofll  I»  nimhm  aan    '  .^ — ^  . 


Omiloss  door  J.  Babsiji^  W.  L.  Ivaiqhi  JL  S,  Smuui  ^ 
W.  C  Vmmr; 

Oplosiiio  tan  J,  B^ssas. 
De    te    vinden    inl^raa)  y   noemende,   hfijbben   wi^,   omda^ 

3f.  iVi^.  Log.  X  m iêp 


—  e      ** 

Stolka  w^  no         m  =.  Sin.  ^  |/^ , 

4rt  b  (n»  I..  B.  ScniBt,  ÏHff.  m  Int,  Rek^  §  244> 
f  =  pg  ^V.  lag.  Tang.  i  0  +  C. 

tbuótm^ïMn.0=^'=iisi/2ea  4at  Ciw-iftszJ  |/(4— 2»») 
it,  li«l>ben  «§,  vdfeof  eena  bekende  goaioinetri«che  fbnniile, 

__  2  ~  »/(4  —  2»«)  __  ^^^r^i42--»i> 
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ep  hieidoor  ▼inden  wg  dan  ten  laatste 

r  =  P2  *''•  ^- ^    '    ''  ^  ^ 

CUPLVI,    YoomaTiu 
Door  J.  BiatAir. 

A9  ffUegfwd  U  vinden  tan  iKp  l/{timg.  0  +  Sec.  ^)i ' 
Okblost  door  W,  €•  Vkrsbpdt^    J.  BiBSiii,   W.  L.  lYnrcHg 
Yf.  nu  HiABfit,  Je.  «ft  J.  S,  Spbubb, 

Oplossiiio  van  W.  C.  Ybbs&put. 
In  de  d^niometrie  urordt  bewezen  dat    Tang.  ^   4-   Sec,   (P 
=  Ikng.  (45<>  +  i  ^)  is.    Stellen  wij  nu 

Jbiig- (45°  +  i  c>)  =  **, 
dan  ïi  45  +  i  ^  =  jBoo^  Ton^.  d?*, 

^raaniit  door  ffferentiatie  volgt 

^  Kierdoor  wordt  dan 

S}l(py{Tang.0  +  &o.<P)^:^^. 
Door  de  helende  leerwijze  Yoor  het  verdeelen   van'gebrolens, 

Tinden  wij  ^  ^  ^^  ^  ^,^  *K2  +  1      -rV-t- f»/^  +  1' 
en  deifaalve  ia 

/2f(p  l/(  JVn^.  <^  +  Sec.  (p) 

In  de  Diff.  en  Jtfi.  Rek.  tan  I.  IL  Schudt^  §  181,  vipden 

i(gq  de  waarde  van  ƒ jf — : ^i   hierin  B  =  11,   az=^lg^ 

cz=^  1  m  b  zsz  ±:  |/2  stellende,  komt  er 

en 
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«aarran  bet  vendiil  i* 

Akwhebbea  «9 
of,  zoo  1^  roor  s  wederom  hare  waardb  ateUen,. 

+(V^)Bcog  Tang.  ^  ?W-(^5"+*»)   .  c. 

CLXXVII,    Vookatii. 
Z>0or  S.  Sik,  Gouti. 

OMBtosT  <I»or  8.  DtK^Gotmc  J,  Biaaui,  W.  tj»  Haamt,  Ja^ 
W.  L,  Iru^H  e»  J.  S.  Snun. 

I,    OnoMiHo  tMnt  S,  Dik,  CotNiz. 
De  te  Tindeo  hitegiaal  y  noemende,  hebbea  «^ 

_  {2  —  Sin.2<p)!l<l>    _    (2'~2Sm.0Co$.(p)}l<p 
^^      2Coi.*<p  +  Sim2  ^  ~"  2.  Cm.*  0+2  Sin.  <p  Cos.'^ 
__(l—Sin.0Coa.<P)il<P_See*0-'Tutg.<P 
~"  CM*<p+Sin.<pCoê.<p  ~    1  +  Tang.  <p    f* 
■      Tmv.*<t>^Tang.0  +  l. 
Tang,  4^+1  '*' 

alellea  w|  na  Ibiiigr^  <$==«, 

dna  0  =  ^My  Ta»^,  «,        . 

eo  ^<^=:       ^'     - 


+1» 
+  1 

p»  +  : 

poor  «plilsing  van  het  hier  ToorLomcnde  gcbnJicn,  Ttndca  ^ 


*»"^'     "  =  Fh)FTn-)"- 
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•»-»  +  !     _-    1  ■  _  i  (*  4-  1) 
.(*  +  !)(#«  +  !)"•#  + i         #»  +  1  ' 

waaran  elle  tanu  ommddelHjklAD  gelnl^preeid  worden.  Ahbo  ti 

ofy  foor  »  wederom  hare  waarde  Tang.  0  tqlMtitiierende, 

IL    OpLofsiHo  van  J*  Bassan^ 
Wij  Iieb))en  door  ac^lerTolgende  berleidiogen  9 
^     (2  —  Sin.2(P)i(p  {t  —  Sin.(pCos4)^(pJl'^Sin.<pCas4)i(i^ 

{Sin. >  4f'+  Coêi*  f  +  Sini ^  C^  0 ~  2  8in.(l>  Coê.  ^)i^  , 
^  ^  Co^  (P  (Cq9..(P  +  Sin.  (p) 

{SinJ^^ 
**    €a$.<p{Paa.0  +  Sin.4)    T"       Co$i4i{Cai.(p'{-Sin.<P)  •  • 

*^  Cl».0    ^'Coê.0'^8in.(l>  ~. Cö».4>  • '  -  2{Coê4+Sim(p) • 

CD  altnu  lenn  toor  ten»  i&tegterendie ,  komt  «r  leraH^nd 

Heao  uitlomit  fmefaUt  %aitf^  die  der  voorjiaande  eplbiiiiig  ilédiU 
IQ  gedaante^  ■'  'V'  *•'*'  .:    *      ■ 

CLXXVIII.    V  o»  «  «'#  t  1 1. 
Z><Mr  J.  Badoh  OHmMi, 
IbM  «mojfl  MM  Éomelfk  emw^nê^ê  tcnaimeiiê,  M  ketbê» 
Êübrgifen  vm  een  méel,^  dooreen  gegeven  pêtnê  gaai  en  bo- 
vendien eenen  gegeven  cirM  en  eene  gegevene'  regie  /yfn  raakk* 


Digitized 


by  Google 


3Se  WISKDNSTIfiE 

Onilost  dbor  J.  BiiM>ff  Giimni ,  J.  S.  SntgMWk  en  W.  L.  Itmtav» 

t     QpLOtSIlO»  1MNI  J.  B4BOII  GhUBIH* 

Zq  (Fi({.  127)  P  het  gegeven  pont,  AA  de  gjegerene  Ign  ea 
CDE  de  gegevep  eirkd;  trek  dan  door  het  avdde^anf  H  van  de- 
zen eene  middeUqn  CD,  wifsr  verlengde  de  Ign  AB  ergaiÊ  in  V 
regthoekig  snijdt.  Trek  CP ,  en  breng  door  de  ponten  P,  D  i^a  F 
eenen  cirkel,  die  CP  «gena  in  Q  inijdL  Betd^cff  vesder,  volgen* 
de  daarvoor  bekende  conttmctie,  eenen  cirkel,  die  door  de  pontea 
P  en  Q  gaande  de  Kjq  AB  eigens  Jn  S  raakt ,  dan  zal  deze  cirkel 
ooi  den  cirkel  CDE  ergens  in  R  raken  en  doa  de  begeerde  zyo. 

Om  de  jaistheid  dezer  constroctie  te  bewijzen,  stellen  wg,  dat 
M  het  middelpant  is  van  depi  gevochten  oirkd,  êSo  door  P  gaando 
de  lijn  Afi  in  S ,  en  den  cirkel  CDE  in  R  raakt ,  dan  liggea 
vooreerst  de  ponten  C,  ft  en  S  in  eene  regie  lijn  3  omdat  l^k 
CMR  =  Koek  RNS,  CM  =  MR  en  RN  =  NS.  is,  terwijl  MR 
en  NR  eene  regte  lijn  nitmaken.  Trekken  wij  dos  de  lijnen  CBS 
en  Rfi^  dan  zijn  de  regtfaoekige  driehoeken  GRD  en  €^  gelijk- 
vormig; derhalve  CD  :  CR  =  GS :  CF  of  CD  X  CF  =  CR  X  CIJS. 
Zq  voorts  Q  het  snijpont  van  den  geiocbten  cirkel  met  de  l^n  CP, 
100  iBy  volgens  de  bekende  eigenschappen  des  cirkds,  CRxCStzCPxCQ^ 
en  deze  vei^tijking,  met  de  voorgaande  vierbonden,  geeft  daa 
GD  X  CF  =  CP  X  CQ.  Uit  de  laatste  verg^j^isg  volgt  no^ 
dal  de  ponten  P,  D  en  F. op  een  ttlfden  clrl^mlrek  liggen  met. 
het  aaijpont  van  den  geaoehten  cirkel  en  de  Iqn  CP ;  het  laaMge» 
noemde  punt  is  dos  daar,  waar  de  lijn  CP  door  déa  drkek  PDF 
gesneden  wordt.  Dit  punt  Q  gevonden  zijndo,  ia  alzoo  de  begeerde 
cirkel  door  de  punten  P  en  Q  van  zijnen  om|^l,  benevens  door 
de  voorwaarde  dat  hij  de  li^  AB>moet  rak€u;iii  volkomen  bepaald. 

Door  de  twee  pan^eq  P  «n  Q  kan  men^  zpo  als  bekend  ts, 
twee  cirkels  brengen,  die  d^  lijn  AR  tkhfn;  deze  zottea  beide, 
d^  cirkel  CDE' raken  en  dos  aan  dQ.vratsg>  voldoen* 

Eene  Iqa  vaa  D  naar  P  getrokken,  en  een  cirkel  dbor  P|  G 
en  F  gebragt,  zullen  almede  een  snijpont  Q'  opleveren,  loodviig 
dat  de  beide  cirkels  die  men  door  P  cn  Q^  sakende  aan  de  ligix 
AB  brengt,  almede  iea  cirkel  CDE  .zoOen  raken.  Er  kannen, 
alioo  vier  eirkela  gevonden  wordea,  die  aan  de  veai^  viMisn; 
immers  indien  geeoe  bijzondere.' omstandighedea  sommige 
cjdds.  mogteo  oitsloiteiK^ 
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.  Ui    0»io8êi]io  vai/i  J.  Baboh  GhiIbiii'.  ' 

Ëfen  als  in  de  yon^^e  oplossing  de  lijn  CDF  (Pig*.  128)  doo^ 
M  loodnegt  <^  AB  getroUen  hebbende  >  treUen  w^  nog  GP  en 
DP;  dit  het  pont  P  stellen  vij  eene  loodl^n  op  DP,  terwijl  w§ 
ÜP  ferleogen. .  Laten  deze  loedlyi  en  dat  "verlengde  de  lijn  AB 
respeetievdqk  in  G  «n  B  ontmoeten.  GoBStmereii  w^  nneene  mid^ 
onevenredige  tosschen  HF  en  HG ,  maken  wg  HS  gel^  aan  die 
middenefenfedige^  en  beschr^ren  wij^  volgens  de  daarfoor  bekende 
oonstmctie,  eenen  cirkel,  die  door  het  pnnt  P  gaande  de  l^n  AB 
ki  S  nuikty  .dap  »1  dece  cirkel  ook  den  qrkèl  CDE  ergens  in  R 
vaken,  «a  dus  de  bqjfeerde  s^n. 

Om  de  juistheid  dezer  constroctie  te  bewezen,  ondertteHeü  «l| 
Ot  PAS  de  bq^rde  cirkel  is»  die  den  gegeven  cirkel  in  R^  en 
^e  lijn  AB  in  S  raakt ,  dan  ligt  het  snijpont  Q  van  CP  en  den 
gezochten  cirkel ,  zoo  als  in  de  Yoorgaande  oplossing  is  bewezen» 
ap  den  omtrek  van  eenen  cirkel  die  door  P,  D  en  F  gaat  Maar 
op  dezen  omtrek  ligt  ook  het  pont  G »  omdat  twee  over  dkander 
staande  hoeken  van  den  vierhoek  PDFG  rfigt  zijn»  zoodal  de  vijf 
ponten  P^Q^D^F  en  G  op  eenen  cirkelomtrek  hggen. .  Zoo 
wij  ons  daa  dien  cirkel  in  de  figoor  voorstellen  ^  volgt  daaroit 
HQ  X  HP  =  HF  X  HG^  maar  ook  is  HQ  X  HP  =:  HS^ 
derhalve  HF  X  HG  =r  HS^  waarnit  blijkt  dat  HS  middeneveli^ 
redig  tnsschen  HF  en  HG  moet  genomen  wonfen.    . 

De  l^n  HS  aan  de  andere  zijde  van  fi  op  AB  oitzettende,  vindt 
men  een  ander  pont  S'  op  de  lijn  AB ,  zoodanig  dat  een  cirkel ,  die 
door  P  gaat,  en  AB  in  S'  raakt,  ook  den  cirkel  €DE  zal  raken. 
Hierdoor  zijn  vooreerst  twee  antwoorden  op  de  vraag  gevonden. 

'Jn  plaats  van  oit  P  eene  loodlijn'  op  DP  te  stellen  en  CP  te 
verlengen,  konden  wij  ook  eène  loodlqn  Op  CP  stellen  en  DP 
▼erleqgen;  verder  als  boyen  te  werk  gaande,  zooden  wij  dan  nog 
twee  diiels  vinden ,  die  aan  do  vraag  voldeden. 

De  constroctie  die  wij  hier  opgaven »  kan  op  de  Tolgende  wgae 
analytisch  gevonden  worden. 

Nemen  w^  AB  (Fig.  128)  tot  as  der  d?,  CF  tot  as  der  y  aan/ 
dan   konnen   wij    voor   de   vergelijking  van  den  begeerden  cirkel 

steHen  (#  —  A)*  +  (y  —  *)*  =  ««,. (1) 

waardoor  de   voorwaarde  ^t   hij  de  lijn  AB  moet  raken  vervold 
is ;  stellende  B  zijoen  straal,  en  ji  niet  alleen  de  abfecis  van  het 
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mkUelpimti  maar  öoL  dea  abtand  van  het  nakpnnt  tot  dea 
oonprong  Toor* 

Stellen  wij  HF  =  W  ea  MG  =  MD  =  r,  dan  is  de  wrge- 
Xjjidng  van  den  gegeven  drLel 

«?^  +(»♦--*)*  =  r^5 (2) 

^3e  Toorwaatde  dat  de»  eiffkel.  dooe  den*  liegeerden  getaakt  wordt, 
ia  deaei  datyde  afstand  der  maddelpnnttn  gelgk  moet  zqn  aan  de 
«om  of  liet  ▼erMshil' der  etrafeii  naar  gdang  de  nking  uit>  of  in* 
irendig  ia;  dit  geeft  doa 

.  .il»-H(JB— »)»=(1?±^)^  .....(«) 
het  bovenste  teeken  voor  de  aitwendigOi  hel  onderste  voor  de  in» 
iwndige  nking  geldende. 

Lalen  voorts  p  ea  q  ie  coördinaten  Tan  het  gegeven   pont   P 
«gn|  dan  hebben  wij,  omdat  de  begeerde  eirkel  door  het  pont  P 
«noet  gaan  ^  Volgens  (1) 

(p-^*+(9-i?)*  =  Jf^  ......  (4) 

de  gevraagde  cirkel  sal  dot  bepaald  s^n,  «ndra  m^  Jt  ea  B 
vit  de' veigel^lingen  (3)  en  (4)  opgeloit  hebben. 

Uit  (3)  i« 

ji*  +  \B»  —  2B»  +  n*=iB»±2Br  +  r\ 

rf  2»  =  "'+''-", 

*±r 
en  uit  (4)  it 

p»  —  2Ap  +  J*  +  q*  —  2Jffg-=  O, 

^  2B:=éL=J^+JPL±jL, 

9 
deze  «aarden  van  2B  aan  eilander  gdijLttellende ,  komt  er 

q  {A*  +  I.»  -  r«)  =  (»  ±  r)  {A*  -  2Ap  +  p*  +  j»), 

dat  i< 

A*  {{n±r)-q]  -24»(n±r)+(«±r)  (p'+ï^-ïC-Tr^sO, 

^varens  deze  veigelijking  op  te  lossen ,  snilen  wij  haar  door  het 
invoeren  van  andere  gegevens  vereenvoodigen. 
De  vfrgelqkingen  der  ignen  nit  G  en  D  door  P  getrokken,  njn 
{^  ±  r)  —  q  f  .  fff. 
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«B  do*  dié  na  de  lijnoi,  dbor.P  loodcvgt  tip  den  getitAkmf 

door  hl'  deze  yesgel^k'Dgen  y  =  O  ta  tielbor,  TindoD  w§  loor 
de  tHHMDêm ,  vaarop  de  nijpmten  dezer  lijnen  met  de  I^h  AB 
lich  Ton  den  oofqirong  bennden»  ten  aanzien  der  I^nen  (6) 

p{n±r)     -  ^ 

*-(n±r)-4 ;   -^^^ 

en  ten  aatizien  der  l^nen  (7) 

Gebrmken  wij  na  in  (9)  liet  tegengfestelde  teelen  van  hetgeen 
wig  in  (8)  gebraiken,  dan  gaat  de  vergelijking  (5)  over  in 

^»  —  2^*  +  */  sr  O, 
waarait  wij  dan  vinden 

^  =  *  ±  f/*  (*  —  O-   .   •   .   •  .  (10) 
Voor  deze  yergel^king  kunnen  wij  achrijven 

(^ -.*)«  =  *(*-/); 

in  dezelve  beteekent  k  den  afttand  Tan  bet  pont,  waar  AB  door 
de  verlengde  Ign  GP  of  DP  gesneden  wofdt,  tot  aan  den  oor-- 
sprong ;  i  -*-  I  den  afstand  van  betzelfile  pont  tot  aan  bet  pnnly 
vraar  de  lijn  AB  door  de  loodlijn ,  uit  P  ^p  DP  oF  GP  gesteld  ^ 
gesneden  wordt;  en  ji  -^  h  of  k  '^  jt  den  afstand  van  heC 
eerstgenoeoide  pont  tot  liet  raakpont  op  ie  lijn  AB.  Yan  deze 
drie  afttanden  it  dan,  blijkens  de  gevondene  vefgelgking^  de 
laatstgenoemde  middenevenredig  tosschen  de  beide  eerstgenoemden, 
en  het  is  deze  eigenschap^  die. wij  tot* onze  oonstraetie  hebben 
gebezigd* 

CXXXIX.    Y  o  o  t  s  T  B  i. 
Dear  J.  Bador  Ghiibeh. 

Mem  ^raagê  o/iMMfe  aene  immel^k  eBfiê&udige  eoHêtmeiiê ,  M 
kei  beeekrijeem  eatv  een  etrie/|  die  door'  een  gêgeeen  piutU  geai , 
en  h&eeniien  iwte  gegeeene  eirkeh  raakt» 

OrotiosT  door  J.  Badok  GHUBtn/ J.  S,  Snuti  e»  W.  L  Ivahov. 
OpLossiHb  ean  J.  Badoh  Gbusbv. 

Laten  GDE'  en  AFB  (Rg.  120)  de  gegeven  eirkels  zijn,  res- 
pectievelijk M  en  L  tot  mMdelpnnten  hebbende,  en  zij  P  het 
gegeven  pont    TVek  dan  aan  de  beide  ciiteb  eene  gemeensdiap- 
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peUjle  taaklqn  AB,  en  door  hek  mtdiklpiiiit  .M  ymi  den  eènen 
cirkel  eene  middellija  CD»  vier  verlengde  door  het  middelpimt  L 
Tan  den  andereh  cirkel  gaande  diens  omtrek  ergent  in  F,  en  de 
geineenschappel^ke  naklijn  AE  eigens  in  G  angdt.  Trek  GP,  ca 
hreng  door  de  ponten  P ,  D  en  F  eenen  cirkel  ^  GP  ergens  in  Q 
anqdende.  Verieng  de  koorde  die  de  laatste  dilel  met  den  cirkel 
CDË  gemeen  heeft |  tot  rij  GP  in  H  ontmoet,  en  trek  uit  H 
eene  'lijn  'die  den  cirkel  CDE  ergens  in  R  raakt  Dan  zal  een 
cirkel  door  de  ponten  P,  Q  en  R  gd^ngt  da  begeeide  ayi* 

Om  de  joistheid  deser  constroctie  te  bewijzen,  zoUen  w^  onder* 
rtelleil ,  dat  N  het  middelpont  is  van  den  begeerden  cirkel ,  die 
door  het  pont  P  gaat,  den  cirkel  CDE  in  R  en  den  ciAd  AFB 
in  S  rakende. 

No  liggen  Tooreerst  de  ponten  R  •  en  S  met  het  pont  G  op 
eene  lelMe  regte  lijn;  want  de  lijnen  NM  en  NL  trekkende ,  die 
BcapectieveUjk  door  R  en  S  gaan,  zoo  is  LM  de  bazis  van  eenen 
driehoek  LMN,  waarin  op  de  opstaande  zijden  gelijke  stokken 
I9R  en  NS  zijn  genomen,  en  de  lijn  die  door  de  alzoo  ▼e^regene 
ponten  R  en  S  wordt  getrokken,  snijdt  de  verlengde  bazis  in  een 
pont,  welks  afstanden  tot  de  oiteinden  der  bazis  evenredig  z^n 
met  de  overgeblevene  deelen  HR  en  LS  der  opstaande  zgden.  Dit 
blijkt  b.  V.  nit  Fig.  130,  waar  w^  blijkbaar  hebbqi  XM  :  XL 
:=  HM' :  LL'  =  MR  X  Sin.  MRtI'  :  LS  X  5in.LSL'  =  HR:LS. 
Maar  ook  GM  en  GL  zqn  evenredig  met  ME  en  LA,  dat  is  met 
MR  en  LS;  bijgevolg  zal  de  lijn  door  R  en  S  getrokken,  LM 
joist  in  G  solden* 

Voorts  zijn  de  driehoeken  GDR  en  GSF  gelijkvormig  ,  omdat  zij 
in  G  eenen  hoek  gemeen  hebben,  en  bovendien  hoek  GDR  =  AoeA 
GSF  is.  Zi]  namel^k  S'  het  pont  waar  de  lijn  GRS  den  cirkel- 
omtrek  AFB  ten  tweedemale  snijdt,  dan  is  LS'  evenwijdig  met 
MR,  omdat  GM  :  GL  =  ME :  LA  =  MR  :  LS'  is,  terwijl  boven- 
dien de  hoeken  GRM  en  GS'L  van  dezelfile  soort  zijn ;  derhalve 
is  hoek  GMR  =  hoek  GLS';  maar  de  hoek  GDR  in  den  cirkel  CDE 
dpor  de  helft  van  den  boog  GR  gemeten  wordende,  aoo  is 
hoek  GDR  z=  k  hoek  GWR,  en  de  hoek  GSF  in  den  cirkel  AFB 
door  de  helft  van  den  boog  FSS'  gemeten  wordende ,  is  hoek 
GSF  =  k  ^A  GLS';  derhalve  hoek  GDR  =  hoek  GSF. 

Uit  de  gelijkvormigheid  der  driehoeken  GDR  en  GSF  volgt  nn 
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GD  :  GR  =  GS  :  OF,  of  GD  X  GB—  GR  x  GS;  maar  in 
den  cirkel  PQRS  it  GR  X  ^  =  GP  X  GQ;  dos  ook  GDxGF 
=  GP  X  GQ ,  en  bij  gevolg  liggen  de  Tier  ponten  D,  F,  P  en  Q 
op  den  omtrek  Tan  een  eirkel.  fiet  so^pont  van  de  lign  GP  met 
den  cirkel  door  D,  F  en  P  gebragt,  leert  dns  een  pont  Q  van 
den  begethlcn  cirkel  kennen.     • 

Zq  Tcider  H  het  pont,  ifnr  de  lijni  GP  ontmoet  wordt  door 
de  gemeenachappel^e  taakKjn^'in  R  aan  de  beide 'drkelsPQR 
ca  GM  getrokken;  '«a:  iQ  I  het  pont,  waair  de  ciitel  CDB  ge« 
aneden  wordt  door  eene  Kfh  'van  H  naar  D  loopende^  dan  is 
aoovel  HR^  :=  BP  X  HQ  als  HR<  =  HD  X  Hl,  en  dos  ' 
HP  X  Hi}  C3  HD  X  Hl;  hieréit  Tt^gt,  dat  de  ponten  P,  Q, 
D  én  i  op: den  omtrek  •  van*  een  driiel-  liggen,  en  dat  'dos  de 
r«eds  dooV  P-,  Q  en  D  gMÏnde  eifkèl,  den  dikel  CDÊ  m  het 
poot  I  ttedanig  nd  snijden^  dat  het  Tcrlengde  tan  til  door  'igne 
ant|diBg:  met  GP  het  pont  H  aal  doen  kennen ,  ran  de  gemeen- 
achnppeliike  i^ak^n  der  cirkels  GD£  en  PQR.  Def halve  tal  de 
nuddijn  dtt'  fi  aan  déri' eirkel  CDE  getrokken,  hèt'raak[^aaft  R 
dotn  ▼ifldcnvvoadat  meti'dan  van  den  begeerden  citkel  behahe 
de  poèteb  P  loi  Q  ook  nog  het  poni  R  kent.       .      '    ' 

Hü  fl  tan  'men  eenê-  tw«ade  raaÜi^n  aan  dencirkèl  €0E  trekken ; 
mo  men  door*  het  dtti  TerkregCne  raalpont  R''en'de  punten  P 
en  Q  eenen  cirkel  brengt,  lal  deae  èlmede  aan  &  vraag  be- 
antwoorden,   i  ^   '  .'  ','i  f 

IVékt  onv  aan  dé  gigewiè  eitkël*  eene  getaaeetischkppël^kè  iMk- 
lipi,  dié  tofidiipd  !2de:.bdidie  cirkels  ligt, -din 'cal  desemde  lijn  LM 
ia  een. pont  G' snijden ; .dat  m^  met  P>enenigen  kan;  en  loo 
men  dan  verder  lèi&en  einbn  éoof  de  ponten  P ,  G  en  F  iMrengt, 
ad  dese  de  Iqn  G'P  in  een  pidat  Q'  sneden ,  en  meft  den  '^sS/ktl 
CDE.  eene -koorde  Cl'  gemeen  hehbett  ,'vrier:  veilengde  de  l^n  G'P 
ergena  in  H'  ontmoet..:  Van  deae  ponten  G^,  Q',  1'  en  H^^liet- 
teUtte  ^gcbroik:  malen^ev^t  wij  hoven  van  de  fonleii  G,vQ,  i 
en  H  inastkten>  *alr.«mnM|pti«ee  dikels  vtnM^geni  die  aan  de 
vraag  voldoen;  zoodat  er  in  -het  algemeen  vier  atoilwoorden  kannen 
gevonden:  worden.  -      .•  —  •  •  *  ^. 

Ckoi  de;  pgqfu  niefirle  üigewftMd  H  maken,-  kéhbèn  Xr^  daarin 
ech ter. slechts jéén  antwooid  gecoi^ltttteerd^   —  .    --  r, 

:••       .      CLXXX..  YioHo'rs  rèu  '•".'^r  '    ••-'' 
i  '•       .ifiooriG.-'F.-W,  RMia.  •'    •  "■    '' 

Indien  iweé  regie   drkeharmige   kegels,  die  beide   op' Mi 

I.  Diiu  kt 
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hpritonkUe  vlak  -  atuan  y  getalm  ip^f^  he%hn ,  U  ck  KêriMoniQle 
proffcHe,  4w*^  genu^ene  4<H>rgmd9.eem,  Oirketi  '  Mén  braag^  Jket 
betpifs  daaifam^ 

OmtLon  «ioor  G.  F,  W.  Bi»Hyi,  W-tABHijAM^Jm.  d»  J«  &  Samn. 
.  L    Op^miro  vati  G.  F«  W,  fixvsau 

WanDeer  men  de  beide  kegelvlaiken  dodr '  horinmlale  vliiLiLsn 
joqdt»  nllea  da  staalen-cWr  t^^:«iip]LdfonQige  dooraucden  g. 'met 

.dé.  ^hn  ijBr-gnuiiTlaiL^eD.  ,  BetfclvijjBt  hmq  iiiiet.idie  ^tnifeiL*,  mt 
4e.  lionzootal^  piqecti^  'fan  . de ( l^t>pei»jfdec  ke^dê  ali  uuddei^ 
.piDte^  I  '  i^'rkel^ea  j .  d^^' .  geten  •  dfe   AE>ofltüjdnigtpoiileii   deser 
ofTke%OQ^»,t(wee  :paRten,  f«a/de.ili<MUo9tde)(réjèbtiEd[é>  igOlieeiie 
.dp<^#Dede  ;)ra{|., de, legers.,   Mefi  punt,  ,f»n  Jint  ikifnuna;  1^  ketft 
;di|8.,^e[  eJ0lBn|qlia|i|  d«(t  a^ijae:  afstadaifi  UI  aan  Caree  railé  paiten 
X<W%I$^  de  ,faQrix0iitiaUMprf}fictiëb  deritappéa^  pad  étaoAwémÊgs 
^erbayadingij  hebben^    wa^rqit  .Diiar    èena    bakéida)    maetiviftige 
..uraar^eU   ^^ifi,  dat  <)i^  .Ixomme  ^aoi  etfkeli  itf;  faaadèdpfr  de 
^fniïpi^ntea.Tan'  de  omtrakkeQ.  dir  griMdvlakke«^.,tèrivi}tiieeiii^.deide 
.pfAf,Ta|i.i!|ian.  cirkel  gevopdea  word^  fn  rhat  •D[jpaqt..viii  deJqii, 
die  de   middelpantea  der.  pmdf lakken :  twae^i^»  tbefc  dfi  lijn, 
4^/^m  boekjmidflandoQrdeaKt»  ga^oIrgadidfQ^  da.ibflide^4tnlen, 
di^  in  de  .{TontivlakMA.iMar  aan  d^r.  anijfimtMi;  Tan  Ibonne  om- 

_tcekken  getrokken  voxdcin.  ,;    l-.^       .   ,:  j     '^' 

II.  Oplossiiio  tan  W.  vah  Haaest,  Ja,. .  i' 
l^ten;  a^  ^;.an  c  de  oqoixUfiftteift  sjjai-  w  dbn:!lapnfana  'kegels, 
'M^\^^  P  't  >onauitaIei^>v]ak  jgalagm:  ogtiijni.lotwtfa^ilqkiBlg  Jièeft 
.)  "  /  ;  .  '  .  {iP-'*rH*+  Ö,r-^Ji)*:.5fc:..r»;.)  .,.-.:.  (ï) 
^^.jl^ipi^  ip^ij  •^^/JMgelijjUngeik.  'eekieff  :beaaiiri)Tinide  Jipa  dieos 
\k^*üi9^^  ^  ,dpQr;k^  {mfc.(f>i^)i  o)  gaa9;.¥doritelien  dobr 

.-^^n.(i^ft8  |P^eni)g  d^  ooöidinataa /Tan.;aaiii(  piMt  dèriigd^ 
jzijn,,  .4^i^;ofl?Q^ '^  l«ibstUliti4  yan  «Icp.J^.^.^,  3=;ig  «ii.,jb  i=:  O 
.a^i^  de  vargelj|jki{^ft'(jl)  'edi  (jï^'To^Qi^.ivahBdqv  irf^  iieKben 
HOS".!      ir.^  ..te  r:T/i4^H-r(^'-^iii)^»^  :, 

/>-7-«=r  —  Ac    en     j  —  b  =r  .W)A'«;r!'In'."  . 
,^ .^iiBfinef^i wif  x^.^en  (i oU^ai 4!^  aargeügkiq^gi^ ada kolat er 

(o  _  l„  _  41^)1  Hrt^i  ^  l»,i^:  Jl'c)«  CÖ  r'r .  :'v  (3) 
welke  yefgelijkingT  dau  de..batiekkiog.7aéa(^t,  die  er  tonchen 
A.   en   A'    moet   be^laaik^  opdftt  jde;;beaoliiriJTende  lijn  (2)  op  de 
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EUmineieB  vi}  tooHs  A  en  A'  tosidien  de  Tergelgkingen  (2) 
«n  (3),  dan  Tinden  wij  onmiddel  lijk  j  Toor  dj$  Tergelijkinj^  T«n  het 
opperrlak  des  kegels, 

dev^l  echter  de  ia  het  fofvstel  bedoelde  kegel  cegt  is,  is  a  =  «s^ 
en  k  :=z'n\  ^waaidoor  4«..^firg4iikibg  véq^  lijn  opper?lak  «oidt 
e>(«  —  ay  +.e*(y  ~  i&)V=  r>  (s  —  c)\.  .  .(6) 
Voor  eenen  iwfedea  dergelijken  kegel,  iriens  hnodte  geiqk  aan 
den  eeente»;,  uk  do|  mede  p  is^  lieUben  «^  da  vergellgking  , 

c^s  -  ai)«  .4.  fï»  (y/-:  A|)»  =  r}  (i^  '^  e)*;  .  ,(6) 
.f»  el^mnerm  «9  no  s  tosichte  dtt  ?ergelqkin{[en  '(5)  ëh  (6), 
betf^  dadd^krgqsohiedfii  Jkao..door.die  yergeiykin^  in'elkahder 
te  dacjem.p  ^.Tf^kn)g$n;^:^.,  V^^^  Teügeligkiiig.  Tan  de  hori- 
zontale projfclie  der.  ge|i[|e6i|9..daoflmodo.  omar  beida  kegelTlakkan} 
'  (^' -«).'.+  (»  -H^)*  r> 

of  oa.herJèidikkg. 

(r>  -  f  ?)*«  .^(r>  ~rï)y 'M  2.(r»«,  —  f  ?«)'  -  «('^'^x  -  '^l*) 

-il Daar  an.Jni.daie  lergalqking,  die  Tan  den  tvefdén  grtad  is, 

s*  en{-y*  'gelijkfl  ooeOioienlen  Jiebben ,  terwijl    z^  geenen  .  term 

met  het  prodoei'i^' bevat  ^  ia  de  gooemde  hoHieontale  projectie 

.een.  piirW.  •  *  ' 

.;  cl;sixi;   V  q  o  a  s  t  i  i« 

\  ■  .   Jloof  J;  'Bapoh  Grijb^h»  ;   .       .'"/., 

De  ^ariMoniak  .au  vetiicale' docrgttngm  ptm  eeti-xMhnd  ffaA 
gegtm  M^nd€\^\ifigi8firt.  iff^  4^.  f^fnijfomii^- e^veriiciih  fnjfee- 
tië»  Ie  tanMmnm  tan  een  -jpmU'^  4qlt  inMt  Mknde  vMk  Jigt , 
0»  op  ohderiing  gel^hé  gegecm^e,  iiftUmien  v^n  tk  genoemde 
doorgangen  terw^derd  ti  • 

OreaLosT  door  J.BADo>Gp|J>ffn*W.  tan  VM^Br,J9i.enJ,S.  Sriuia. 

,  ,  Ortosiiaa  voii  J.Bui^il  Gquaiiu 
.  Zij  OK.<iigJ^  1.31)  de  as  «an  piojoot(e  ^  kkn  kk\m\Jki^ 
jd€.gcgftTenê,harii^t|le.ei^  ?ertii^Ie^4Pf^iSan|en  ?an  bel  IJlende 
Tlak  aja»  ^ema  *m^  dan  op  t(ie  :4opi|«|ig«a  >  ^eik  heit  pilPt  A 
af,  ondeiling  gel^ke'  stokken  AB'  aS?.AC';  laten*  w^  Qit  B'  en 
C  loodlgnen  BfB'en  CC'  op  de^as  X)X  neder,  eb  Hekken  wq 
tfXi'  en  B'C',.dan  4^ailit  de  ppQojeoüën  nm  de  baas  eens  ge- 
iqkbeenigen  drieboeks,  die  AB':en  AC'  tot  opstaande  ii]den, heeft. 
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Deelen  «ij  B'C'  en  B'C'  middendoor  in  D'  en  D',  dan  zijn 
B'  en  D'  de  projectiën  van  het  midden  der  genoemde  bazis;  en 
bijgevolg  zijoi  zoo  wij  verder  nit  A  lijnen  door  D'  en  D'  trekken, 
deze  lijnen  AD'  en  AD'  de  projectiën  van  de  lijn^  die  den  hoek  der 
beide  doorgangen  Ai'  en  AA'  middendoordeeh.  Het  gevraagde  pont, 
dat  in  het  hellende  ^lak  op  onderling  gelijke  afstanden  van  die  beide 
doorgangen  moet  liggen,  ligt  doa  blgkbaar  in  de  lijn  (AD',  ^-AJ)*). 

Gonstraeren  wij  verder-  den  dridioek  G'EG,  waarvan  C'£ 
loodicgt  op  AAS  en  CC  =  CC'  loódregt  op  CE  ia;  nemen 
vrij ,  op  de  zijde  EC  van  dien  driehoek ,  EG  gelgk  aan  den  ge* 
geven  afttand,  en  trekken  wij  door  6  eene  lijn  Hl'  evenwijdig 
met  AA',  dan  bevat  deze  Iqn  de  horizontale  projectiën  van  al  de 
in  het  hellende  vlak  gelegene  pnnten;  die  op  den  gegeven  «fttand 
EG  van  den  horizontalen  doorgang  verwijderd  rijn.  Want  boo  wij 
ODS  verbeelden  dat  de  driehodi  CEC  om  de  lijn  €'fi  draaijende 
opgealagen  wordt,  tot  dat  hij  loódregt  op  het  horizontale  vlak 
komt  te  staan ,  zal  het  pont  G  zich  in  het  snijpunt  G'  van  CE 
en  H'I'  gaan  projecteren,  en  werkelijk  in  het  hsilende  vlak  op 
den  afttand  EG  van  den  doorgang  Ai'  gekomen  «ijn. 

Hiemit  volgt,  dat  het  üngpant  P',  vta  AD'  en  H'I',  de  hori- 
zontale projectie  van  het  gevnagde  pinnt  is ,  en^  dat  deszelft  verti- 
eale  projeetie  P'  gevonden  wordt,  zoo:  men  nit  P'  eene  lijn  regt- 
hoekig  dóór  OX  trekt,  tot  dat  z^  AD'  in  P*  ontmoet. 

Wij  hadden  EG  ook  op  het  verlengde  van  EC  aan  den  anderen 
kant  van  £  konneki  oilzetten;  ook  hadden  wij,  in  plaats  van  den 
hoek  A'AA',  den  hoek  kunnen  middendoonleelen ,  dien  AA'  met 
met  het  verlengde  van  AA'  maakt.  Hierdoor  zonden  wij  in  het 
geheel  vier  punten  bekomen ,  die  aan  de  vraag  voldeden ,  en  alleen 
van  «elkander  verschilden ,  door  dat  z^  aan  verschillende  zijden  van 
eene  of  %an  belde  de  doorgangen  gelegen  waren. 
CLXXXII.  VooasTiL. 
Do&r  J.  BiBoN  Ghubir. 

Wanneer  een  punt  {n  de  a»  tan  projeetie  ^  en  eenig  ander 
jhmi'^  hét  poHicale  vbk,  aangenomen  Myn  air  hoel^ntnten  tan 
een'^gJIykjÊ^digtn  driek^k  f'wèartan  hei  derde  hoekpunt  ergens 
in  Aef  'horimmiah  tiak  moe  f  liggen,  traagi  men  de  plaats  vak 
daidefdb  lioekpiéni  tè^>onsirueren.      ^ 

Orouost  door  W.  vah  I&aést  ,  Ja/  en  J;  S.  Sriun. 
OnossiRo  ron.W,  nv  HAiasr,  Ju.* 

Zij  (A',  i*)  het  gegevené '  punt   in    de   m   van   projectie   OX 
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(Fig.  132),  en  (B',  B*)  Ket  gegevene  pont  in  het  ferticale  vlak; 
indien    wij   dan ,  uit  k'  met  A*B'  als  straal ,  en  uit  B'  met  B'A' 
als  stiaaly   cirkelbogen    beschrijven ,    zal   het'  snijpunt   C'   dezer 
drkelbogen  het  begeerde  pont  zijn ,  dat  in  het  horizontale  vlak  ligt . 
en  waarvan  dus  de  verticale  projectie  C'  in  de  as  OX  Valt. 

Trekken  wi)  namelijk  B'C'  en  B'C',  dan  is  de  lijn  {WC\  VC') 
de  hypothenusa  eens  regthoekigen  driehoeks,  waarvan  B'C'  en 
B'B'  de  regthoekszijden  zijn;  maar  k'B'  is  de  schuine  zijde  van 
zulk  een  driehoek,  die  A'B'  en  B'B'  lot  regthoekszijden  heeft,  en 
daar  na  door  de  constructie  B'C'  =  A'B'  is ,  is  dan  ock  de  lijn 
{WC\  B'B^  van  gelijke  lengte  als  k'b\  terwijl  mede  A'G'  =  A'B' 
is.  De  ponten  (A',  k') ,  (B',  B*)  en  (C\  C*}  z^n  bijgevolg  de  hoek- 
punten van  een  gelijkzijdigen  driehoek. 

Daar  de  cirkelbogen^  uit  A'  en  B'  beschreven,  elkander  in  twee 
punten  snijden i  zal  er  nog  een  tweede  punt  zijn,  dat  aan  de 
vraag  voldoet 

Indien  de  gegevene  punten  zoo  gekozen  waren ,  dat  A'B'  ^  ^A'B' 
en  dot  heek  B'A'X  )  60^  was-,  zouden   de  cirkelbogen  elkander 
niet  snijden,,  en  ook  het  begeerde  punt  onbestaanbaar  zijn. 
CLXXXlIt    Y  o.  o  a  s  T  I  L. 
Door  H.  G.  WiTtAci.     . 
Een  ieosaêdraal  en   een   dodecaëdraal  getal  van  denseifden 
wortel  te  vinden  ^  stoodanig,   dat  hun  verschil  gel^k  is  aan  de 
derde  magt  van  hunnen  wartel. 
Opoilost  door  J.  S.  Spbijii  en  H.  G.  Witlagi. 

Oplossihq  van  J.  S.  Spiijkb. 
Indien  wij  den  wortel  der  begeerde  getallen  door  x  voorstellen, 
dan  is  (*) 

het  dodecaëdraalgetal  =  ^x(dx*  —  9i?  -h  2) 
en  het  icosaëdraalgetal    =  ij?(5a?*  —  6a?  4-  2); 

het  verschil  dier  getallen  is  dus  ix{is*  —  4jf)  of  2**  —  2ir*, 
zoodat  wij  volgens  de  opgaaf  moeten  hebben 
2*»  —  2x^  =  «»; 
en  hieruit  volgt  x*  =  2**, 

of  X  =  2. 

Alzoo  zijn  de   begeerde  getallen   20   en    12;  namelijk  20  het 
dodecaëdraal^  en  12  het  icosaëdraalgetal. 


(*}    Ut  SiMoü  PiifUB ,  Mathem.  BariteUhamer ,  1>U.  S73. 
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GLXXXIV.    Y  o  o  R  s  f  B  1. 

Dimr  H.  G.  WiTLAGi. 

Welke  u>aarden  moei  men  aan  x  eny  geven ,  opdai  ie  uitdruk- 

hing  «(2jr  +  l)  +  y  (23r+  1)  een  vierkant,  en  te  gelyk^  tffd- 

de  uitdrukking  2{x*  —  V^'^i^'^  y)  ^^^  derde  magt  worde? 

Of«ii.ost  door  J.  S.  SpiuiBi  H.  G.  Witusi,  W.  tai  Haabst,  Jb.  en 

H.   HlDDBLBOBO. 

OtLossiBo  van  J.  S.  Sbsubb. 
Zq  «I  de  vorCel  Tan  het  Tierlant,  en  n  die  Tan  de  derde  magt, 
dan  moeten  wij  hebben 

s{2s  +  l)-hy(2y  -M)  =r  m« 

2{S^  -•y*)  +  (x_y)==:n»; 
of  wel  2«r*  -h  2y>  4-  ir  +  y  =  m» 

en  2ir«  —  2y*  +  jf  —  y  =  n^ 

.  De  aom  en  het  Terachil  dexer  beide  vergelijkingen  geeft 

4«>  4-  2«  =  m«  -4-  n*    en  4y»  +  2y  =  m*  —  n», 
dat  is 

(aF4-iV  =  m>+n»  +  i  en  (2y  +  i)*  =ifi>— ii»4^i, 
waaruit  blijkt,   dat  m^  +  n*  +  i  en  m>  -:-  n*  +  i   gelijk- 
tijdig TieAanten  moeten   wezen.    Hiertoe  ttellcn  wij  «*  zzz  m  ^ 
dan  komt  er 

2jr  +  *  =  m  +  i    en2y-hi=m—  i, 
das  s  =  ^m  en       y  =  i^  — *  i  » 

of  d?  =  in*  en       y  =  i»*—  i, 

waarin  men  Toor  n  een  willekeurig  getal  kan  nemen. 
GLXXXY.     Voobbtbl. 
Door  H.  G.  WiTLAOB. 
Wanneer  één  koek  van  een  holvormigen  driekoek  gd^k  aan 
de  eom  der  heide  overige  koeken  ie  ^  gal  de  boog  f  uit  het  koek- 
punt  van  den  eeretgenoemden  koek  naar  kei  midden  van  de 
overstaande   a^de  getrokken,  gelijk  aan  de  kelfi  van  die  Mgde 
Mijn.    Men  vraagt  naar  hei  bewijs. 

Ofoblost  doorW.  yab  Haaut,  Ji.,  J.  S.  Spbubb  en  H.  G.  Witlagb. 

Oplossibo  van  W.  tab  Haabst,  Jb. 
Laat  Tan  den  boWormigen  driehoek  ABC  (Fig.   133}  gege?en 
zijn,  dat  koek  BAC  =  koek  ABC  +  Aoeib  ACB  is,  dan  zal  men 
uit  het  punt  A  eenen  boog  AD  eens  grooten  cirkels  kunnen  trek- 
ken, zoodanig  dat 

koek  BAD  =r  koek  ABD  en  koek  CAD  =  koek  ACD 
is.     Maar  uit  deze  gelijkheid  Tan  hoeken  ,  Tolgf  dan  ook 
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BD'=  AD    en    CD  ^  AD, 
en  dcrhahe  is  BD  =  CD  =.tDC,  j 

als  ooi  AD  =  \BC. 

Hieruit  blijkt  dat  de  getrokkene  boog  AD  joist  de  boog  l$]  die' 
uit  bet  boekpmit  A  naar  het  midden  der  overstaande  zijde  BC 
loopt,  en  dat  deze  boog*  gelijk  aan  de  helft  van  de  zijde  BC  is. 

AAKBBBKfNfi.  Bij  de  regtlijnige  driehoeken  heeft  dezeUie  eigen- 
schap plaats  I  want  dan  is  de  driehoek  regthoekig,  terwijl  de  deel- 
lijn  de  straal  des  omgeschreven  cirkels  is. 

CLXXXVI.    V  o  o  R  8  T  »  i. 
Door  J.  II.  TAN  Koten., 

Drie  geheek  getallen  ie  vinden  ^  die  de  eigenschap  hebben 
dai  de  eam  der  beide  kleiiute ,  die  van  het  kleinste  en  grootste, 
en  die  der  beide  grooUte ,  eene  harmonische  reeks  vormen. 

Otguost  door  J.  S.  Sptim,  W.  tas  Haarst,  Ja.,  J.  H«  tav  Kotin, 
H.  MiDDUavBft  en  J.  B.  Gibl. 

OpLosiiva  van  J.  S.  Sfiijib. 

Omdat  eene  harmonische  reeks  van  drie  termen  ook  Terkr^eo 
wordt,  door  de  termen  eener  rekenkonstige  reeks  van  drie  termen 
twee  aan  twee 'met  eHcander  te'verinenigvnldigen,  zoo  stellen  wij 
xom  de  hannanisebe  reeks 

p{p  —  ?)» {p  —  ï)(p  +  ï) «»  pip  +  li)f 

of  P*  —  Pi$P*  —  9*  ^  P^  +«• 

Stellen,  wij  verder  de  drie  getallen-,- zoo  als  zij  naar  orde  vait' 
grootte  op  elkander  volgen,  door  jt;  y  en  s  voor,  dan  hebben 
wij  de  vergelijkingen: 


«  4-  y  =  p*  —  pq 


en  y  +  *  =jP*  +M> 

de  halve  som  dezer  vergelijkingen  geeft 

en  hiervan  elke  veigeJ^inf  in  k^t  Ugzonder  aftrekkende,  komt  er: 

X  =  i(p*  ~  g»  -  2pg), 

y  =  iip^  +.  5»), 

M  =  i(p»  ^  g*  H-  2pq). 
Dewijl  jr,  y  en  s  gehede  getallen  moeten  zijn,  zal  men  p  en 
q  beide  even  of- beide  oneven- moeten  nemen;  terwijl. men,  posi- 
tieve getallen  begeerende,  bovendien  lal  moeten  voldoen  aan  de 
voorwaarde  p*y  f*  -+-  Tpq,  die  asfatervolgens  kan  herleid  worden  tot 
2p*>(p-h«)*,pi/^>F  +  ï,p(-H-|^)>?enp>«(l+|/2X 
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Neemt  men  p  :=z  i  ea  q  =i  1  ^  coo  Tiadt  men  voor  de  be- 
geerde getallen  1,  6  en  7. 

Neemt  men  p  =  8en.9  =  2,  too  Terkrilgt  men  14,  34 
en  46.    Ens.      n 

GLXXXVH.    Y  o  o  1  •  T  1  L. 
Door  L.  HoiFNAOiL. 

Faniweetergelgkingenx^  —  o**— 4=0  en  y* — cy — dz=zO, 
vormen  a,  b,  e  en  d  eene  opklimmende  rekenkunetige  reeks , 
welker  som  18  ism  Indien  men  nu  weet  dat  x  +  y  =.8  is, 
begeert  tnen  daaruii  dese  vergelijkingen  ie  vinden. 

OpfiBLosT  door  H.  MiDDiuuia,  J.  S.  Spbijbb,  L.  Hobfkmbl 

en  J.  B,  Gm* 

OpiiOMiHtt  van  H.  Middbibdis. 

Be  rekenkimstige  reeks  tij 

dan  is  4a  +  6i7  =  18 , 

en  dos  v  =  3  —  }a, 

loodat  de  reeks  wordt 

a  =  a,  &  =  3  +  \^f  c=:6~*  |aaid=:9  —  n. 

Bexe  waarden  in  de  opgegerene  Tergelykingen  omdrengende, 
verkfijgt  men 

-r*  —  aar*  —  In  —  3  =  O, (1) 

«  y'+foy  —  6y  +  a  —  O  =  0,  •   .   .    .  (2) 

benevens  «  -f-  y  =  8 (3) 

3«*  —  9 

Uit  (1)  volgt  ^=3^»  ^i> (*) 

en  nil  (3)  y  =  8  —  ar; (5) 

deze  waarden  in  (2)  sobstitoerende ,  bekomt  men ,  na  behoorlijke 
herleiding  ^ 

«»  —  14«*  +  30**  —  22*»  -h  V*  +  26  =  O, 
nit  wdke  vi}filemagtsvergeiijking  gevonden  wordt 

»  =  2; 
dos  is  volgens  (5)  y  =:=  6, 

volgens  (4)  a  =  3; 

en  de  reeks  is : 

a=:3,     4  =  4,     0  =  6     en     d  z:=.Q\ 
zoodat  de  vergelijkingen  zijn 

-r*  —  3«»  —  4  =  O    en    y»  —  6y  —  6  =  O, 
waaraan  door  a?  =  2  en  y  =  6  voldaan  wordt 
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CLXXXVm.     Y  o  o  E  8  T  B  L. 
Docr  A.  A.  MoLi. 

lïoee  gel^ke  eirheU  hebbm  hunne  middeipunien  buiten  eenen 
groateren  cirkel,  dien  z^  'em/den.  Zoo  nu  gegeven  mjn  de 
koorden ,  die  de  eereigenoemde  cirkels  met  den  hatetgenoemden 
gemeen  kebben,  moo  mede  de  verschillen  van  ée  getallen  graden 
der  beide  bogen ,  door  de  kleinste  cirkels  uit  den  grooten,  en 
door  den  grooten  uit  de  twee  kleine  cirkels  gesneden ,  vraagt 
men  hieruit  de  stralen  der  drie  cirkels  te  berekenen. 

Okbu>8T  door  J.  Bador  Gbubbh,  A.  A.  Moll,  W.  tan  Haabst,  Jb., 
J.  S.  Spbuib  en  U.  Middblbvbo. 

Oplossiho  van  J.  Badon  GHUtBR'. 

Zij  H  (Fig.  1S4)  het  middelpunt  van  den  grootsten  cirkel,  die 
gesneden  wordt  door  twee  onderling  gelijke  kleinere  eirkels,  hnnne 
middelponten  in  N  en  N'  hebbende.  Laten  AB  en  A'B'  de  koorden 
zqn  I  die  de  kleine  cirkela  met  den  grooten  gemeen  hebben  3  ver- 
eenigen wij  de  uiteinden  dezer  koorden  met  de  middelponten ,  en 
stellen  wij     - 

MA=MB  =  MA'=1HB'  =  «,  NA  =  NB=N'A'  =  N'B'  =  f , 
dan  zqn  iR  en  r  de  te  berekenen  onbekenden ,  waartoe  vooreerst 
gegeven  z^n  de  koorden 

AB  =  2a    en    A'B'  =  2b. 

Stellen  wij  verder  in  graden: 
boog  kCRz=z  hoek  AMB=:2(p,    bo<^  kBB  =zhoeki^B=i24f, 
boogk'OB'=zhoekk'MB*=2<p',    bo^k*D'B'=hoekk'SV=z24^'i 
dan   hebben   wij ,   nit  de  gelijkbeenige  driehoeken  AHB ,  ANB , 
A'MB'  en  A'N'B', 


-Sin.  +  =  -  ,    Om.  ♦   = 

b 
Sin.(p'  =  -,    Cos.0'  = 
iC 

b 
Sin.  4i'  =  -  ,     Cos.  ♦'  = 


R 

VAr*  - 

«») 

r 

K«»  - 

.*«) 

•ji 

V{r*  — 

*«) 

(») 


Om  nn  door  middel  van  deze  waarden,  de  onbekenden  it  en  r  te 
berekenen,  zollen  wij,  ten  aanzien  van  de  gegevene  verschillen  der 
bogen,  twee  verschillende  gevallen  onderstellen,  waarvan  het  eerste 
het  meest  met  de  bewoordingen  der  opgave  schijnt  overeen  te  komen. 

Aa  5 
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ElMTB   GlVlL. 

Laat  in  graden  gegeven  B^k. 

boog  ACB  —  bo€g  k'CB'  =  2»,  dos  (^  —  0'  z=  «, 
en  boagADB  —  boog  A'0!B'  =  2?,  dat  4^  -  4i'  =  ^, 
zoo  hebben  vij  onmiddellijk 

Caê.<p  Co9.^'  +  Sin.(P  Sin.0'  =  Cos.», 
en  (7o«.4'  Cos.  4^'  +  &'<i.4^  iftn.  i|^'  =  (7o«./3. 

Hierin  de  vaarden  (1)  overbrengende ,  verkrijgen  wij ,  na  ver- 
menigvnldigini^  met  jR'  en  r', 

y{R*  ~  a»)  (««  ^  fi«)  +  ab  =  /?*  (7o*.  «,.  .  (2) 
en  y{r*  —  a«)  (r«  —  5*)  +  a^  =  r*  Coê.  fi,.  .  (3) 
zoodat  nn  de  waarde  van  R  uit  (2),  en  die  van  r  uit  (3)  kan 
jgevonden  worden. 

üit  de  veigelijking  (2)  kunnen  wij  achtervolgena  afleiden: 

y{R^  —  a«)  (/l>  —  4*)  =  R*  Co$.a  —  ab^ 

(«»  _  «»)  (fli  —  b^)  —  («»  CoÊ.»  —  ahy, 

R^  _  (««  +  4«)fi»  =  fi*  Ca»,»«  ~  2«4R*  Cm.», 

jR»  —  (a*  +  4«)  =  jR>  Co#.>  «  —  2a4  Co».»., 

a»  iSlMi.»  <»  =  a*  +  4>  —  2ö4  Co«.«, 

« = '^•' "  'Ir.'^  '^••''  ■•■•'*) 

terwijl  uit  (3)  even  loo  aTgdeid  wordt 

' ~^;:^  '   •    •    •    •  (5) 

waardoor  in  dit  geval  de  onbekende  stralen  in  de  gegevens  uit* 
gedmkt  z^n. 

TwuDi  Gbvau 
Laat  in  graden  gegeven  sjn : 

boog  ADB  —  boog  ACB  =  2« ,  dos  4"  —  4^  =  « » 
en  boog k'WV  — boog k!C.V=  2p  ,  das  *'—  4)'=  ?, 
zoo  hebben  wij  in  dit  geval 

Cos.^  Co8.(p  +  Sin.4t  Sin.^  =  CW.a, 
en  Coê.  4f'  Co8. 0'+  ^n.  i^'  Sin.  ^'  =  Coa.fi ; 

hierin  weder  de  waarden  (1)  oveiiirengendei  komt  er,  na  verme- 
nigvnldiging  met  Br, 

l^{R*  —  a^){r*—a*)+a*=RrCo8.a,  ...  (6) 
en  y{R*^b^){r*  —  b*)  +  b^z=zBfCo8,fi,\    .   •  (7) 

zoodat  wij  na  1)  en  r  hebben  op  te  lossen  mt  de  twee  vergelij- 
kingen (6)  en  (7),  die  elk  op  zich  zelte  deze  beide  onbekenden 
bevatfen. 
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De  vei^elijkiagen  (6)  cd  (7)  gaan,  door  een  dergelijke  behan- 
deling als  waaraan  wq  zoo  even  de  vergel^king  (2)  onderwierpen, 
over  in  R^r*  Sin.*  a+2a*RrCas.»=za^R*  +r*)  .  .  .  (8) 
en  Rh*Sin.*fi+2b*BrCa$.p  =  b\R*^r*)  ,  .   .  (9) 

nit  élk  dezer  reijg;e]]jkingen  R*  +  r*  afzonderende,  komt  er 

derhaWe  ia 

^Sin.*»  +  2Coê.»  =  ~Sin^fi  +  2Coê.fi, 

waamit'  terstond  gevonden  wordt 

_2an*{Cos.a^Cos.p) 

~  a*  Sin.*  (3  —b*  SinJ  ot ^     ' 

Yoor  deze' waarde  van  /{r,  vinden  wij  dadelijk 
Br„.    .      .  ^^  2(a*Cos.tiSin*f^^b*Cos.^Sin*a) 

a'  a*  Stn*  |3  — ,*'  S%n*  m 

en  hierdoor  kunnen  wij  in  plaats  van  (10)  schrijven 
•  Aa*b\a*CosMSin*&r-b*Cos  pSin.*xXCaêM-Cas.p)  ,,^, 

"^  =  {a*Sin.*fi-b*Sin.*^y  '^    ^ 

zoodat  nn  door  (11)  en  (12)  het  prodoet  onzer  beide  onbekenden 
benevens  de  som  van  derzelver  vierkanten  bekend  is,  en  derhalve 
die  onbekenden  zelven,  door  eene  overbekende  leerwijze,  kunnen 
gevonden  worden. 

Stellen  v^  daartoe  tef  bekorting 
a«6>(<7o».«— <7o«.(3)  =  m*  en  a*  Sin.*  ^^  b*  Sin,* x=zn* , 

dan  is  R*+r*z=:—T-(a*Coê.aSin.*fi—b*CoB.pSin.*ci) 

en  2»-=  —^  =  -^(a*  Sin.*  P^b*  Sin.*  a)^ 

^  n*  n^  ^  ' 

hieroit  volgt  eerst  door  optelling  en  aftrekking: 

4«i* 

{R+r)*=i^{a*Sin.*p{Cos.a+l)'--^*Sin.*a{Cos.p+i)}f 

{R'^r)*=z^{a*  Sin.*P{CoB.u^\)'^b*Sin.*a{Ccê.p^l))', 

vervolgens  door  worteltrekking : 

2ni* 

R+r=^r^l^[a*Sin.*^{Coê  «+!)  — A«5iW  «(^os.(3+l)}, 

n 

R-r===^y[0*Sin.*ffXCoa.ar^l)Xb*Sin.*x{Cai.fi^i))i 
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en  dos  wederom  door  optelliog  en  aftrekliog: 

il  =  ^ ,   r  —  -^ ,  .   .    .  ^13) 

zijnde  nogmaals  ter  bekortii:^  gesteld 

y{a*  Sin.* P{Ca$.a+l)'-b*  Sin.* a{Coê.fi  +  l))  =p 
en   y\a*Sin^i{Cas.a'--'l)^b*Sin.*a{Coêfi'^l)}=:q. 

Door  middel  der  formnlen  (13)  worden  dan  nu  ook  in  dit  geral 
de  stralen  der  cirkels  nit  de  gegevens  berekend. 
GLXXXIX.    YooasTiL. 
Daar  k,  A.  Holl. 
In  een  regthaekigen  driehoek  s^,   uit  de  hoekpunten  der 
êcherpe  hoeken ,   naar  de  overstaande  Mijden  lijnen  getrokken , 
die  de  eóherpe  hoeken   middendoardeelen,     Zaa  nu  deze  l^nen 
gegeven  s^n,  begeert  men  de  mijden  des  driehoeks  te  bepalen, 

OfoiLOBT  door  J.  BiDOR  Ghijbir  ,  H.  HiDDiLBuiG  I J.  S.  Spiijbi 
en  A.  A.  Moll. 

Oplossing  van  J.  Badoh  Ghijbiv. 
Stellen   wij    de  regthoekszijden   door  jr  en  y^  de  kypothennsa 
door  Mf  en  de  gegevene  deelUjnen  door  p  en  q  voor,  dan  heUien 
wijl  zoo 'als  in  het  CLXX.  Voobbtil  gevonden  is, 
2'  2« 

terwijl  ook  nog  «*  +  y*  =  «* (2) 

is;   zoodat  wij  naar  behooren  drie  veigelijkingen  tasschcn  de  drie 
onbekenden  s,  y  en  Ji  hebben. 

Ten  einde  op  eene  gemakkelijke  wijze  tot  de  oplossing  dezer 
▼ergeiykingen  te  geraken^  stellen  wij 

waardoor  aan  de  Tergeligking  (2)  voldaan  wordt,  terwijl  de  verge- 
lijkingen (1)  overgaan  in 

—  J_rr  ~*  _  2ii|/^  ,,. 

'!  -  yXl  +  u*)  ^  «-  5  -  (1  +  u)  y{l  +  u*)  "'-W 
deelen  wij  na  de  beide  laatste  vergelijkingen  in  elkander,  zoo 
verdwijnt  m,  en  wij  hebben 

p  _{l-  u»)  (1  +  u) 
q  2uy2  ' 

of  na  herleiding  en  rangschikkiDg 

«»+!.»+  ^^  —  A«  —  1  =  O ;    .    .  (5) 
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en    nit  deze  derdemagtsTergelijking  kan  dan  de  waaide  van  u  be« 

p 
rekend  worden ,  zoodia  men  voor  de  verhonding  -  het  gegevene 

gefal  gesubititoeerd  heeft. 

De  waarde  fan  u  gevonden  sijnde ,  kan  s  volgens  (4)  berekend 
worden  door  een  der  formnlen 

*-''     l-«»      of  «  _.  ,  ^^^ X6) 

terwijl  dan  eindelijk  ar  en  y  door  de  fonnnlen  (3)  bekend  worden. 
Zij  b.  V.  gegeven  p  :7  55  en  g  =  — = — ,  dun  vordl  (6) 

*»•+«*+  ^«  —  1  =0, 

welke  vergelijking  men  vinden  zal  dat  eenen  wortel  u  =  |  heefl^ 
terwijl    de    beide   andere   wortels   onbestaanbaar   zijn.     Het    deze 
waarde    van    u   vindt   9ien   door  (^  terstond  s  =  100 ,  terwql 
dan  verder  door  (S)  gevonden  wordt  s  =  28  en  y  =:  96. 
CXC.     V  o  o  R  s  T  i  t. 
Door  J.  Bassar. 

Wanneer  men^  op  de  Mijden  van  eenen  driehoek,  buiienwaarU 
getijksijdige  driehoeken  beechryfi,  en  de  toppen  van  deke  ver- 
eenigi  mei  de  overstaande  hoekpunten  van  den  eersten  driehoek , 
zutten  deze  drie  vereenigingelijnen :  P,  aan  eïkanief  gel^k  M^n, 
en  2^.  eikander  in  een  aelfde  punt  snijden.  Men  vraagt  het 
bew^s  hiervan. 

(hoKiosT  door  J.  Bisaiir ,  W.  vak  Raarst  ,  Ja.,  H.  HiDDiuua* 
en  J.  S.  Spbijeb. 

OrLossmo  van  J.  Bassan. 

Laat  ABC  (tig.  135)  de  driehoek  zijn ^  D,  E  en  F  de  toppen 
dpr  gelijkzijdige  driehoeken  op  de  zijden  beschreven ,  dan  hebben 
wij  in  de  eerste  plaats  te  bewijzen ,  dat  de  drie  lijnen  AD ,  BE 
en  CF  aan  elkander  gelijk  zijn.  Hiertoe  hebben  wij,  in  de  drie- 
hoeken ABD  en  FBG , 

AB=FB,  BDi^BCenAoeilABDnrAoeifcFBCrrAoeilABC  +  BOO; 
die  driehoeken  zijn  dos  gelijk  en  gelijkvormig,  en 'derhalve 'fs 
AD  zr  CF.  Evenzoo  blijkt  de  gelijk-  en  gelijkvormigheid  der 
driehoeken  B&E  en  FAG,  waarin  dan  ook  BE  =  CF  is;  en  bq- 
gevolg  is  AD  ±2  BE  =r  CF. 

Om  in  de  t^ale  plaati  te  bewijzen ,  dat  deze  drie  IQnen  'elk)ni« 
der  IQ  een  zelfde  punt  snijden,  trekken  wij  aanvankeKjk  slechts  de 
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twee  lijnen  AD  en  CF ,  en  yereenigea  wij  baar  snijpont  G  met  de 
panten  B  en  E ,  waarna  wij  te  bewijzen  bebben ,  dat  BG  en  GE 
eene  regte  lijn  nitmaken.  Uit  de  reedt  aangetoonde  gelijk-  en 
gelqkTormigheid  der  drieboeken  ABD  en  f  BC  volgt,  dat  koek  GDB 
=:;  hoek  GCB  is  ^  om  den  vierboek  BGCD  kan ,  derbalve  een 
cirkel  beichreven  worden ,  en  nit  de  beaobonwing  van  4im.  eMel 
Tolgt  dan 

hoek  BGD  =zhoekBCD  =  W,  en  hoek  CGD  =  hoek  CBD  =  60«; 
de  boek  AGG  ,  die  bet  supplement  van  den  boek  CGD  is ,  is  dos 
ook  het  supplement  van  den  boek  AEG,  waaruit  weder  volgt ,  dat 
ook  om  den  vierboek  AGCE  een  cirkel  beschreven  kan  worden , 
en  de  beschouwing  van  dien  cirkel  geeft  dan 

Aoe*  EGC  =  hoek  fAt  =t  60°. 

IDe  boeken  EGC,  CGD  en  BGD  allen  hoeken  van  60''  zijnde, 
zoo  is  linnne  som  gelijk  aan  twee  regte  hoeken^  en  derhalve  maken 
BQ  en  GE  eene  i:^te  lijn  uit*.  i    .: 

AAiKiauRfi.  De  bevezene  stelling  ge^t  looweL  voor  stomp- 
als  scherphoekige  driehoeken.;  bij  de  SQherphoekige ,  en  bij  de 
stomphoekige  wier  stompe  boeken  kleiner  dan  120^  zijn,  valt 
bet  snijpunt  G  binnen  den  driehoek ;  bij  stomphoekige  drie- 
boeken  >.  die  ^n  grooteren  stompen  boek  hebben^,  valt  h^-  sq^- 
punt  G  buiten  den  driehoek ;.$!n  ingeval. pen  der  boeken» ,Kv«  de 
hoek  ABC,,  juist  gelijk  aaa  120^  mogt  wezen,  zou  bet  jnijgnnt  G 
W  bet' hoekpunt  B  van  dien  hoek  vallen.  .- 

CXCI.    Voorstel. 
Door  S.  Bassaii, 

Wanneer  men ,  uit  de  hoekpunten  A,  B  en  C  van  eencn  drie- 
hoek ABC  (Fig.  136),  loodlijn^  AD,  BE  en  CF  op  de  oter- 
'  slaande  •  «yVfefi  nedeHaat ,  en  dese  loodlijnèn  ydie  elkander  in 
eenig  puni  91  snijden^  Moodamg  tot  in  G^  R.  en  l  rerlengit 
4aiJ)G  —  MD,  EQ  =.  ME  0fi.FI  ^  l^F,  mj,  fiiJlen^  de  Me$ 
punten  A,  B,  C,.G^  E  en  l  óp  den  omtrek  van ,  eenen  cirkel 
liggen.    Éten  vraagt  naar  het  bewijs. 

Opgelost  door  J.  Bassan,  W.  van  Haabst  ,  Ja.,  H.  MiADiLBVEft 
*tfn„J/S,  SPEUsa.  .  •  ,    . 

Oplossiii«  van  J„  Bassan.  -   . 

•  .Ni^  de  lijnen  BG  en  CG  getrokken  (e  babbel^ ,  ,p»eiiea  wij  qp, 
dat  de  driehoeken  AMF  en  CMD '.gdijkrofniig  zjgn,  o^dat  zg , 
behalve  eeiiregten  h«ek,  ook  oog  in  het  punt  H  eea  overstaanden 
gelijken   hoek  hebben ,  en  dat  de  driehoeken  CMD  en  CGD  gdqk 
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eR  g^iijktonDiil  a^n ,  d»  beide '  regtkoelig  eu  ait  gelijka  xgden 
zamengesteld  xijnde ;  hiecait  Yolgt,  dat  de  'hoeken  FAM  en  DGG 
ieder  in  het  bijsonder  geUjk  aan  den  boek,HCD  zijn,  en  dat  der- 
hahe  hoek  BAG  =  hoek  BCG  ia.  Om  den  Tierhoek  AB6G  bn 
doa  een  cirkel  beschreven  Worden,  en  het  pont  6  ligt  derhalve 
op  den  omtrek  des  cirkels,  dien  men  door  de  ponten  A,  B  en  C 
kan  laten  gaan. 

Op  gelijke  wijze  bewijst  men  dat  het  punt  H ,  als  ook  dat  het 
pont  I,  op  den  cirkelomtrek  ligt  die  door  A,  B  en  C  gaat;  de 
zes  ponten  A,  B,  G,  G,  H  en'  f  liggen  dos  op  den  omtrek  Tail 
eeoen  cirkel. 

Is  de  driehoek  stomphoekig ,  zoodat  het  jont- H  boiten  den 
driehoek  valt,  zoo  als  in  Fig*  137,  dan  ,bUgft  de  «telling  en 
haar  bewijs  onToranderd;  slechts  zal  men  altijd  de  gelijke  stokken 
DG  en  MD,  EH  enJttE,  FI  en  Iff,  aan  weerszijden  moeien 
nemen  Tan  de  Toetponten  P_y  E  en  F  der  loodlijnen. 

Is-  de  -driehoek  rejg^bpekig ,  zoo  lilf^  ii^  Fig.  138,  dan  valt  het 
pont  M  in  het  hoekpuQQt  B  yan  den  regten  hoek ,  en  de  gelijke 
stokken  DG  =  MD^.en  FI,  =:  lIF  der  Toorea^nde  beide  figoreo, 
worden  dan  nol.  In  Üat  gcTal  zegt  ónze  stelling  dos  eeniglijk, 
dat  £H  =:  BE  loodregt  op  AC  genomen  'z^nde,  de  tier  ponten 
A ,  B ,  G  en  H  op  een  ciriieiomtrek  liggen. 

CXCII.    V  Q  o  m  s  T  t  i. 

Dóary.  BüLStn.    . 

Uit  de  hoekpunten  van 'een*  driehoek  p  om  u>elken  een  cirkel 
beschreven  is ,  heeft  men  ^  loodlijnen  op  de  overstaande  M^dsn 
nêdfirgehtetLj  en  tot  aan  den'  omtrek  des  cirkels  valemgd^  /m^ 
dien  nu  gegeven  'm^  3i'  stuKken  ^^dewer  l^nen ,  tusschen  de 
z^dén  des  driehoeks  en  den  omtrek  des  dirkéh  hegrepéHi',  begeert 
men  dien  driehoek' te  bepalen.  r  ;      .  .> 

OroBiosT  door  B.  MiDDtiBUBo,  W.  tAir  Haabst,  Jb.,  J.S.  Sraufa 
en  J:  BaSSAh. 

On,(AMnta'i)<m'B.  MioniLBilBa.  ' 
Indien  ABC  (Fig.  130)  de  bcdoeldë^  driehoek  •  Toerstelt ,  gaat 
de  cirkel ,  om  dien  driehoek  beschreTen ,  door  de  ponten  G  i  H 
en  I  in.  het  tV>^*Y|^  To^rat^l  aangewe^,  en  blqk^ss  :dat  ?oor- 
std^ajn  dan^'  hier  BG  ^  HD  ±t  ^a/  EH  =  ME  =  /&  en 
FI  =  HJF  ^r=;--<r.g0ge?«i.;"'.'  --■   -•:/  ^ 

:  S^lte»  >§  Bo  CM  =?  a?,  dan  i^   CP  =  y\9^'  -r  a*), 
CE=|/(4^?  ^A>.)eDqF2:^4?>|-». 
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Voort!  hebben  vij:  uit  de  gritjkviMiiMge  dnehodLea  QID  en  IMF, 
MD  :  CH  =  MF  :  iM, 
of  a  :  s  ^=z  c  :  IM^ 

CS*- 

doê  AM  =  — ; 

o 

uit  de  gelijkvormige  driehoeken  QHS  en  tUF, 

M£  :  CH=:  MF  :  BM, 

óf  fr  :  jf  =r=  e  :  BM, 

dof    •  BM  ^:  -Tj-i 

uit  de  gelijkvormige  driehoeken  CME  en  CiF, 

CE  :  CF  =  CM  :  AC  =  ME  :  AF, 

of  y{s^  —  6«)  ;  ir  4-  c  =  j?  :  AC  =  A  :  AF, 

duf  AF  =  — y--T nr\» 

en  AC  =  ^(^,  _  ity  ....  W    •    -  (1) 

nit  de  gelijkvormige  driehoeken  CMD  en  CBF, 

CD  :  CF  =  CM  :  5C  =  MD  :  BF, 
of  i/(4F»  —  a«)  :  ar  H-  c  :;=  i?  :  BC  =.  a  :  BF, ,. 

^^^,«  >-  a«) 

BC=.^£^^±45;.......(2) 

zijnde  dan,. verder. 

AB  =  AF  +  BF  =     ?^^^+..?^     +     M^  +  ^).,  .(3) 

loodat  vij  na  de  x^den  des  drieboeLs  allen  in  s  hebben  nitge- 
dmkt ,  en  het  er  nog  slechU  op  aan  komt ,  -  de  waarde  van  x 
te  vinden.  -  i       .  '    . 

Hiertoe  hebben  wij,  omdat  BC  en   AG    twee   koorden  |in    een 
ttlfden  drlel  zijn;    CD  X  BD  =  DG  X  AJ[)«  , 
of        CD  X  KBM'  —'  Mb«):=p  DG  X  (AM  +  MD), 
dat  ia  ...     ^....,.   •      ',:,'.'.,  •-.    ,,     ^,^.,_ 

K^r  -  «»)  X  y(^-^  -  a«)  =  a  X  (J  +  a) 

of  .       iy{s*  —  a«)  (c«ar«  —  aH*)  .=  *(«».+  .««)j  . 
deze  Yergelijkiog  in  het  vierkant  brengende  en  tervolgent  herlei- 
dende, verkrijgen  wij  eindelijk  de  derdemagtavergelljking     - 
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,» _ ^  _  __  :=  0..  .(4) 

waaroli  s  berekend  kan  worden  i  terwijl  dan  venter  de  fermnlen 
(1),  (2)  en  (3)  ter  berekening  ^an  de  zijden  des  dfieboeks  dienen. 

CXCUI.      VoOBtTBI. 

Door  J.  Bassar. 
Vii  het  middelpunt  van  den  ingeschreven  cirhel  eens  drie^ 
hoeks,  heeft  men  l^nen  noAr  jie  hoekpunten  getrokken ^  en  ^er- 
volgens  door  ett  hoekpuni  eene  loodlijn  ^op  de  naar  hetzelve  ge- 
trokkene  lijn  gesteld.  Zoo  nu  de  mijden  gegeven  asijn  van  den 
driehoek  ,  door  de  mgding  der  drie  genoemde  hodlijnen  oni- 
staan^  begeert  men  in  deze  gegevens  den  straal  van  den  genoemr 
den  dfkel  uit  ie  drukken. 
OrttBLosT  door  L  S.  Spbijbs,  J.  Bassih  e»  W.  tan  Haabst,  Jb. 

OrLoaaiva  van  J.  S.  Spbijbb. 
Zij  ABC .  (Fi^  139)  de  bedoelde  drieboek ,  M  bet  middcipant 
van  zijn  ingescbroTen  cirkel ;  indien  wij  dan  eerst  de  lijnen  UA , 
HB  en  MC,  eo  daarna  loodregt  op  deze  de  lijnen  EF,  FD  en  DE 
trekken,  zijn  EF  =:  a,  FD  =  i6  en  DE  r=  o  de  gegevens , 
waarin  wij  den  straal  MG  =  dr  des  genoemden,  cirkels  moeten 
nitdrakken.    Hiertoe  trekken  wij  de  lijnen  MD,  ME  en  MF. 

De  lijnen  MA,  MB  en  MC  deelen  de  boeken  des  drieboeks  ABC 
middendoor,  zoodat  wij  kunnen  stellen: 

heek  BAM  =  koekCm  =  et, 
hoek  ABM  =  hoekCBJiL  =  |3, 
hoek  ACM  =  hoekBCVl  =  r, 
als  wanneer  wij  dèdelijk  bebben 

«  +  P  +  y  =  000; 
merken    wij    nn   in   de   eerste  plaats  op,  dat  de  vierhoek  AMBF 
twee  regte  boeken  beeft  en  dat  alzoo  om  dien  vierboek  een  cirkel 
kan  besohreven  worden»  dan  blijkt  biemitdat  wij  hébbeti   .:.. 

AoeA  BFM  =  AoeA  BAE  =  « 
en  koek  AFM  =  hoek  ABM  =  0,        ;  . 

wordende  nit  de  bescboawing  der  tiérboeken  BMCDi  en  CMAE 
op  gdigké' wqze'aTgeleid,  daCmeni  bèeff: 

AoeA  CDM  =  P»    Aoet  3DilI  =  y, 
AflicAAÉM'=y,    Aoef  CEM  =:  «.      ,    .. 
Daar  dan  AoeA  FOM  =  y  betcomjAemeiU  is.  van  AosJb  EED 
=  «  +  ^,  moeten    DM    en   £F .  elkander  regl^oekig  .^j^en^ 
I.  Dbbl.  Sb 


Digitized-by  VjOOglC 


368  WISKÜNSTIGE 

maar   MA   is   regthoekig  op  EF,  en  derhalve  is  DNA.  eene  regte 
lijn;  blijkende  evenzoo  dat  ook  EMB  en  FMG  regte  lijnen  zijn. 

Na   is,  in    de   r^Hoekige  driehoeken  HCD  en  HGil,  CD  = 
MC  Cot/fi  en  £C  ±=  MC  Cai.»,  dos 

o  =  ED  =  EC  +  CD  =  MC  {Cot »  +  Cot.  p) 

en  MC  :;=: 


MC  =^ 


Sin.»  SiH.fi 
cSin^m  JSin.fi 


o» 

2bo 

*« 

a* 

2m 

+  *•  - 

e* 

Sin.  («  +  P)  ' 
modat  uit  den  regthoekigen  driehoele  MGG  f«rder  rolgt 

,  =  MG  =  MC  &*.y  _         5^-,.(^^p)        > 

waarvoor  wij,  omdat  «  +  ^  -i-  /  =;  90^  is,  ook  knnnen  schrijven 
_  c  Ca8.  {fi  +  y)  CoB.  {a  +  y)  Cos.  {»  -h  fi) 

Daar   nu    verder   uit  den  driehoek  D£F ,  diens  inhoud  door  / 
voorstellende,  gevonden  wordt: 

i«  j-  c*  —  a* 

.«,,.0 +  y)  ~  CM.EDF  —        ^ 

<7cw.  («  +  y)  =i=  Cos.  DEP 

€oê.{tt.  4-  P)  =  CW.EFD  =  ^      '   2a& 

en  &!».(«  +  P)  =  ^, 

zoo  gaat  hierdoor  de  vorige  waarde. ^an  4^  over  in 

_  (a>  +b^  —  c»)  (g^  +  0^  ~  A»)  {b^  -f  c*  —  g*) 
*  ~         .       ^  \6abo  X  I  ' 

hierin  eindelijk  vdw  /  de  bekende  waarde  snbstitaeremle ,  waar- 
door die  inbond  ia  do  zijden  b,  h  tn  c  nitgednikt  wordt,  hebben 
inj  ten  laatste 

4ai6o |/(a  +  A  +  c)  {a^b  —  c)  («  +  ©  —  £►) (i  +  c  —  a)' 
AiKBiBKiHo..  Uit  de  opIossÏDg  Vdgt,  dat  het  middelpunt  M 
van  den  cirkel-,  in  den  drrehoek  ABC  beschreven,  geen  ander  is 
dan-  het  gemeenschappefijk  shijpani  der  loodlijnén,  die  in  den 
driehoek  DEF  uit  de  hoekpunten  op  de  overstaande  zijden  worden 
nedergelaten. 
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CXCrV.    V.  o  o  ft  •  T  1  L. 
Amt  J.  Baman. 
«   2>e  iniegraal  te  vinden  van  i^y^Sec.  0. 
OfQtuwt  door  J.  S.  Sfbijir  «n  W.  L.  Itaiigh. 

0»toMiir«  rof»  J.  S.  Spbi/br. 
Indien  wij  Sec.0  =  jt*  stellen,  is 

dos         ;^4)=      >^'        -^       2ér.      '-:« 


en  ^0K&c.  (p  z=z  .   ^.^     ^^  = ^^^ 

>/(**,  -  1)       K*'  -  IKf»  H-.iy 

Omdat  echter  door  geeperW  kanstgrcèpte  geügker  t^  |/(x*  —  1) 
en  |/'(s'4-l)  rationaal  kannen  gemaakt  -jr^rden,  moet  de.  ge- 
vraagde integraal  door  eene  reeks  benaderd  jf orden. 

1  ^ 

Te   dien   einde  stellen    wij  ^  izr  -   én  das  is'tn  — .  — - 

hierdoor  wordt  .    , 

^s^  _  i)(^s  ^  1)  =  ^(i'  _  V)  =  -  2?*(l  -  i^*)     *, 

1   .  •    ^.    .•..;■  . 

i^nde  dan  a'  =  ^  =  (^.(^  en'«  -ts^t  yCoê.0. 

Ontwikkelen  wij  na  (I  —«*)"■*  door  de  -  binomiaalformale 
tan  tftWToii ,'  dan  komt  er  ' 

-2jfa  ^.    f^^l  .       13  ,    -iS'5  ;,  1 

dus  xotf  w^  term  raor  term  ■iiitet;i«m 

en  n»  «q  hierin  voor  s  wederom  hare  waarde  ichruTen 
velke  reeks,  omdat  Co8.<P  <  1  ï<9  altijd  convergeert 

CXCy.      Vo0ft81)BL. 

'■"       '  -.    i>ow'-Ji;Bis8dsir:../.ï  '■-■'•    ■*"^' 

A»  «üftyriwl  te  wmhIm  WO»'  af^i^l  -♦•  »k40-'       .-^"'^ 
Omuost  (foor  W.  L.  IrAiroB,  J.  Bassan  en  J.  S.'Sritfi«4. 
Bh  2 
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OfLOMiRo  tam  W.  L.  Itixm. 

1  +  Co$,(h 
Omdat  1  +  Sec.0  =    — j; — ^r—    is,  steOea  wij 

Cof •  (p 

Co9.0  =  dp,  dof  0  =  BoogCa§.s  en  2f0  =r       *"" 


dan  wordt 

Nemen  wq  nn  de  algemeen  bekende  fiirmole 

en  tteOen  wig  daarin  r  ^  ^ ,  aoo  ^den  wij 

of,  hierb  toot  9  hare  waarde  Cw.^  stellende, 
fi(pf/{l  +  Sec.0)  =  Boyf{Coi.Fen.=  2Co».^)  +  C. 
CICVL    VooasTBL. 
Door  S.  DiK|  GoBHtt. 
De  integraal  te  vinden  van 

;<«  -  4#^  +  esM^^  -  1)  . 

^^  ~  40*^  +  (41«»  —  25s)  |/(#*  —  1)  —  40**  ^ 
OroiiosT  (feor  S.  Die  ,  Go&hss.  »  }.  BiMiir ,  J.  S.  Spbubb   e» 
W«  TAi  Haaist,  Jb. 

OpLostiHo  van  S.  Oik  ,  Cobh». 

Sehrigfen  w^  den  opgegofen  vorm  fooreerat  in  de  gedaante 
_  2a?*  +  3<rV(s*  —  1) 2is 

^^  ~  40*»(**  ^  l)+(ie** +2ö  (#*  —  !))  !/-(#*  _1)"V 
en  stellen  w§  venrolgens 

«*=-^--j,    dos    21Vep.Log.9  =z  —  Wep,L<^.Sin.(p^ 

dan  Tolgt  daaruit 

—  :»^;  "7"  —  ~\s^  ^*' 

en 

Bfcngeo   w^  ai  dew  mumbn  in  den  te  inteptrai  nhn  'over, 
WO  koot  er 


Digitized 


by  Google 


o  P  6  i  V  E  N.    N«.  196  en  197.  XI 

2  3      Co$.0 


of  D.  herleidins  ïjr  =  -  ^(4"!^^^^- 

Na  Tindèn  w^,  voIgeDs  bekende  fbrmalen  (rie  L  R.  Scuidt, 
Z>sf.  «f»  InL-Rei,  5  2S4  en  256) 

^2  +  3Cw.<^)^^_      2      g»i».<^  7  f_J±__ 

J   (4  +  6(7m.<^)»   ""      9'4  +  6Ci».<^"^9«'4  +  6Ca..<>' 

JïTTC^  -  i'^'P-'^'  i  +  5Co,.<p     '     '■ 

en  hierdoor  woidt  dan 

Uit  *«=^jj^folgt«i».0=^en(7ö..0=-j^4f*-l), 

en  dese  waarden  in  de  reeds  Terlrcgene  nitkoouC  oferbrengende, 
komt  er  eindelijk 

_2___1___       ^a;     /       6^>+4^s*— 1)+8 

y  — 9'4*«+5|/(iP*-l)     27^*-^-    4s«  +  6|/-(s*-l)   ' 

waarUg  nn  eene  willekeurige  atandvastige  kan  gevoegd  worden. 

GXGVn.    VooasTiL. 

Bow  S.  Dik,  CoaRsi. 

1h  waarde  van  y  te  vtniien,  uii  de  tefgelyking 

_   {4asy#  -  (s>  +  1)*  iy]  y{s^  +  1) 

^^'  -  (nk^)(*»  +  1)  y 

Omilost  <^oor  S.  Dik,  €oain.,  W.  tin  Haaist,  Ja.,  J.  S.  Spiiiaa 
e»  W.  L.  Itakov. 

OnosaiHo  «of»  S.  Dik  ^  GiEHas. 

Stellen    wij    »«  =      _  *,  dan    i«    2s}lx  =       _     ,^ , 

.. ,. , = j4_,  K.. + .) = '^yi:*'',  -- 

den  waarden  in  de  opgegevene  veigelgking  orerbiengende,  komt  er 

2;fs       _  1(1  —  «)«        (1  —  <)»J^  !-.« 

(i  —  *)»  ~  2wy|^ 

1  —  s 

BbS 
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of  na  herleidÏDg 

■mamwt  vij  ooL  MnKm  tehrqfen 

^»-^i^xi^  =  ^' ^'^ 

Deie  rergd^king  (ten  toiin 

ify  +  yPjf  jf  ==  Q2f» 
hebbende ,  waarvan   de  integcaal  i(  (zie  I.  R.  ScraioT ,  i>>^.  e» 
IfU.  «e*.,  5  286) 

y  —  •  ■     y  •       Qaf», 

ZOO  Tind^  ^  hm,  door  P  =:  — ; jz  en  Q  :=  a  te  nemen: 


Om   na  nog   de   laatitaangewezene   integratie   uit   te    Toeren, 
«teBen  wij  m  +  y^l  +  «»)  =  u, 

dan  volgt  daamit- 

en  ^  Mbbèn  alzoo 

dat  is  na  integratie 

_    1    f  gW'H  OU"-'     1 

'^  ~  •"  i  2(1»  +  ;1)  ■•■  2(«  —  1)1 

= ;?  +  ;n-irT  {*("  -  1)  •  +  *(*  +  1)  y 

of  zoo  wij  Toor  «en  -  wederom  de  waaiden  itellen 

y  =  ^(-.+H.l+*«)}-+=2^^^-;;T^.(2) 
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Deze  Uitkomst,  namelijk  de  Tergelijkinj^  (2)  alt  integraal  der 
tergelijking  (1),  tindt  meo^  zonder  de  tot  baar  dienende  bewer- 
kingen of  herleidingen,  opgegeven  in  het  3de  Voorb.  van  §  285 
Tan  het  reeds  genoemde  werk  Tan  I.  R.  Schmidt. 

Daar  eindelijk  uit  x*  =   ■ volgt,  dat  wij  hebben 

_^  j     en    KVi  -f  «  ;  —       ,,  ^  j      . 

zoo  verkrijgen  «ij ,  Toor  de  begeerde  waarde  van  y , 

_^ M^'-l)+I/^4;*+l)V»   iuii^(s*+l)  .      a(^'-l) 
y-^l  a;»  +  l  ƒ  +(n«_JX^«+l)    (»«_1X*»+1) 

of  wel 

y-^i — ^nn — 1  '^;ïni\ — ^?i+i — 1- 

CXCVUl.      V   o    o   B   8   T    I   L. 

2>aor  L.  Cohih  Stdiiit. 

Aan  eene  kromme  van  den  tweeden  graad  m^  twee  raalü^nen 
getrokken ,  die  elkander  in  eenig  punt  O  mijden ,  en  eervoigem 
wijn  de  hoeken ,  door  deae  raaklijnen  gevormd  ^  middendoorge- 
deeld.  De  hiertoe  dienende  deellijnen  endden  de  lijn^  die  de 
raakpmOen  vereenigt,  in  twee  punten.  Wanneer  §nen  nu  door 
een  deaer  punien  eene  willekeurige  l^n  trekt ,  die  de  kromme  in 
twee  punten  P  em  Q  m^fdt,  en  vervolgene  dejse  punten  f  on  Q 
mei  het  puni  O  vereenigt ,  worden>  de  hoeken ,  waaronder  de 
l^nen  OP  ei»  OQ  elkander  endden ,  door  deeelfde  Ujnen  midden- 
doorgedeèld  ale  de  hoeken  door  de  raaklifnen  gevormd.  Men 
vraagt  het  bew^  Uervam. 

Opoklost  door  J.  Badon  GiUBiir  e»  L.  CoHkii  Stuabt. 
OpLotaino  tan  J.  Bados  Ghijbbn. 

Laten  OM  en  OM'  (Fig.  140)  twee  raaklijnen  aan  eene  kromme 
▼an  den  tweeden  graad  zijn ,  die  elkander  in  O  snijden ,  dan 
staan  de  li|nen  OX  en  OT »  die  de  hoeken  dezer  zaaklijnen  mid- 
dendoordeelen ,  regthoekig  op  elkander  in  O. 

Deze  raaklijnen  OX  en  OT  tot  assen  van  onderling  regthoekige 
coördinaten  aannemende,  stellen  wij  de  vergelijking  der  kromme 
voor  door 

<wr"  +  A«y  +  cy*  +  4»  +  ey  -H  /  =  O,  .    .  (1) 
en  die  der  raaklijnen  OH  en  OM'  respectievelijk  door 

y  =  mx (2) 

en  y  =  —  iwj?,.    .    .    .    .    .    .    .  (3) 

Bb  4 
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dan  is  de  voorwaarde  Terndd,  dat  deze  lijnen  uit  den  oorsprong 
getroUen  tijn  en  aan  weerszijden  gelijle  hoeken  met  OX  maken. 
Stellen  wij  r  en  s  voor  de  coördinaten  van  het  pont,  waarin 
de  kromme  door  OSI  geraakt  wordt,  (in  onze  Fïganr  het  pont  R), 
dan  hebben  wq ,  folgens  (1)  en  (2) 

ar*  ^  bn  +  cê*  +  ir  +  €8  +f  =:z  O 
en  s  =  mr, 

waaroit  door  verbinding  volgt 

(fl  +  bm  +  cm*)  r«  -h  (rf  +  ««)  r  -H  ƒ  =  O  j.  .  (4) 
daar  de  lijn  OM  de  kromme  raakt,  moet  deze  vergelijking  twee 
gelijke  waarden  voor  r  geven ,  en  dus  moet  haar  voorste  lid  een 
volkomen  vierkant  zijn,  waartoe  wij  moeten  hebben 

4/(a  +  *»  +  cm*)  z=  ((f  -f-  em)*,  .  .  .  .(6) 
en  de  vorige  vergelijkhig,  na  met  4f  vermenigvuldigd  te  zijn, 
gaat  dan  over  in 

{d  +  em)*  f»  +  i/{d  4-  e«)  r  +  4/*  =  O 
of  {(rf  +  em)r-H2/}«  =0, 

waamit  volgt         r  =  —        / — ,  I 

^^  +  «"  l (6) 

2fm     l    .  ^' 

en  ê  :=z  mr  =1  '^  --—^ .1 

d  -^  em) 

Stellen  wij  r'  en  «'  voor  de  ooosdinaten  van  bet  raakpunt  d«r 
lijn  OM'  met  de  kromme,  (in  de  Figuur  het  punt  R'),  dan  vin- 
den wij ,  geligkerwijs  uit  (1)  en  (S) 

(a  _  ^  +  cm*)  f'»  +{d  —  em)  f'  +  ƒ  i=  O,  .(4') 
4/ (a  —  ^  +  cm>)  =  (rf  —  em)» ,  .    .    .  (5') 

.'  = ?L^  1 

.  ^  --  «^'  i  ....  (6') 

s'  =  —  mr'  =  -I-  —J. 1 

Cf  —  em  J 

Yoor  de  vergelijking   der  lijn,  die  de  beide  raakpunten  ver- 

eenigt,  (in  de  Figour  de  lijn  BRQ,  hebben  wij,  omdat  deze  Iqn 

door  de  punten  (r,  s)  en  (r*,  $*)  gaat, 

y  -  s  =  ^rzr;  (^  ~  *')' 

of  door  hierin   de   waarden  (0)  en  (6')  te   substitueren,  na  her- 
leiding dar  4-  ey  +  2/  =  0; (7) 

de  snijpunten   van  deze  lijn  met  de  assen  OX  en  OY  (in  de  Fi- 
guur de   punten   S  en  S')  worden  gevonden  door  in  de  vergelij- 
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kiog  (7)  beartcliDp  y  =  0eiijp=:0te  stellen.  Be  afstan- 
den, waarop  deze  sn^punten  tan  den  oorsprong  gelegen  zgn, 
A  en  Jt  noemende,  (njnde  dan  in  de  Figaar  OS=AénOS's=il}, 
hebben  wij  alzoo 

A  =  -  ^    en     *  =  -  ^  .....  (8) 

Treilen  wij  de  vergelijkingen  (5)  en  (6')  van  elkander  af,  dan 
▼inden    wij,   na    de  komende   verjelijking   door  4m  gedeeld  te 

hebben,  terstond  2^/  =  de,  •    .    . (9) 

Toor  de  voorwaarde ,  waaraan  de  coëlficiënten  der  vergelqking  (1) 
moeten  voldoen,  opdat  de  beide  raaklijnen,  uit  den  oorsprong 
aan  de  kromme  getrokken ,  hoeken  vormen  die  door  de  coördi- 
natcn-«ssen  middendoorgedeeld  worden. 

Beschoawen  w^  verder  twee  uit  den  fwrsprong  getrokkene  snij- 
lijnen,  (in  de  Fignnr  door  ON  en  ON'  voorgesteld),  die  aan 
weerszijden  gelijke  hoeken  met  de  as  der  »  maken,  dan  kannen 
wij  voor  de  vergelijkingen  dezer  lijnen  nemen 

y  =  fu?  en  y  =  —  iu?j.,.  ..  (10) 
laten  voorts  p  en  9  de  coördinaten  van  de  snijpnnten  (in  de  Fi- 
gnur  P  en  P')  der  eerste  lijn,  p'  en  q'  die  van  de  snij  ponten 
(in  de  Fignor  Q  en  Q')  der  tweede  lijn  met  de  kromme  zijn, 
dan  geraken  wij ,  op  dezelfile  w^ze  als  waarop  boven  de  verge- 
l^king  (4)  gevonden  is,  tot  de  vergel^kingen 

(fl  4.  fa»  4.  cii>)  p«  +  (c/  +  en)  p  +  ƒ  =  O 

en     (a  ^  in  +  cn^)  p'*  +  (J  —  en)  p'  +  ƒ  =  0; 
vermenigvoldigen     wij    na    de   eerste   vergel^king   met  p'^ ,   de 
tweede    met  p* ,  en  trekken  wij  ze  daarna  van  elkander  af ,  100 
komt  er 

2Anp«p'«+d|pp'(p'-p)+enpp'(p'+p)+/(p'+p)(p'-p)=0, 
of  met  ƒ  vermenigvaldigende  en  daarna  volgens  (9)  2hf  =  ie 
sobstitaerende , 

A„p«p'»+rfyi^'(p'_p)+e/«pp'(p'+p)+/«(p'+p)(p'_p)=0; 
en  hiervoor  kannen  wij  schrijven 
*p'{e«pp'+/(p'-p))+/(p'  +  p){«npp'+/(p'-p)}==0 

«f       {*p'+/(p'+p)}x{«w'+/(p'-p)}=o.  .  (U) 

Aan  deze  vergelijking  kan  voldaan  worden,  door  elk  der  beide 
fittloren  afzonderlijk  gelijk  nol  te  stellen;  zij  wijst  dos  twee  ver- 
schillende belrekkingen  aan,  die  er  tosschen  de  abscissen  p  en  p' 
van   twee  panten  der  Iromme  kannen  bestaan,  opdat  de  lijnen, 
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uit   deze   ponten    naar  den   oonproog  loopende,  aan  veerazijden 
gelijke  hoeken  met  de  as  der  «  maken. 

De   lijn,  die  door   de   angpnnten  ,(p ,  9)    en   (p',  9')  gaat, 
heefl  tot  vergelijking 

of,  omdat  volgens  (10)  q  =z  np  en  q'  =  —  np'  is, 

P      —    P 

dat  is  na  herleiding 

~(p'  +  p)  +  y  (P'  —  P)  —  2»pp'  =  Oi .  .  (12) 
en  deze  teigeiijking  gaat,  naar  gelang  vij  den  eersten  of  tweeden 
factor  van  (11)  gelijk  nol  stellen,  dat  is  naar  gelang  wq   hebben 

■  i  "  «» 

over  in 

«*»  (P'  +  P)  +  rfy  (P'  —  P)  +  2nfip'  +  P)  =  O 
of  ms(p'  +  p)  +  vip'  -  P)  +  2/(p'  -  p)  =  O, 
waarvoor  w^  door  midd^  van  de  waarden  (8)  'langen  (chrqven 

»w(p'  +  p)  +  s(p'  —  p)  =  «aCp'  +  p).  .  •  (13) 

eo  i,s(p'  +p)  +  y(p'  _  p)  =  *(p'  -  p)   .    .  (14) 

Het  nol  stellen  van  ^en  eenen  of  van  den  anderen  factor  der 
vergelijking  (11),  komt  overeen  met  de.  omstandigheid,  dat  men 
de  lijn  (12)  kan  beschoawen  als  uit  een  bepaald  snijpunt  der 
kromme  met  ON,  naar  haait  eene  of  andere  snijpunt  met  ON' 
getrokken  te  zijn;  de  vergelijking  (13)  behoort  dan  tot  de  eenCi 
de  v<eigelijking  (14)  tot  de  andere  vereenigiogslijn ;  maar  ook  op 
ON  kan  men  het  eene  of  het  andere  snijpunt  kiezen ,  en  elk  der 
veigelijkipgen  (13)  en  (14)  behoort  dus  tot  twee  vereenigings- 
lijnen ,  ^oodat  van  de  vier  vereenigtngslijnen  (in  de  Figuur  PQ , 
P'Q,  PQ'  en  P'Q')  elk  paar  dat  niet  uit  eenzelfde  sn^punt  ge- 
trokken is,  tot  dezelfde  vei^ijking,  hetzij  (13),  hetzy  (14) 
behoort. 

Aan  de  veigdijking  (13)  voldoet  y  =  O  en  j;  =  A;  de  ?er- 
eenigingslqnen  in  die  vergelijking  begrepen ,  gaan  dus  door  het 
fmnt,  waar  OX  door  de  vereenigingslijn  der  raal^ponten  gesneden 
wordt;  (dit  is  in  de  Figuur  gaan  PQ  en  P'Q'  door  het  punt  S). 
Aan  de  vei|felijkiog  (14)  voldoet  dr  ;=  O  en  y  =  A ;  de  ver- 
eenigingslijnen  in  die  Tcrgclijking  begrepen ,  gaan  dus  door  bet 
punt    waar   OY   door   de   vereenigingslijn    der   raakpunten  wordt 
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gemeden^  (dat  ia  in  de  Figaur  gaan  P'Q  en  PQ'  door  het 
pont  S^. 

Uit  het  aangetpQndè  volgt  nn  hij  omkef^riog  onoaiddellijk  het 
begeeide  bewijs*  Want  zoo  b. v.  eene  lijn,  nit  S'  getrokken, 
de  kromme  in  Pen  Q'  aneed,  zondv  dat  kpek  POX  :=  hoek  Q'OX 
en  dos  zóó  dat  b.  ▼•  koek  POX  )  hoe^  Q'OX  vare,  zon  men  nit  O  eene 
l^n  OU  knnnen  trekken ,  zoodanig  dat  men  had  AoeA  UOX  = 
koek  Q'OX;  en  U  het  snijpant  dezer  lijn  OU  met  de  kromme 
verbeeldende  9  zon  dan  volgens  het  bewezene  de  lijn  die  U  en  Q' 
tereenigde  door  S'  gaan.  Maar  dit  is  onmogelijk  omdat  de  drie 
pnnten  P»  U  en  Q'  d^  kromme  niet  in  eene  regte  lijn  kannen 
liggen*  Derhalve,  indien  eene  lijn  nit  S'  getrokken  de  kromme 
in  P  en  Q'  snijdt ,  zal  koek  POX  ==  koek  <}^X  z^n  ^  dat  is 
de  hoeken  der  lijnen  OP  en  OQ'  worden  door  de  lijnen  OX  en 
^OY  ïniddendoorgedeeld. 

AiHKKiAiHoiv.  1^.  De  vergelijking  (7)  kan  ook  gemakkelijk 
a^eleid  worden,  nit  de  algemeéne  vergelijking  'van  de  raaklijn 
aan  eene  kromme,  namelijk  uit 

waarin  a;  en  y  de  coördinaten  van  ^het  onbepaalde  raakpunt  ver- 
beelden, terwijl  JT  en  y  die  van  een  onbepaald  pont  der  raaklijn 
i^n.  Het  d2ffi*rentjaaI-qnotiënt  nit  |1)  opgemaakt  hierin  overbren- 
gende, komt  er,  voor  de  vergelijking  van  deiaaU^n  aan  de  kromste 
van  den  tweeden  graad, 

dat  ia  na  lierldding 

(^MH^+i)X'ii2oi/+b3hH)Y-^^  , 

öf  zoo  wij  hierib^  het  dobbel  van  (t)  optellen, 

(2a*+6y^Hi)2:H-(2cy+AaH-^)r+dlii^4^  .  (15) 

Gaat  na  deze  raaklijn  door  den  'OCHrapiopg ,  dan  moeten  X^  O 
en  y  1=  O  aan  de  vergelijking  (16)  voldoen ;  derhalve  moeten 
decouidinatcQ  van  het  raakpnnt  .voldoen  ajui  de  .vergelqking 

cfap  +  ey  +  2/ =:  O, 
dat  ia:  het  radipant .moet  gelegen  zqn  op  de  regte  lijn,  die  tot 
de  laatate  vergelijking  behoort.  Deze  voorwaarde  geldt  voor  de 
beide  raaUiyuen,  die  men  nit  den  poraprpng  aan  ^e  kromme  kan 
trekken ;  de  katite  ^veiselijking  behoort  dna  tot  de  Tegte  )ijn ,  die 
de  beide  raakpunten  vercepigt. 
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29,  De  ooordinateD  der  geaoemde  raakpnnlen  voidoeD  dan  aan 
de  beide  fergelgkingen 

«P*  +  ft*y  +  cy»  +  ite  H-  «y  +  /  =  O 
en  ds  +  ey  =z  —  2f, 

waarvan  de  eertte ,  door  middel  fan  de  tweede ,  f erandert  in 
aar»  +fcry  +  «y*  =ƒ 
Zoo  w^   na  de   laatste  vergelgking  met  4/  vermenigfnldigen , 
en  verrdgens  aftrekken  tan 

komt  er 

welke  veigelijkiiig  geene  bestaanbare  waarden  toor  s  en  jf  kan 
toelaten»  tenzij  men  Lebbe 

(d._4<|0(«»-4^<(A-2i/)» (16) 

Deie  vergel^king  (16)  behekt  dos  de  Toorwaarde ,  waaraan  de 
ooêiBciënten  der  fergdqlung  (1)  moeten  voldoen,  opdat  bet  moge- 
l^k  cij»  uit  den  oorsprong  raaklijnen  aan  de  kromme  te  tr^en. 

Wazmeer  nn  bovendien  de  boeken  dezer  raaklqnen  door  de  assen 
middendoorgedeeld  worden,  zal  men  volgens  (9).bebben  (fe  =26/, 
waardoor  de  voorwaarde  (16)  verandert  in 

(d»  -  iafiXe*  -  4c/)  <  Oj 
in  dit  geval  moeten  dos  d*  •—  4a/  en  e'  —  4^,  een  vaa  beide 
positief  en  een  van  beide  negatief  zqn. 

3^.  Brengen  w§  de  raaklqn  (16)  door  bet  pont  welks  coördi- 
naten zqn  0<  en  kf  (in  de  Fignor  bet  pont  S'),  dan  moeten  & 
coördinaten  van  bet  raakpont  toldoen  aan  de  Tergelqking 
(2cy  +  **  +  e)»  +ds  +  sy  +  2/  =  Oj 

2/  de 

bierin  volgens  (8)  en  (9)  sobstitaerende  k  = ^  en.  6  =  ^, 

▼efandert  die  yergelgking  in 

(««  -  icf)y  _  q 
e 
Hieruit  en  vervolgens  nit  (1)  vindt  men  dan ,  voor  de  coöcdi- 
natea  van  bet  nakpont, 

^    ,=.,  .=--±H^--«<'...(„) 

Brengen  wij  eebter  de  raaklijn  (16)  door  bet  pont  welks  coör 
dinatcn  zijn  A  en  O ,  (in  de  Fignar  bet  pont  S) ,  dan  bebben  w^ 
{2ax  +  by  +  d)k  +  ds  +  ey  +  2/  =  O, 
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2/  ifa 

e 
waaruit  dan  voor  de  eoördinaten  van  het  raalpont  volgt 

*  =  O    en    y  = ^ — • \  .  .  (18) 

Dnr  na^  zoo  als  wij  aantoonden,  d^  —  taf  en  e*  —  4c/ 
niet  gelijktijdig  positief  kunnen  zijn ,  kannen  ook  de  waarden  (17} 
en  (18)  niet  gelijktijdig  bestaanbaar  zijn.  Hieruit  volgt  vooreerst^ 
dat  de  assen »  die  de  hoeken  der  uit  den  oorsprong  getrokkene 
raaklijnen  middendoordeelcn ,  niet  beide  door  de  kromme  gesne- 
den kunnen  worden;  en  ten  tweede^  dat  slechts  uit  een  der 
beide  punten  (O,  k)  en  {h,  0)  raaklijnen  aan  de  kromme  kannen 
getrokken  worden  j  zullende  de  raakpunten  dan  gelegen  zijn  op 
de  as  der  s,  of  op  die  der  y,  naargelang  het  punt,  waaruit 
zg  getrokken  kunnen  worden ,  op  de  as  der  y  of  op  die  der  s 
ligt.  (In  onze  Figuur ,  waar  de  kromme  de  as  der  a  snijdt , 
kannen  dus  uit  het  punt  S'  p  op  de  as  der  y  gelegen ,  raaklijnen 
aan  de  kromme  getrokken  worden ,  die  haar  jui^t  in  hare  snij- 
punten met  OX  zullen  raken.) 

CXaX.    VooasTBL. 
-     Door  P.  H.  VAR  DIB  Mbülbb. 

De  tergelgking  der  kiomme  l^n  ie  vinden,  lange  welke  een 
Ugckaam  in  gel^ke  tijden  gel^ke  verticale  hoogten  doorvak. 

Omblost  door  P.  H.  vin  dbb  Hbvlbr  ,  W.  vab  Haabst  ,  }b.  » 
E.  OuviBB,  Dz«sfi  J.  S.  Sfbijbb. 

Opiossiko  van  V.  H.  vak  obb  Mbvlbn. 

Laten  AB,  BG,  CD,  enz.,  (Fig.  141)  oneindig  kleine  deelen 
van  eene  verticale  kronmie  Ign  wezen»  die  gelijke  verticale  hoog- 
ten A'B',  B'G',  CD'  enz.  hebben,  respectievelqk  hoeken  0i.^s, 
<^g,  enz.  met  den  horizon  maken,  en  achtervolgens  met  de  snel- 
heden r|,  V|,  v^y  enz.  in  gelijke  tgden  door  een  daar  langs  val- 
lend ligchaam  worden  ,dooiloopen;  dan  worden,  omdat  men  de 
beweging  langs  de  oneindig  kleine  boogjes  als  eenparig  mag  aan- 
meriuen,  die  gelgke  tgden  uitgedrukt  door 
AB  _  BC  _  Gd  _ 

c,         9%  ^% 

^         AV  B'C'.  CD', 

aaaar  nu  is  AB  =  ^r— 57-,  BC=--— r-,  CB  =  ^.     .   ,enz.; 
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dot  hebben  wij  ook 

A'B'  B'C'  CD' 


r,  Sin.  01         i?j  Sin.  0^         t>^  Sm.  0^  '' 

en  hiernit  tolgt,  omdat  A'B'  =  B'C'  =  CD'  =  enz.  it, 
«j  Sin.0\  =  r,  Sin.0^  =  v^  Sin.0^  =  enz. 

In  de  getochte  kromme  Hja  moet  dcu,  voor  elk  pont,  het  pro- 
duct van  de  anelhetd  inct  den  ainQS  Tan  den  bellingshoek  eene 
ttandvastige  grootheid  zijn.  Derbal?e  zal,  omdat  de  sintié  Tan 
den  helÜDgahoek '  ten  hoogste  de  eenheid  kan  wezen ,  de  anelheid 
het  kleinst  zijn  in  dat  pont  der  kromme,  waar  de  raaklijn  verti- 
caal loopt,  en  het  ligchaam  kan  alzoo  niet  op  de  foorgestelde 
wijze  langs  de  gezochte  kromme  vallen,  zonder  dat  er  eene  aan- 
vangssnelheid  best^t  Beschoawen  wij  den  val  als  te  beginnen 
in  het  pont  der  kromme  waar  de  raaklijn  verticaal  loopt,  dan  ia 
deze  aanvasgssnelheid  joist  de  genoemde  standvastige  grootheid; 
haar  door  c  voorstellende,  hebben  wij  dan  de  vergel^kiog 

V  Sin.  0  =  c , 
V  de  snelheid  en  0  den  hellingshoek  in  een  willekeurig  pont  der 
kromme  voorstellende. 

Het  genoemde  beginpont  als  oorsprong  van  onderling  regthoekige 
coördinaten,  en  de  verticaal  door  dat  punt  gaande  als  ès  ders 
aannemende ,  hebben  wij ,  volgens  de  bekende  wetten  van  den 
val  der  ligchamen  laogs  verticale  krömmè  lijnen, 

fj»  ==  c*  +  2gx, 
dooTg  de  versnelling  der  zwaartekracht  aangeduid  wordende.  Voorts  is 

Stn.  0  =      .    ■ --—  , 

en  derhalve  gaat  de  vergelijking  v  Sin.  0  z=i  c  over  in 

waiaróit  Tolgt,  do«r  jfy.af  te  zonderen, 

.   j^y==£fdsf.  .  : 

en  door  vervolgens  te  integreren 

2   st/Hgx 

behoevende  bij  deze  integraal',  geené  standvastige  gevoegd  te  wor- 
den, omdat  gelijktijdig  x  ea  y  nul  kgn. 

De  laatste  vefgelijkin^  Ja  nu  die  der  hegeerde  kromme  Ign, 
en  kan  lierleld  worden  tot 
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^  9c«      * 

als  wanneer  üj   onmiddelIijL   blijkt   tot  de  cnbiscbe  parabool  te 
behooren. 

Zij  APfi  (Fig.  142}  eene  parabool,  wier  top  naar  boven  gak^evd 
en  wier  aa  PQ  verticaal  geplaatst  is ,  dan  is  de  ontwondene  dier 
Lromme  eene  cobiscbe  parabool  COD ,  wier  beide  tallen,  in  bet 
leerpant  O  zamenlomende ,  alaaar  de  verticale  as  PQ  ralen.  .h 
no  p  de  '  parameter  der  parabool  APB ,  dan  is  OP  =  ^p ,  en 
zoo  wij  p  tot  oorsprong  en  OQ  tot  as  der  x  nemen ,  beeft  de 
ontwondene  COD  tot  vergelijling 

2c*  '    1  c' 

nemen  wij  drfs  p  =  -.—  of  OP  ==-.—-,  dan  gaat  de  verge 

lijking  van  GOI>  jwst  in  de  botengevoDdene  6Ver. 

Hierait  blijkt  dat  een  ligcbaam  langs  ejonen  tak  OD  der  cabiscbe 
parabool ,  met  eene  snelheid  c  ^=i  y{3g  X  OP)  nit  bet  pont  O 
moet  beginnen  te  vallen,  om  in  gelijke  tijden  gelijka  verticale 
hoogten  door  te  vallen. 

Neemt  men  op  de  verticale  as  PQ  een  pnnt  M,  boven  den 
top  der  parabool,  zoodanig  dat  PM  ==  iOP  en  MO  =  |0P  of 
OP  =  $  HO  is ,  dan  is  o  =  y{2g  X  MO).  Talt  d«f  een 
ligcbaam ,  dat  in;  het  pnnt  M  in  rbst  is »  aa&vankelqk  langs  de 
verticale  Ign  MO,  om  vervolgens  zijnen  val  langa  de  kromme  OD 
te  vervolgen ,  dan  heeft,  het  ia.  O  joist  de  snelheid  dje  bet  behoort 
te  faebfaen  >i*opdat  de  val  langs  OD  aan;  de  'gestelde,  voerwaavde 
beantwoorde. 

De  tijd,  dien  bet  Jii|;phaam.hiBsteedti  om  van  het  pnnt  O  naar 
eenig  ander  pont  van  OD  te  vallen  >  wordt  gevonden  door  de  formnle 

'^^,  _  y{»^*  +  afy*)  _  yjis^*  +  Hy*) 

~     '         t>  -   K{ö»  +  2ffir)  '  ^'- 

maar  wij  hadden  boven  reeds 

'      i^e^  +  2gs)  ._  ' 
Tt^ïM^^W^)  ~'' 

QUS   18  .  ï*  =   —     '  ... 

.    ,     .  '    '  •     c '        ' 

ot  '#=;:-.  en  dP  =  irf,  ». 
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waarbij ,   loo  wq   deo   tijd  van  het  punt  O  beginnen  te  rekenen , 

geene  atandvaatige  behoeft   gevoegd  te  worden.     In  elke  tgdaeen- 

heid  wordt  dua  cene  verticale  hoogte  o  langa  de  kromme  afgelegd. 

Be  tijdy  dien  het  ligchaam   noodig  heeft  om  van  M  naar  O   Ce 

c 
vallen   ia  blikbaar  - ',   nemen   wq  da»  e  zsi  g,  dan  ia  die  tgd 

o 
eene  aeconde,  terwijl  MO  =  |^   en  OP  =  jg  ia.     Voorta  u 
dan  s  ^:  gif  aoodat  het   ligchaam   van  O  af,  langa  de  kromnie 
OD  in   elke  iaeconde  eene   verticale   hoogte  g  doorvalt,  na  in  de 
eerste  seconde,  de  hoogte  MO  =  ^^  te  hebben  doorge vallen. 

De  hoogten  die  het  ligchaam  dan ,  zoo  wij  die  eerste  aeooode 
mederekenen,  na  verloop  van  1,  2,  3,  4',  5,  ènz.  seoooden  heeft 
doorgevallen ,  zijn  respeclievel^k 

igf  igy  igy  iS^  ig*  «»'•» 

zq  komen  juist  overeen  met  de  hoogten,  die  een  vrijvallend  ligchaam, 

dat  zonder  aanvangssnelheid  begint  te  vallen,  respectievelijk  in  de 

Itte ,  2de ,  3de ,  4de ,  5de  aeoondeo ,  enz.  doormlt 

CC     VooasTti. 

Door.  J.  Bidon  Ghubeit. 

In  eene  dunne  êlaaf,  die  als  eene  gél^Maéhige  Mwmre  regie 
/|fi»  kan  beêchauwd  worden,  begeert  men  een  cpkangpmU  ie 
kiezen,  zoodanig,  dai  die  staaf ,  onder  de  werking  der  xwaarte' 
hrackt  slingerende,  hare  sUngeringen  in  den  kortstmogel^ken  t^ 
ffolbrengt,     - 

OvoBiosT  door  J.  Bador  Ghijbiü  en  J.  S.  Sfbubb. 
Onoaanio  van  J.  Bidon  GnriaBN. 

Zij  AB  (Fig.  143)  de  bedoelde  staaf,  wier  zwaartepunt,  omdat 
zij  als  eene  gel^kalachtige  regte  lijn  moet  aangemerkt  worden ,  juist 
in  haar  midden  Z  ligt.  Nemen  w^  boven  dat  zwaartepunt  eenig 
ophangpant  O,  dan  komt  het  er  op  aan  den  afstand  ZO  soodanig 
te  bepalen ,  dat  de  staaf  om  O  zoo  spoedig  mogelijk  slingert ,  of 
dat,  zoo  S  het  alingerpnnt  van  de  om  O  slingerend^  staaf  voor- 
stelt ,  de  afstand .  der  anderling  afhankelijke  punten  O  en  S  zoo 
klein  mogelijk  worde. 

Te  dien  einde  stellen  wij  OZ  =  s,  OS  =s: y  en  AZ ^BZ  =  a, 
terwijl  wij  de  massa  der  staaf  doQr  2m  znllen  voorstellen;  dan 
wordt  vooreerst  het  moment  van  traagheid  van  de  halve  staaf  AZ, 
ten  opzigfe  van  het  pont  Z,  uitgedrukt  door  ia^m;  derhalve  is 
%a*m  het  moment  van  traagheid  der  geheele  staaf,  ten  opzigte 
van  het  punt  Z;  en  -door  hierbij  op  te  tellen  de  geheele  maasa 
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2m  der  staaf,  met  het  vierkant  Tan  OZ  =  x  Termenigmldigd , 
verkrijgen  wij  voor  haar  moment  van  traagheid,  ten  opagle  van 
bet  punt  O,  2m{|o*  -J-  «*]. 

Het  statisch  moment  der  staaf,  ten  opzigte  van  het  pnnt  O» 
is  blijkbaar  hare  massa  vermem'gvnldigd  met  den  afstand  OZ,  dat  is 

2mar; 
en  door  dan  óez9  waarde  in  het  gevondene  Aioment  van  traagheid 
te  deelen,  verkrijgen  wij,  volgens  den  bekenden   regel   ter  bepa- 
ling der  sfingerpnnten ,  • 

coodat  wij  slechts  de.  waarde  van  x  te  zoeken  hebben ,  die  jf  tot 
een  minimum  maakt. 

Door  difierenliatie  vinden  wij 

jTy  _  3a?»  —  g»  H^y  _        2a* 

}Sx  ~        3s*  ^"^    Zs*  ~  "*"  3j?»  ' 

en  2ien  dan  oogenblikkeltjk,  dat  men,  om  het  eerste  differenti- 
aalqootiënt  nul  en  gelijktijdig  het  tweede  positief  te  maken, 

3b  =  1  ai/i 
moet  nemftUi^  en  dat  dus  deze  waarde  van  dr,  y  tot  een  minimum 
maakt.     De  waarde  van  dit  minimum  is  dan 

y  =  f  a^/3. 
Neemt  men  dus  het  ophangpunt  O  op  eenen  afstand  OZ  =  {  iZ^S 
van  het  midden  der  staaf,  zoo  zal  zij,  om  4lat  pnnt  sliugerende, 
hare  slingeringen  in  den  kortstmogelijken  tijd  volbrengen. 

Beschrijven  wij  op  AZ  een  gelijkzijdigen  driehoek ,  en  laten 
wij  daarin,  nit  de  hoekpunten  A  en  Z,  loodlijnen  op  de 
overstaande  zijden  vallen,  elkander  in  M  snijdende,  zoo  is 
MZ  =  MA  =  lAZf/'S.  Nemen  wi)  dus  ZO  =  ZS  =  Zitf, 
zoo  is  O  het  begeerde  ophangpunt  en  S  het  overeenkomstige 
sÜDgerpant.  '  ' 

..CCI.    TooasTEL. 
Door  J.  Badon  GHiisiN. 
G^even   mijnde  de  korizontale  en  verticale  doorga/ngen  van 
een  vlak ,  begeert  men  in  de  as.  qo»  projectie  een  puni  te  vin^ 
den  f  dat  t^  een  gegeven  a/standvan  het  vlak  terwijderd  ie. 

OroBLosT  door  J.  Bador  Gbijbui,  W.  tah  Haahst,  Ja.  en 
J.  8.  SpiiJiH. 

Oplossing  van  J.  Badov  Gbubbv. 
Zij  OX  (Fig.  144)  de  as  van  projectie^  AA'  de  horicontale  eo 
I.  Diu.  Cc 
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AA'  de  Terticale  doorgang  van  het  gegeven  vlak;  indien  wq  dan, 
door  eenig  punt  a  van  den  horixontalen  doodeng »  eene  I^n  PT 
regthóekig  op  dien  dooigang  trekken^  en  dese  lijn  PT  tot  nienwe 
aa  van  projectie  willen  aannemen,  behoeven  wi]  slechts,  nit 
eenig  pont  B'  van  AA',  eene  loodl^n  B'B'  op  OX  te  laten 
vallen,  B'b'b'  evenwijdig  met  AA'  te  trekken,  en  hV  =  B'B' 
te  nemen,  om  uit  a  door  b'  de  lijn  aa'  te  knnnen  trekken ^  die 
den  nieuwen  verticalen  doorgang  van  het  gegeven  vlak  voorstelt; 
terwijl  dan  het  nieuwe  verticale  vlak  loodregt  op  den  horiaoatakn 
doorgang  AA'  staat  en  dos  b'ab'  de  standhoek  is,  dien  het  ge- 
gevene  vlak  met  het  horizontale  maakt. 

Stellen  wij  dus  ergens  op  aa'  eene  loodlijn  CD,  die  gel^k  aan 
den  gegeven  afitand  is ,  en  trekken  wij  door  haar  uiteinde  D 
eene  lijn  e'e  evenwijdig  met  aa',  vervolgens  eE  evenwijdig  met 
aAi  en  eindelijk  ££'  evenwijdig  met  AA%  dan  zijn  Ee,  EE'  en  ee' 
de  horizontale  en  verticale  doorgangen  van  een  vlak ,  dat  even- 
wijdig met  het  gegevene,  en  daarvan  op  den  afitand  CD  verwij- 
derd is.  Dit  vlak  eE£'  snijdt  de  as  van  projectie  OX  in  het 
punt  E;  het  punt  E  zal  dus  mede  op  den  gegeven  afstand  van 
het  vlak  A'AA'  verwijderd  zijn,  en  is  bijgevolg  het  b^eerde  punt 

Door  de   loodlijn  CD  aan  weerszijden  van  aa'  te  plaatsen  ,  zal 

men  blijkbaar  in  de  as  OX  twee  punten  E  verkrijgen,  die  aan  de 

vraag  voldoen  en  aan  weerszijden  even  ver  van  het  punt  A  liggen. 

ecu.    VooasTEL. 

Door  J.  Badoh  Gfluaaff. 

Gegeten  Mijnde  de  horimontale  en  verticale  projediën  cm 
eene  regie  lijn,  zoo  mede  pan  een  puni  buOen  die  Ujn^  begeert 
men  de  projeciiën  te  construeren  van  eene  andere  l^n,  die  door 
het  gegeven  punt  gaat  en  de  gegevene  /^n  oftdlsr  een  gegeven 
hoek  en^'dt. 

Opoilost  door  J.  Bados  Gbijsbn,  W.  vah  Hiia»,  Ji.  eu 
J.  S.  SpEiJia. 

OpLossiaa  van  J.  Bidon  Gsubbn. 

Zij  OX  (Fig.  145)  de  as  van  projectie,  A'B'  de  horizontale  en 
A'B'  de  verticale  projectie  der  gegevene  lijn,  C'  de  horizontale 
«n  C'  de  verticale  projectie  van  het  g^even  punt,  dan  beginnen 
wij  met  het  projecterende  vlak  der  lijn  op  het  horizontale ,  om 
hare  horizontale  projectie  neder  te  slaan  op  het  horizontale  vlak. 
Hiertoe  construeren  wij  eerst  het  punt  P,  waar  de  lijn  het  hori- 
zontale vhk  ontmoet;  vervolgens  nemen  wq  in  de  Ign  een  wille- 
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keurig  pont  iQ',  Q^  en  itellen  in  Q'  op  k'B'  eene  loodlijn  Q'Q^ 
die  in  lengte  gelijk  1$  aan  de  boogte  van  bet  pont  Q'  boven  do 
as;  indien  wij  dan  PQ  trekken ^  is  dit  de  lijn  {k'h\  A'fi")  in 
baar  projecterend  vlak  op  bet  horizontale  neergeslagen* 

Nemen  wij  dit  neergeslagen  projecterend  vlak  als  nieow  verti- 
caal vlak,  en  das  PY  als  nieuwe  as  van  projectie  aan,  dan  is 
PQ  zoowel  de  nieuwe  verticale  projectie  der  gegevene  lijn,  als  die 
lijn  zelve;  terwijl  de  nieuwe  verticale  projectie  c'  van  bet  ge- 
gevene punt  verkregen  wordt  door  Cc'  loodregt  door  PY  te 
trekken,  en  op  die  loodlijn  bet  punt  c'  even  ver  van  PY  te 
nemen»  als  C'  van  OX  verwijderd  is. 

Trekken  wij  cTAI  loodregt  op  PQ,  en  stellen  wij  uit  c'  op  elf 
eene  loodlijn  o'c,  wier  lengte  gelijk  is  aan  den  a&tand  van  bet 
pont  C'  tot  de  as  PY;  zoo  wij  dan  He  trekken,  is  c'Mc  de 
itandboek  van  bet  vlak,  dat  door  de  lijn  PQ  en  bet  punt  (C\  c") 
gaat,  met  bet  nieuwe  vertieale  vlak;  zoo  wij  dus  verder  Mc'  tot 
in  G  verlengen,  zoodanig  dat  MG  =3  Mo  wordt,  is  C  de  plaats 
waar  bet  punt  (G',  c*}  komt  te  liggen,  indien  bet  vlak  door  dit 
punt  en  de  lijn  PQ  gaande,  om  deze  lijn  PQ  op  bet  nieuwe' 
verticale  vlak  wordt  neergeslagen. 

In  dit  laatstgenoemde  neergeslagen  vlak  kan  men  nu  werkelijk 
uit  bet  punt  G  de  lijnen  GL  en  GN  trekken,  die  met  de  lijn 
PQ  den  gegeven  boek  GLM  =  GNM  maken,  waartoe  men  slecbte 
MGL  en  MGN  gelijk  aan  bet  complement  van  dien  gegeven  boek 
behoeft  te  nemen ;  hierdoor  T^orden  de  punten  L  of  N  bekend , 
in  welke  de  gegevene  lijn  door  de  gevraagde  moet  gesneden  wor- 
den; de  borizontale  projectiën  L'  en  N'  dezer  ponten  worden 
gevonden  door  LL'  en  NN'  loodregt  op  PY  te  trekken ,  terwijl 
dan  verder  hunne  projectiën  L'  en  N*  op  bet  eerste  verticale 
vlak  verkregen  worden,  zoo  men  VL'  en  N'N'  loodregt  door 
OX  trekt 

Vereenigen  wij  dus  L'  en  N'  met  G',  alsook  L'  ien  N'  met 
C',  dan  zqn  G'L'  en  CL',  of  C'N'  en  G'N'  de  borizontale  en 
vertieale  projectiën  der  lijn ,  die  door  bet  gegeven  punt  (G' ,  G*) 
gaat,  en  de  gegevene  lijn  (A'B' ,  k'B")  onder  den  gegeven  boek' 
CLM  =  GNM  snijdt. 

AiHMEaKiHo.  Trekt  men  MM'  loodregt  op  PY ,  en  vervolgens 
H'M'  loodregt  door  OX,  zoo  zijn  M'  en  M'  de  projectiën  van 
het  voetpomt  der  loodlijn,  die  uit  bet  pont  (G',  G^  op  de  lijn 
(A'B',  A'S*)  valt. 

Ge  2 
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CCUI.      ToOBSTtl. 

Door  J.  BiDon  Ghubeh. 

Gtgovon  Mijnde  de  horizonialo  en  verticah  projeciiën  van  een 
bol,  benevens  den  horisontaien  doorgang  van  een  vlak,  begeert 
-wien  den  verticalen  doorgang  van  dat  vlak  Moodanig  te  bepalen , 
dat  heiMehe  den  bol  volgens  een  Ueinen  cirkel  van  gegevene 
grootte  snijdt. 

Omblost  door  W«  L«  Ivaboh,  W«  tah  Haaut,  J&.  em 
J.    S.   Snuu. 

OpLostfiHG  van  W.  L,  Ivahgh. 
Laten  P'  en  P'  (Fig.  146)  de  projectiën  Tan  den  bol^  H'  en 
M'  de  projectiën  van  zijn  middelpant  zijn,  dan  wordt  de  at  Tan 
projectie  OX  door  de  lijn  M'M'  regthoekig  gesneden  in  M.  Zij 
Toorts  AA'  de  horizontale  doorgang  Tan  het  Tlak,  en  gh  de  mid- 
dellijn  Tan  den  kleinen  cirkel,  Tolgens  welken  'de  bol  door  het 
Tlak  moet  gesneden  worden* 

Indien  men  na  in  een  der  beide  projectie-cirkels  Tan  den  bol^ 
b.  T.  in  den  Tcrlicalen,  eene  koorde  GH  uitzet,  die  gelijk  aan  gh 
is,  daarop  uit  het  middelpunt  M'  eene  loodlijn  M'I  laat  Tallen, 
en  verTolgens  met  deze  Ml  als  straal,  uit  M'  en  M',  cirkels 
beschrijfli  zijn  deze  cirkek  de  projectiën  Tan  een  kleineren  bol, 
die  blijkbaar  de  eigenschap  heeft  dat  al  üjn  rakende  vlakken  den 
gegcTcn  bol  snijden  Tolgens  cirkels,  wier  middellijnen  gelijk  aan 
de  gegeTcne  gh  zijn.  De  Traag  is  hierdoor  onmiddellijk  teragge- 
bragt  tot  het  vinden  Tan  den  verticalen  doorgang  van  een  vlak, 
dat  een  gegeven  horizontalen  doorgang  AA.'  heeft,  en  den  genoem- 
den kleineren  bol  raakt ;  en  derhalve  kan  dan  de  constructie  «er- 
der,  volgens«het  jCXKH.  'YooasTei  uitgevoerd  worden. 

Hiertoe  trekke  men  M'B'  loodrcgt  op  AA',  neme  MB  =:  M'B', 
trekke  uit  B  eene  raaklijn  aan  den  hinncnsten  cirkel  uit  M'  be- 
schreven, late  qU  het  raakpunt  r  de  loodlijn  rR  op  OX  neder, 
neme  M'R'  =  MR ,  Irckkc  uit  R'  een  loodlijn  op ,  en  uit  r  een 
eTcnwijdige  lijn  met  OX,  ten  einde  door  de  snijding  dezer  lijnen 
het  punt  R'  te  Terkrijgen.  Na  dan  eindelijk  M'R'  getrokken  en 
nit  A  eene  loodlijn  AA'  op  M'R'  nedergelaten  te  hebben,  zal 
AA'  de  begeerde  verticale  doorgang  wezen. 

Door  uit  B  eene  tweede  raaklijn  aan  denzelfden  ciikel  te  trek- 
ken, zal  men  evenzoo  eenen  tweeden  verticalen  doorgang  verkrij- 
gen, die  aan  de  vrang  beantwoordt 
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CCIV.      VoOBSTSt. 

D<H)r  E.  OuyiiR,  Dz. 
De  l^  te  construeren  poorgesteU  door  de  formule 

Sa'  +         ^        }'  t*) 
Omilost  door  J.  S.  Sfeuib  »  J[.  B.  GebI.  ,  W.  vah  HiiBiT  Ji., 
W.  L  Itakgo  e»  £•  Oliviib  Dz. 

Oflossihg  «an  J.  S.  Spkijbb. 
Trek  twee  onbepaalde  lijnen  OX  enOT(Fig  l47)loodregtopelk*. 
ander;  neemop  OY een  stuk  OA=z  a  en  op  het  yerlengde  van  OX 
een  atnk  OBzz=  ^;  trek  AB  en  ttel  daarop  nit  A  eene  loodlijn  AC, 
dïe  OX  ergens  in  C  ontmoet;  neem  ^ervolgeiBS  BD  =  2  X  OB  :=  2^^, 
BE  =  GA  =  a  y  en  beschrijf  op-  EG  als  middellijn  eenen  halven 
drkel,  die-  OT  ergens  in  F  snijdt.  Beschrijf  vervolgeDS  nit  B,  met 
OF  als  straal,  cirkelboo|>jes.die  OT  en  haar  verlengde  in  G  eb  H 
snijden ,  dan  zullen  AH  en  AG  de  lijnen  zijn  door  de  opgegevene 
formule  voorgesteld. 
Want  daar  de  hoek  BAC  regt  is,  zoo  ia 

voorts  is 

OE  =3s  OB  ^  BD  H- DE  =  fc -H  2ó -f.  o  =  a^  +  tf , 
en  dus 

OF  =  |/0C  X  OE  =  ^/y  (3A  +  a)  =  i^^ia'  H-  ^}  ; 

omdat  no  BG  2=  BR  =  OF  genomen  is»  volgt  hieruit  verder 

OG=:OH=KOF>-OB*)=^/{^3a*H^-i»}=::^/'{3a^+ï^  , 

dos  AH=0A  +  0n  =  o  +  |/|3a»-| 7 — > 

—  AG===0A  — OG==ö  — i/|»a»^+2— r-^}.     • 

GCV.      VoOBiXBU 

Door  E.  Olivibr  ,  Dz.  '  . 
Hoe  tmdi  men  twee  getallen,  welke  moo  gesteld  zijn,  dai  de 
som  van  derzelver  kwadraten  een  product  zij  vam  twee  faotoreni 
welke  ieder  wederom  uit  de  som  van  twee  kwddraten  bestaan,  {f) 


(*)    H.  SiooTBAH,  Vraagst,  over  de  Hoogere  J^eetk.  IV^.  12,  bl.  2. 
(t)    KBinB  PiasGi ,  rerwam.  van  Voorh,  ens.  S^.  48 ,  hl.  S18L 

Cc  3 
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Opgilost  door  E..OuTin,  Dz«,  W.taïi  Haahst,  Jr.,  J.  & 
SniJKB,  J.  B.  GiKL  en  W.  L.  Itak/so. 

OfLoatniG  ron  E.  OutibB|  Dz. 
Lateo  p^  +  q^  en  r^  "^  9^  de  beide  factoren  lijn,  dan  ver- 
krijgt men  toot 'deneher  prodact,  na  ontwilkeling, 

p  V  +  ï^r*  +  p^ê^  +  9**« , 
betgten  na  gelijk  moet  z^n  aan  de  aom  van  twee  Tierkmten. 

Wanneer  men  deze  nitdrokking  gel^ktijdig  met'  2pqn  Termeer- 
dert  en  Teteindert,  komt  er 

pM  +  2/i5f»  +  g*«*  H- p  V  —  2p9f»  +  y«r> , 
of  wel  pM  —  2;öjf»-t-5*«*4-p^«*  +2ji5ra-t- j*r'; 
dat  is  (!»'  +  ?•)*+(!»  — ^r)^ 

of.  {fr^qéy^{pa  +  qrY, 

welke  nitdrokkingen  no  reeds  werkelijk,  ieder  in   het  bgiooder, 
de  lom  TBD  twee  Tierkaaten  voorstellen. 
Men  heeft  dos  in  het  algemeen 

{pr+qsy+{p8  —  qrY  =(p' +«')('•* +••). 
of  (pr-gs)«+(p.  +  jr)«=(p*+g>)(r*+s«), 
en  de  gevraagde  getallen  zijn  derhalve: 

pr+q9  en  p»  —  qr, 
of  pr  —  q8  ta  p8  +  qry 

waarin  voor  Pi  9f  r  en  s  getallen  naar  welgevallen   kunnen  aan- 
genomen worden. 

Voor  j»  =  4|  4/=rl|  r  =  2ens.=  S,  verkrqgt  men  de 
getallen  11  en  10,  of  6  en  14;  en  men  heeft  dan: 

11«  +  10«=(4«  +  P)(2«+S>), 
of  ook  6«  H- 14»  =  (4*  + 1*)  (2«  +  S«). 

CCVI.      VOOBSTBL. 

Jioor  L.  HoBPffioBL. 

JJel  vefÊckil  van  twee  getallen  ü  een  kwadraaif  hmme  eom  ü 
een  pronik,  en  hei  dubbel  van  bun  product  ie  eene  derde  magL. 
Indien  nu  de  wortele^  van  dit  kwadraat,  van  dezen  prpnik,  on 
van  deze  derde  vuigt^  eene  rekef^unstige  reeks  vormen,  wier  ver* 
echil  de  eenheid  ts,  vraagt  men  de  genoemde  getallen  te  vinden. 

OroBLosT  door  L.  HoEnriGB&y  W.  mr  EEiAkir,  Jb.,  W.  L. 
IvAHGfi  I  J.  S.  SrBiJBB  en  J.  B.  GBst. 

Oflossiho  van  L.  Hobfmagbl.     * 

Laten  de  begeerde  getallen  voorgesteld  worden  door  4?  -|-  y  en 
s  —  y,  dan  is  han  verschil  2y^  home  som  2#|  hoa  dobbel 
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product  2(s*  ««yS),  loodat  dan  2f.  een  kwadraat,   2x  een   pro- 
Bik,  en  2(s*  —  y')  eene  deide  magt  moet  vezen. 

Zij  nn  p  de  irortel  van  het  ki»adi^t,  zoo  moet  p  +  1  die 
van  den  pranik  ^  en  p  +  2  die  van  de  derde  magt  zijn  ,  en  men 
keeft  dan  de  veinelïjkingen : 

2s  =  (p  +  1)  {p  +  2), 
en  2(*»  -  y«)  =  (p  +  2)». 

üit  de  eerste  en  tweede  vergelijking  volgt  dadelijk 

y»=ip»    en    x*  =  i(p  +  1)*  (p  +  2)* , 
toodat  men,  deze  waarden  in  de  derde  vergelijking  overbrengende , 
verkrijgt 

iO»  +  1)»  (P  +  2)*  -ip*  =(p  +  2)»,  • 
of  na  behoorlijke  herleiding 

/»•  +  ip*  —  3p  —  3  =  O, 
welke  vergelijking  slechte  éënen  bestaanbaren  wortel  heeft,  namélqk 

p  =  2i 
hierdoor  vindt  men  dan  verder 

y  ===  2     en     i;  =  6, 
en  de  gevraagde  getallen  zijn  dot 

CCVII.  VooasTEi. 
Door  L.  H011RA6IL. 
Fan  de  vergelyking  s*  —  os*  +  bs  "^  c  zzz  0^  toeei 
fliMfi.*  dtU  zy  drie  posiiieve  meeibof^  warteU  heefi,  toaarvan  de 
beide  kleinsten  onderling  eene  eenheid  verechillen;  dat  a^b  en  e 
geheeh  getallen  syW;  en  dat  het.ktpodraai  van  b,  3164  kleiner 
ie  dan  hei  kwadraat  van  c.  ifefi  vraagt  hieruii  de  waarden 
van  a,  b  en  e  te  vinden. 

OrouosT  door  J.  S.  Sraiiia»  L.  HoiFKAOiiy  W.  vin  Haamst,  Jb.» 
J.  B.  Gm  m  W*  L,  Ivaich, 

OpLoaanro  ra»  J.  8.  SpuJla* 
Indien  w^   de   wortds  der  vergdijking  door  p,  9  en  r  voor- 
iteBen  p  hebben  wij ,  nit  de  bekende  eigeniohappen  der  hoogere 
«u^gtivergel^kingen , 

?  +  ?-»-*•  =  «, .    .  (1) 

pq+pr+fT^b, .(2) 

iV  =  ^. W 

en;  door  de  voorwaarden  van  het  voorstel , 

Cc  4 
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P  +  1  =  9» (4) 

**  =  c«  —  3164 .  (5> 

Daar  na  a,  &  en  o  even  als  p^  q  tn  r  onbekend  rijn ,  faebbei 
wij  v^f  ?ergelijkuigen  tnsiclien  jus  onbekenden;  het  voorstel  if 
das  onbepaald»  tenzij  hetzelve  ddo^  de  voorwaarde |  dat  al  ie 
onbekenden  geheele  positieve  getallen  zijn,  bepaald  mogt  wordca. 

üit  (5)  volgt 
c»  —  i*  =(c  +  i)(o—*)  =  3164  =  2x2x7x113, 
omdat  c  en  &  positieve  geheele  getallen  verbeelden^  zullen  o  +  h 
en  c  —  b  ö£  twee  evene  6f  twee  oncvene  factoren  moeten  zijn , 
waarin  3164  zal  moeten  kannen  ontbonden  worden ;  maar  3164 
kan   in   geen   twee    onevene  factoren  ontbonden  worden,  en  de 
eenigste    mogelijke   ontbindingen    van   dit   getal,  in   twee   evene 
bctoren,   zijn   3164  =  2  X  1582    en   3164  =  14  X  226; 
en  w^  kaonen  das  niet  anders  hebben  dan: 
0  +  6=  1682  en  c  —  A  =  2,  dat  is  c  =  792  en  ^  =  790, 
of 
c  +  b=^  226  en  c  —  6  =  14,  dat  is  c  =  120  en  £  =  106. 

Nemen  wij  c  =  702  en  6  =  700,  dan  is  volgens  (2),  (3) 
en  (4)  pq+pr  +  qr=  790,   ......  (6) 

en  pqr  =  p{p+  1)  r=z  792; (7) 

maar  de  eenige  mogelijke  ontbindingen  van  792  in  drie  factoren , 
waarvan  de  beide  kleinsten  eene  eenheid  verschillen,  zijn 
792  =  1x2x396  =  2x3x132  =  3x4x66=8x9x11, 
zoodat   wij ,  alleen   de   vergelijking   (7)  in  aanmerking  nemende , 
zonden  kannen  hebben: 

p  =i  1,  q  =  2    en    r  =  396 ;, 
p  =  2 ,  5  =  3    en     r  =  132 ; 
p  =  3,  9  =  4    en    r=    66; 
•f  p  =  8,  g  =  0    en     r  =     11; 

wdke  waarden  echter  geen  van  allen  aan  de  vergelijking  (6)  vol- 
doen.    Derhalve  kontien  c  =  792  en  £  =:  790  niet  voldoen. 

Nemen  wij  daaxeotegen  c  =  120  en  b  z=  106 ,  dan  hebben 

wq  pq^pr  +  qr=  106, (8) 

en  pgr  =  p(^  +  1)  r  =  120^. (0) 

terwijl  de  .mogelijke  .ontbindingen  van  120  zijn 
120  =  1x2x60  =  2x3x20  =  3  xix  10  =  4x6x6 
én  wij  dos,  alleen  de . vergelijking  (9)  in    aanmerking   nemende, 
zonden  kunnen  hebben : 
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p  =  1,  9  =  2    en    f  =  60; 
p  =  2,9  =  3    en    r  =  20; 
p  =  3 ,  9  =  4    en    r  =  10; 
of  'p  =  4,  9  =  5    en    r  =    6; 

van  deie  «aarden  voldoen   aan  de  Tergdijkin^  (8)  geene  anders 
dan  p  =  2,9  =  3    en    r  =  20, 

en  dit  zijn  alzoo  de  wortels  der  vergelijling ,  die  aan  het  voontel 
beantwoorden.    Perbalre  ia  dan 

a  =zp  +  q  +  r  =  25, 
terwql  de  vergelijking  ia 

s*  —  26s»  +  t06«  —  120  =  0. 
Intnsschen   zal  men   de.  waaide  van  a,  nadat  &  en  o  bekend 
ziin,  ook  regtstreeka  kunnen  vinden.  Indien  men  namelijk  f  en  r 
tnaechen   de   vergelijkingen   (2),  (3)  en  (4)  dimineert , .  door   uit 
(2)  en  (4)  af  te  leiden 

^  __  i,  ^pq._b  —  p{p+  1) 

•    p  +  q        P  +  {p+  ^)  ' 
zoo  mede  uit  (3)  en  (4) 

c^  e 


P9    p{p  +  ^y 

▼erkniHt  men    — ; rr  = jr^-^= — 3 ^, 

^^  /i(p+l)  2p+l        ' 

of  na  behoorlijke  herleiding 

p%  +  2p«  _  (i  _  1)  pi  +  (2c  —  *)  p  +  ü  =  O, 

waarin  nu  p  een  geheel  positief  getal  moet  wezen. 

Voor  c  =  792  en  5  =  700 ,  heeft  men 

p%  +  2pl  —  701p>  +  794p  +  792  =  O, 

waaraan  in  geheele  getallen  niet  voldaan  kan  worden. 

Voor  c  =  120  en  b  =  106,  heeft  men 

p4  4-  2p»  —  105p*  +  134p  +  120  =  O, 

Wtaraan,  in  geheele  getallen»  alleen  door  p  =  2  'voldaan  wordt** 

..       .    ,              «                    .        •            ö        120      ^^ 
Alzoo  ia  danp  =  2,  ö=p  +  1  =3,  r  =  — =: =  20, 

WW 

en  a  ==  p  +  ^  +  r  =  25, 

CCVIII.     V  o  o  a  8  T  B  L. 

J9oor  L.  HosFRAGai.. 

Uit  den  top  eens  echerpkoekigen  driehoeken   is  eene  loodl^ 

op  de  bazis  nedergelaten ,  waardoor  de  driehoek  in  twee   deelen 

verdeeld  m.    Indien  men  het  aantal  fnerkanie  eenheden  uin  het 

grootste  deel  f  vermindert  met  het  aantal  lengte  eenheden  van   de 

Cc  5 
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kortste  cpstaande  m^  éea  driehcekê,  komt  er  iet  rest  hei  geUA 
41;  ieno^l  men  15  ici  rest  veHbygi^  indien  men  kei  aasÊtal 
lengte  eenheden  van  de  langste  epstaunde  xijde^  aftrekt  van  hst 
aantal  vierkante  eenheden  van  het  kleinste  der  genoemde  deelen 
des  driehaeks.  Zoo  nu  bovendien  gegeven  isp  dat  de  baais  das 
driehoeks  14  Jefigie  eenheden  bevat^  wil  men  daaruit  g^ne  op- 
staande M^den  berekenen. 

Ofgblost  door  J.  S.  Spbijib,  L.Hoiniuiu.y  W,YAirHAjiisT,JB«, 
J,  B«  Geel  efi  W,  L.  Itiiigv. 

Oplomihg  van  J.  S.  SFBun. 
Laat  AC  de  langile  en  BC  de  lortite  opstaande  t^de  zqn  van 
des  tdierplioeligeii  driehoek  ABC  (JP%.  148),  uit  welkt  tep  C  de 
loodiijn  CD  op.  de  bazip  AB  is  neergekten.  lQdieiiiirijdaiiAC=p, 
BC  =  9,  CD  =:  f,  AD  =  «  en  BD  =  I  stellen,  is  voomnt^ 
Tolgens  de  eigenschap  der  regthoekige  driehoeken, 

j>*.=  r>  +•« •...(!) 

en  g*  =  rV+  <*  ; (2) 

Toorts '  is ,  Velgens  de  voorvaarden  van  het  voorstel , 

irs  —  q  =  41, (8) 

i'ft  —  ;i  =  )5, (4) 

en  «  4-  I  =  14 (6) 

Stellen  w^  verder  gemakshalve 

p  +  q  =  s    en    p—  g  =  y, 
dns      p>  —  g»  =  «y   en  /)«  +  j>  =  i(««  +  y»), 
dan  vinden  wij ,  door  de  som  en  het  versehil   van  (1)  en  (2)  te 
nemen  ^ 

i(»»  +  y«)  =  2f*  +  s*  +  I* 
en  «jy  =  *'  —  I*  , 

waarvoor  wij  schrijven  kunnen 

«*  +  y*  =  4r»  +  (*  +  ty  +{e  —  i)* 
en  «y  =  («  +  I)  (•  —  #), 

of  ook  volgens  (5) 

s«  +  y»  =  4r«  +  198  +  («  —  i)« 
en  sy  =  14  (•  —  t); 

nit  de  laatste  vergelijking  volgt;  na  onmidddlqk 

waardoor  de  voorlaatste  oveifaat  in 

,«  +  y«  =  4r»  +  196  +  (g)!.    ...  (7) 
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Nemen  wij  de  tom  en  het  venchU  *an  (S)  en  (4);  dan  komt  er 

en  4r(»-c»)  +  y  =  26, 

dat  i»,  volgens  (5)  en  (6) ,   7r  —  «  =  66 

g  +  y  =  26; 

deie  veigel^kingen  geren  dadeKjk 

»  =  '7f  —  66  ==  7  (r  —  8) (8) 

_28x26_      28x26      __        104 
•"  '~nn-28~7r(f— 8)+28~r»— 8r+4'  *  '  ^^ 

loodat  irij  eindelijk,  door  de  waarden  (8)  en  (9)  in  (7)    orer  te 
hrengen,  verkrijgen 

dat  ii,  na  herlridiBg  en  rangtduUing  Tolgent  de  ofdaicnde    meg- 
tcn  vao  r, 

45f*  —  I504r"  +  I8724r*  —  lOÖSeSr» 
H^  269872r*  —  157440r  ~  115200  =  0. 
Ooft  de  opkiting  deaer  zetdemagttrergelijkiiig  gemakkelijker  t» 
maken y  merkea  wq  op  dat  AG  +  BC  >  AB,  doa  j9  +  ^  )  14 
of  s>  14  moet  weuo,  en  dalalzoo  vdgent  (8)  ook  7  (r  —  8}  )  14 
en  b^gevolg  r  )  10  moet  ajn.  Verminderen  wij  na  de  wortelt 
omer  Teigdgkiag  met  10  (het^n  volgens  de  leerwijze  van  Hoftiru 
zeer  gemakkelijk  ge9chiedt)|  dat  is»  stellen  wij  r  =  10  +  'i 
dan  komt  er     *        .      . 

45i<  +  il96a<  +  11024s«  +  S8502s* 
+  1S232«<.  ^  17440Ö*  —  230400  =  O , 
welke  vergelijking  sloehts  ééne  afwisseling  tan  teeken  heeft  ^  en 
dos  ook  niet  meer  dan  ëënen  positieven  wortel  hebben  kan.  Deze 
wortel  is  m  i=z2,  desfaalTe  r  =  10  +  s  =  12,  en  door  (8) 
en  (0)  vinden  wij  na  verder  x  ==  28  en  y  rz  2;  hierait  volgt 
dan  dat  de  opstaande  zijden  des  driehoeks  zijn 

p=:i(ar-hy)=  16    en    fl  =  i(*  —  y)  =  18. 
CCaX.    V  o  o  n  e  T  a  L. 
Door  h  Bassait,  * 

£sfie  moeikuHêiigo  even^êdigkoid  in  gehoele  geiaUen  U  ruMfen, 
aoiAi^  ie  som  der  beÜk  eerste  termen  een  derdemagtsgetal ,  en 
de  som  der  beide  laatste  termetf  een  piertanê  is. 

OroiLOST  door  J.  Bassah  ^  W.  viir  Haabst,  Ja.,  J.  S.  S^ttJia , 
J.  B.  Gsn  en  W.  L.  IvAHaa. 
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L    Onoitiiro  van  J;  Bauah. 
Men  stelle  de  evenredigheid  toot  door 

jT  :  «y  =  s  :  sy, 
dtn  tal  #  -h  sy  eene  derde  niagt  en  s  -f-  sy  een  Tierlant 
ten  wezen. 

Te  dien  einde  neme  men      > 

s  +  sy  ^=z  p^s* 

en  .  «  +  «y  =  9*«* » 

dan  volgt  hierait  y  =  p*a?*  —  1 


en  .  #  = 


»*        ?' 


opdat  nn  m  een  geheel  getal  zij,  neme  men  Terder  s  z=z  qr,  dan 
wofdt  y  =  p^q^r^  —  1     en    «  =p*r*, 

waardoor  men  vopr  de  gevraagde  evenredigheid  vindt' 

qr  t  p^q^r^  —  qr  =  p'r*  :  p^q^r^  —  p^r^  \ 
kunnende  hierin  voor  jp ,  f  en  r  getallen  naar  welgevallen  genomen 
worden. 

Voor  p  =  l,  7  =  1  en  r=2,  heeft  men  2:0  =  4:12. 
jip=l,f=:2enr=:l,     »       ji2s6  =  l:3. 
Bit  laatate  antwoord  bevat  bli|kbaar  de  kleintt  mogelijke  getallen. 
IL    OrLos8i9a  ihn»  W.  tait  EUAaar ,  Ja. 
Dewijl  de  aom  van  de  beide  eerste   termen  der  begeerde  even- 
redigheid een   derdemagtsgetal   moet  zijn ,  kunnen   wi|   voor  die 
termen  stellen  a^  4-  ^*  en  iab{a  +  h).    Maar  nn  is,  omdat 
deze  bdde  termen  door  a  +  b  deelbaar  zijn, 

«•+*•:  Zab{a  +  i)  =  o*  — -  oA  -|-  i*  :  iab\ 
en  de  som  van  a*  —  ah  +  b^  tti  Zab  is  dan  juist  een  kwa- 
Inat    Derhalve  zullen  in   deze  evenredigheid   alle    gehede  ge- 
tallenwaarden  voor  a  ea  b  aan  de  vraag  voldoen» 
Voor  a  =  1  en  ^  =  1 ,  heeft  men:  2:6  =  1:3. 
CCX.    VooasTBL. 
Door  J.  BissAir. 
VU  de»  top  C  eena  driehoeka  ABC  (Fig.  149)  ts  eens  laodl^ 
CD  cp  de   bagiê  nedetffelaien  p  en  eene  /yn  CE  getrokken ,  die 
den  t^y^hoek  ACB  middendoordeelt  en  de  bazie  in  E  onlmoei.  In- 
dien nu  de  deehn  AE^  ED  é»  DB  tan  de  basie  gegeten  M§n, 
wil  men   den  drieheek    door  berekening    en   door  oaniimeüe 
bepalen. 

Pr^iLosT.  door  J;S.  SraiJta  ,  J.  Bassahi  W.  vah  HaamsTi  Jb.^ 
J.  B.  Gbbl  en  W.  L.  Ivakóh« 
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OrLoasiHo  run  J.  S.  Sfiiiih. 

Liat  gegefen  zqn  AE  =  a,    £D  =  &   en    DB  =  c,    dan 

knnnen  wij,  omdat  volgens  eene  helende  eigenschap  des  driehoeks 

AC  :  BC  =  AE  :  BE  is,  stellen  AG  =  ilv  en  BC  =  (^  -h  c)  #• 

üit  de  regthoekige  driehoeken  ACD  en  BGD  volgt  na 

CD*  =  AC*  —  AD»  =  a«af*  —  («  +  b)* 

en  CD«  =  BC*   —  BD*  =  {b  +  c)*ir»  —  c», 

loodat  wij  hebben  de  vergelijking 

a»4?*  —  (a  +  by  =  (A  H-  c)*a?*  —  c* , 

waaroit  achtervolgens  afgeleid  kan  worden : 

^a  (a*  —{b  +  cy)  =  {a  +  b)*  -  c« , 

»*  (a  -f-  i&  +  c)  (a  —  A  —  c)  =  (a  -H  A  +  c)  (a  -H  &  —  c), 

«*  (a  —  A  —  c)  =  II  +  A  —  o, 

a  +  b  —  o 

en  s  =,  y . 

a  '^  b  '^  c 

De  z^den  des  driehoeks  zijn  dos : 

en  AB  =  a  -H  A  -I-  c. 

Ooi  den  driehoek  uit  de  gegevens  te  constrofren ,  neme  men , 
op  eene  onbepaalde  regte  lijn  XY ,  drie  aan  elkander  sloitenda 
deelen  AE  =  a,  £D  =  A  en  DB  =  c,  trekke  nit  A  en  B 
evenwijdige  lijnen  AF  en  BG,  neme  daarop  AF  =  AE,  BG  =z  BE 
en  vereenige  de  punten  F  en  G  door  eene  lijn ,  die  men  verlengo 
tot  zij  het  verlengde  van  AB  sn^de  in  H.  Verder  beschrijve  men 
op  EH  als  middellijn  een  halven  cirkel ,  en  stelle  op  AB  in  het 
pont  D  eene  loodlijn ,  die  den  genoemden  halven  cirkel  ergens 
in  C  zal  snijden.  Indien  men  dan  AC  en  BC  trekt ,  zal  ABC  de 
begeerde  driehoek  zijn.  Want,  omdat  AH:BH  =  AF:BG=AE:BE 
is ,  is  de  genoemde  cirkel  de  mectkunstige  plaats  der  ponten  , 
wier  a&tanden  tot  de  punten  A  en  B  zich  verbonden  als  AB:BE; 
derhalve  is  ook  AC  :  BC  =z=  AE  :  BE ,  en  bijgevolg  zal  eene  Iqa 
van  C  naar  E  getrokken,  den  hoek  ACB  middendoordeelen. 

AAHuaKivo.  Uit  de  constrnctie  volgt ,  dat  het  punt  H ,  waar 
de  verlengde  AB  door  de  verlengde  FG  gesneden  wordt,  aan  den- 
zelfden kant  van  E  moet  vallen  als  het  voetpont  D  der  loodlijn  \ 
hiertoe  moet  AF  >  BG ,  dat  is  AE  >  BE  of  a  >  A  +  c  zijn. 
Dit  volgt   ook    nit  de  waarde  vap  9 ,  omdat  die  anders  onbestaan- 
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baar  wordt,  teo  mioate  soo  laog  b  positief  is.  Is  echter  b  negatief, 
dat  is,  ligt  het  pont  D  aan  de  andere  zijde  van  E,  dan  zal 
BE  ^  A.E  o{  b  -^  c  y  a  moeten  zijn. 

Indien  c  negatief  is,  ligt  het  pont  D  op  het  verlengde  van  AB^ 
b.  V.  in  D' ,  en  dan  is  AC'fi  de  begeerde  driehoek. 

GCSJ.  V  o  o  a  s  T  B  L. 
Door  «f.  Bassait. 
Op  de  büMiê  AB  van  eenen  driehoek  ABC  (Fig.  150) ,  is  als 
middellijn  een  halve  cirkel  buitenwaarU  beschreven ,  en  vervol' 
gene  is  de  iophoek  middendoorgedeeld  door  eene  lijn  CDE,  die 
de  baxis  des  driehoeks  in  D ,  e»  den  ontrek  des  cirkels  in  E 
ontmoet.  Indien  nu  AD,  BD  en  DË  gegeven  JKy»,  begeert 
men  de  zijden  des  driehoeks  in  deze  gegevens  uit  te  drukken  y 
zoamede  den  driehoek  te  construeren. 

OrfiBLosT  door  W.  L.  Ivangh,  J.  Bissah,  W.  vah  Haabst  ,  Ja. 
en  J.  S.  Speijir. 

OrLossinft  van  W.  L.  IvAvaff. 

Wij  zullen  aanvankelijk  aanwijzen,  hoe  de  driehoek  uit  de  ge- 
gevens kan  geconstrueerd  worden ,  om  vervolgens  daaruit  de  be- 
rekening van  de  zijden  des  driehoeks  af  te  leiden. 

Dewijl  de  deelei^  AD  =  a  en  BD  =  5  der  bazis  bekend 
zijn ,  kunnen  wij  dadelijk  op  de  bazis  AB  den  bedoelden  halven 
cirkel  beschrijven,  en  vervolgens  uit  het  punt  D,  met  de  ge- 
gevene  lijn  DE  =  c  als  straal ,  een  boogje  dat  den  omtrek  van 
dien  halven  cirkel  eigens  in  E  snijdt^  indien  wij  dan  DE  trekken 
en  uit  D  verlengen,  is  dit  verlengde  de  lijn ,  die  den  tophoek 
des  driehoeks  moet  middendoordeelen.  Trekken  wij  dos  uit  B 
eene  lijn,  die  de  verlengde  £D  regthoekig  snydt  in  F,  nemen 
wij*  daarop  FG  =  BF,  en  trekken  wij  door  A  en  G  eene  lijn, 
wier  verlengde  het  verlengde  van  DE  ergens  in  G  zal  snijden , 
dan  is  G  de  top  van  den  begeerden  driehoek  ABC ;  want  door 
deze  constructie  is  blijkbaar  hoek  GCF  =  hoek  BCF«  zoodat  de 
lijnCDE  werkelijk  den  tophoek  des  driehoeks  ABC  middendoordeelt. 

Om  van  dezen  driehoek ,  wiens  baris  AB  =  a  +  ^  onmiddel- 
lijk bekend  is,  ook  de  opstaande  zijden  to  berekenen,  kunnen 
wij  AC  =  ox  stellen,  als  wanneer,  volgenit  eene  bekende  eigen- 
schap, BG  =  bs  is.  Stellen  wij  verder  hoek  BDF  =  0,  zoo 
is  ook  hoek  ADE  =  0  en  hoek  BDE  =  180^  —  0,  en  nit  de 
driehoeken  ADE  en  BDE  volgt  dan : 
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AE«  =  a*  +  c«  —  2oc  Co$.^, 
BE»  =  i»  +  c*  +  2i&c  «».<>, 
en  dos 

AE*  +  BE«  =  a*  +  5«  +  2c«  —  2c  (a  —  i)  Clw.0; 
maar  de  driehoek  ABE,  in  een  halven  cirkel  tfaiandei  it  cegthoe- 
kig  in  E,  dos  is  ook 

AE«  +  BE*  =  AB»  =  (a  +  by  , 
eo  bijgevolg 

(a  +  hY  z=  a«  +  A»  -+-  2c«  —  2c(a  —  b)  Co$.(p, 
waaroil  oniniddellijk  gevonden  vordt 

c*  —  a& 

COS.0  =    -7 Tv- 

Verder  is  dan ,  uit  den  driehoek  BDF  ^ 

,      BV  =   b   COS.0   =  -ir jT^, 

alsmede 

w.=BD.-i)F.=>.-^;fe;=^"'°'-"'":r">, 

c*  (a  —  o)*  c*  (a  —  o)* 

waamit  yo]gt 

BG»    =  4BF»    =  i T-, i-irrr '-, 

o*  (o  —  b)*  ' 

Uit  de  driehoeken  ABC  en  BGC,  hebben  «ij  Terrolgen*: 
AC»  -(-  BC*  —  AB» 
^«-^^  =  2ACXBC         ' 

r»     ii«.        GC»  +  BC*  —  BG*        2BC*  —  BG* 

en    C«.GCB 2GC  X  BC ""^BCÏ ' 

AC»  +  BC«  — AB*      2BC»  — BG*      „^      BG* 

AC  BC  BC' 

hierin  AC  =  ojr,  BC  =  6^1  AB  =  a  +  6  sobstitaerende  ea 

tevens  voor  BG*  de  bovengevondene  vaarde  inbrengende  ^  komt  er 

a^m*  +  b^s*  —  {a  +  by  _  ib  (g«  —  c')  (c>  —  fe') 

Hjp  o*  (a  —  6)*  ir         ' 

dat  is 


o*«» 


4a6ra*— c*Uc*—  6») 


of  («-6)*  ,*  =(«  +  6)» c*{a-bY ' 

WMTuit  «g  dan,  na  behoorlijle  herleididg,  vinden 

,  _  c*{a—  by  +  4<it(c*  —  06)* 
'    —  c»  (a  —  *)» 
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Door  deze  waarde  van  s*  rerLrijgen  wij  dan  eindelijk ,  voor  de 
opitaande  zijden  des  driehoeks, 

AC  =  aar  ===^^j^^^  V^  {c^a  -  ^)*  +  4ai  (c«  ^ 

en  BC  ==  6s===  j^j^^-^  k' {cM«  —  *)*  ^ 

CCXII.    V  o  o  ■  8  T  I  &. 
Door  J.  Bassin. 

Fan  een  irapejnum  de  diagonalen  en  de  afstand  der  etenwy- 
dige  zijden  gegeven  stjnde ,  begeert  men  daaruit  de  gyd»  van 
het  vierkant  te  construeren  ^  dat  gelijken  inhoud  als  het  trapest- 
um  heeft, 

OvoiLosT  door  J.  Bissau ,  W*  L.  Ivaugd,  J.  B.  Geil,  W.  tah 
Haaist,  Ji.  en  J.  S.  Spbubr. 

Oplossihg  van  J.  Bassah. 

Trek  twee  eTenwijdige  lijnen  PP'  en  QQ'  (Fig.  151),  wier  af- 
stand PQ  gelijk  is  aan  den  gegeten  afstand  van  de  evenwijdige 
z^den  des  trapezinms.  Beschrijf  nit  twee  pnnten  A  en  B  van  de 
eene  lijn  PP' ,  met  stralen  gelijk  aan  de  gegeyene  diagonalen »  cir- 
kelboogjes,  die  de  andere  lijn  (jQ'  in  C  en  D  snijden',  zoodat  AC 
en  BD  de  gegevene  lengten  verkregen  j  trek  vervolgens  AD  en 
BC ,  dan  is  A&CD  een  trapezinm ,  dat  de  gegevene  afmetingen 
heeft.  De  pnnten  A  en  B  kannen  hierbij  willekeurig  genomen 
worden ,  mits  slechts  digt  genoeg  bij  elkander ,  opdat  AG  en  BD 
elkander  tusscheu  PP'  en  QQ'  snijden;  deze  willekenrige  keuze 
der  pnnten  A  en  B  zal  wel  op  den  vorm ,  maar  geenszins  op  den 
itthond  van  het  verkregen  trapezium  ABCD  invloed  hebben.  Deel 
verder  AD  «n  BC  middendoor  in  £  en  F ,  en  trek  door  deze  doel- 
punten de  lijnen  GH  en  IK  loodregt  op  PP'  en  QQ' ,  dan  is 
GHIK  een  regthoek  p  van  gelijken  inhoud  als  het  trapezii^m  ABCD. 
Verleng  dus  verder  HG  met  een  stuk  GL  =:  GK  en  beschrijf  op 
HL  als  middellijn  een'  halven  cirkel,  die  PP'  in  M  snijdt,  dan 
lal  GM  de  begeerde  zijde  des  vierkants  zijn.  \^ant  volgens  de 
constructie  is 

GM*  =  GH  X  GL  =  GH  X  GK  = /Jir^A.  GHIK  =  2Wip.  ABCD. 
Aahixrkihg  udi  de  oplossing  van  W.  L.  Ivahgh.  Om  de  zijde 
van  het  begeerde  vierkant ,  of  wat  op  hetzelfde  nederkomt  den  in- 
houd des  trapezinms,  nit  de  gegevens  te  berekenen^  trekke  men 
AD'  evenwijdig  BD,  waardoor  men  eenen  driehoek  ACD'  verkrijgt, 
die  gelijken  inhoud  met  het  trapezium   hecf>.     Dezen    inbond  x^ 
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noemenik,  AG  =  p^  BD  =  AD'  =  g  en  PQ  =:  A   itellende, 
hebben  wij  dan,  uit  den  driehoek  ACD' : 
««  =  JA  X  CD', 
s*  =  ipq  X  Sin.CkD\ 
en  CD'«  =  p*  +  q*  —  2pq  X  Cm.CAD'j 

de  eerste  ▼ergelijking  geeft 

CD'  =  ^, 
uit  de  tweede  kanoen  wij  afleiden 
Co».  CkW  =  1/(1  -  &».*  CADO  =  >/{l  _  (^)*} 

=  1  j/(pV  -  4*»). 
eo  deze  waaiden  in  de  derde  ▼crgelijking  overbrengende  ^  komt  er 

^  =  /»*  +  ?•  -  2y{p*q*  -  4»»), 

of  na  verdriJTing  van  het  wortelteeken  en  behoorlijke  herleiding 
*•  —  iA«(p«  +  q^  -  2h*)  s^  +  AA»  (p»  -  q^y=  0. 

Uit  deze  TergeÜjking  s^  oplossende,  verkrijgen  wij 
s*  =  i A«  (p«  +  ,«  _  2A«)  ±  iA V(p*  -  *^)  b*  -  A«), 
dat  is  ,  zoo  wij  ter  bekorting  /)*  —  A*  =  m  en  g*  —  A*  =:  !•■ 
steUen,  *•  =  iA*(m*  +  n»)  ±  ik^mn, 

of  ook  s*  =  JA»(m  ±  !•)>, 

en  hiemit  Tolgt  dan  weder 

d?«  =  kA  (m  ±  n). 

Deze  berekening  toont  aan,  dat  de  gegevens  twee  trapeziums 
van  verschillenden  inhoad  toelaten,  en  dat  de  zijde  van  het  be- 
geerde vierkaat  in  beide  gevallen  gevonden  wordt  door  eene  mid- 
denevenredige  tusschen  A  en  k(^  db  ^)  ^^  construeren,  nadat 
men  Tooraf  door  middel  van  regthoekige  driehoeken  de  lijnen 
m  ^  |/1Cp*  —  A*)  en  n  =:  |/(g*  —  A').  geconstrueerd  heeft, ' 

In  Fig.  151  is  »  ^  GM  eene  middenevenredige  tusschen  A 
en  k(m  +  n)  geworden,  omdat  uit  de  punten  A  en  B  de  lijnen 
AC  en  BD  naar  zulke  snijpunten  van  de  cirkelboogjes  met  QQ' 
getrokken  zijn,  dat  de  hoeken  ABD  en  BAC  beide  scherp  wer- 
den. Koos  men  tot  het  trekken  van  de  lijnen  AC  en  BD  zoo- 
danige snqpunten ,  dat  van  de  genoemde  hoeken  de  eene  scherp 
en  de  andere  stomp  werd ,  zoo  als  in  Fig.  152  is  voorgesteld , 
dan  zou  :r^  GH  eene  middenevenredige  tusschen  Aen  J(«i— i») 
zijn.    Immers  wij  hebben,  in  de  beide  Figuren: 

I.    Diki.  Dd 
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A'C  =  K(AC*  -  AA'*)  =  i/(p*  -*«)  =  «, 
A'D'  =  |/^AD'>  —  kk'*)  =  l^q*  —  A«)  =  n, 
GL  =  GK  =  i{iB  +  CD)  =  tCD'; 
maar  nu  is  verder ! 

m  Rg.  151,  GL  =  tCD'  =  i(A'C  +  A'DQ  =  i{m  +  n) 

en  inFig.  152,  GL  =  iCD'  =  t (A'C  —  AD*)  =  4 (••  —  n). 

OCXHL     V  o  o  1  8  T  B  L. 

Door  J.  Bamav. 

Ju  een  irt^Mium^  heefi   men,  uit  het  m^pmti  der  diago- 

naien^  ïoodl^nen  op  de  vier  Mijden  nedergelaten.    Dese  looi- 

lynen  gegeven   M^nde,  begeert  men  daaruit  het  trtpejnum  te 

bepalen. 

Opgelost  door  W.  tar  Raarst,  Ji.,  J.  Bassak,  W.  L,  Itasm 
en  J.  S.  Spbijbi. 

Oplossiho  van  W.  tan  Haaist,  Ji. 
Laten  AB  ::=  4?  en  CD  =  y  de  eTenwijdige  zgden,  BG  =  s 
en  AD  =  9  de  beide  andere  zijden  zijn,  van  het  bedoelde  tra* 
peziam  ABCD  (Flg.  163),  waarin,  nit  het  snijpnnt  O  der  dia- 
gonalen AC  en  BD ,  loodlijnen  op  de  zijden  4? ,  y ,  s  en  9  zqn 
nedergelaten ,  dan  zijn  deze  loodlijnen,  die  wij  achtervolgena  door 
a^  b f  e  ea  d  znllen  voorstellen ,  onze  gegevens ,  en  wq  hdbbcn 
onmiddellijk : 

Drieh.  ABC  =  Drieh.  AOB  +  Drieh.  BOC 
of  i(a  +  b)  X  :iz  iaa  +  iez, 

Drieh.  ABD  =  Drieh.  AOB  +  Drieh.  kOD 
of  i{a  +  5)  d?  =  iop  +  irfü, 

Drieh.  ACD  =  DneA.  AOD  +  Drieh.  COD 
of  ^{a-i-b)y  =  i(fo  4-  iiy, 

Drieh.  BCD  =  Drieh.  BOC  +  Drieh.  COD 
of  i(a  +  b)  y  =  icz  +  iby; 

uit  welke  vergelijkingen  dadelijk  volgt 

id?  =  CA  =  (fe  =  ay. (1) 

Laten    wij   verder   uit   C   eéne   loodlijn  CF  op  AB  vallen,  en 
trekken  wij  CE  evenwijdig  met  AD,  dan  hebben  wij 
EC»  =  BC*  +  BE*  —  2BE  X  BF 
en  dos 

_  BC*  +  BE*  ^  EC»  _  A*  +  (s  -  y)*  —  r* 
2BÊ  —  2{s-  y)  ' 

maar  uit  (1)  volgt 
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« 


'  =  i  *'  "  =  i  •  ^  «»  =  5  '.•  .  .  .  (2) 

toodat  »q  door  salwtitatie  dezer  waarden  veilrijgen 
Bp  _  (g  —  ly  c*d»  —  (c«  ~  d*)  an* 

2(a  —  b)  abed*  "  *' 

▼enler  i»  BC»  =  CF*  +  BF* , 

waaruit  dan  tcntondjgevonden  wordt 

en  daarna  door  (2) 

2(a>~5«)ofo«J« 

en 
2{a*  —  b^)ahc^d* 

av^{2(a-i&)»(c»4-«P)(i»A»c»(i»-(a-i6/c»d»-.(c«-^)>a*6*}* 
CCXIV.     V  o  o  R  8  T  ■  l. 
Door  J,  fiASflAN. 
De   vergel^king  x^iy  =   (j?ary  —  yjfi?)  |^(a«  —  y»)  10 
tnle^reref». 

Opgblost  door  W.    L.   IvahgHi   J.  S*  Spbijbi,  J.  Babsan  m 
W.  YAii  Baaist,  Ja. 

Oplossihg  ran  W.  L  Itarov. 
Deel    de    beide     leden     der     opgegeyene     Tergelijking     door 
**  |/X«*  ~  y^)f  ^  verandert  lij  in 

waartan,  volgens  overbekende  regels,  de  integraal  dadelijk   blijkt 
te  rijn  Boog  Sin.  ^  =^  -i-  C, 


» 


of  wel  y  =  fl  Sin.  t^  4-  (71. 

Dd  2 
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CCXV.     Voorst  ei. 
Door  J.  Badon  Ghijbbii. 

In  een  horizontaal  vlak  ujn ,  uii  eenig  punt  P ,  drie  i^nen 
getrokken,  die  twee  aan  twee  stompe  hoeken  met  elkander 
maken.  Men  begeert  nu  eenen  eubus  met  een  s^ner  hoekpmn- 
ten  op  het  genoemde  punt  P  te,  plaateen^  Moodanig,  dat  de 
horiMontiUe  projectiën  der  aldaar  samenkomende  ribben,  lange 
de  getrokkene  l^nen  vallen. 

Opgxlost  door  J.  Badoü  Gbijbev  ,  W.  vav  Haarst  ,  Jr.  en 
J.  S.  SniJBR. 

Oplomiro  van  J.  Bador  Ghijbrr. 

Laat'HN  (Fig.  154)  het  horizootale  vlak  ajo,  in  hetwelk  uit 
een  pnnt  P  drie  lijnen  PA ,  PB  en  PC  getrokken  ajn,  die  met 
elkRnder  tvee  Ran  twee  stompe  hoeken  maken ,  te  weten  de 
hoeken  BPB  =  et,  APC  =  ^  en  iPB  =  y;  dan  kannen  door 
dexe  lijnen  verticale  vlakken  gebragt  worden,  die  elkander  Tolgens 
eene  nit  P  opgerigte  verticale  lijn  PZ  zullen  ontmoeten ,  en  de 
«cubns  zal  dan  zoodanig  moeten  geplaatst  worden,  dat,  van  zijne 
drie  in  P  samenkomende  ribben,  er  éëne  in  elk  dezer  verticale 
vlakken  ligt.  Laten  na  PA',  PB'  en  PC'  de  verlengde  ribben 
van  den  aldos  geplaatsten  cabas  verbeelden,  dan  behoeven  wij, 
ter  bepaling  van  den  begeerden  stand  van  dat  ligchaam;  slechts 
de  hoeken  te  berekenen,  die  de  lijnen  PA',  PB'  en  PC'  met  de 
verticale  PZ  maken ,  en  wg  stellen  alzoo  hoek  A'PZ  =  s , 
hoek  B'PZ  =:y,hoek  C'PZ  =  js. 

Daar  de  drie  lijnen  PA',  PB'  en  PC'  onderling  rq[tboekig 
z^o ,  bepalen  zij  twee  aan  twee  drie  onderling  loodrcgte  vlakken 
B'PC',  A'PC'  en  A'PB'^  en  beschrijven  wij  das  ait  P  als  middel 
pnnt  eenen  bol,  dan  wordt  zijn  oppervlak  door  de  genoemde 
onderling  loodregte  vlakken  gesneden  volgens  een  bolvormigen 
driehoek  QBS,  wdks  zijden  allen  kwadranten  zqn.  Indien  voorts 
T  het  pont  is ,  waar  het  oppervlak  des  bols  door  PZ  wordt  ge- 
sneden, en  dan  nit  dit  pont  T  bogen  van  gnwte  cirkels  naar 
de' ponten  Q,  R  en  S  getrokken  worden,  is  de  bolvormige  drie- 
hoek QBS  in  drie  anderen  verdeeld,  terwijl  dan  blijkbaar 
hoek  KïS  =  hoek  VPC  =  a,  hoek  QTS  =  hoek  kVC  =  p, 
AoeA  QTR  =  Aoc*  APB  =  y,  boog  QT  =z  hoek  kVl  =  s, 
boog  KT  =  hoek  B'PZ  =:  y  en  boog  ST  =  hoek  C'PZ  =  «is, 

Dit  den  bolvormigen  driehoek  RTS  volgt 
Cos.^Sz=zCo8.KTxCoa.St  +  Sin.KT  X  Sin.ST  x  Cos.KTS, 


Digitized 


by  Google 


OPGAVEN.    N^  215.  39S 

en  dutp  omdat  RS  een^  kwadrant  it, 

O  =  Coê.y  Cai.s  +  Sin.y  Sin.x  Caa»»; 
hierait  Tolgt  Cot.y  CotM  =  -—  Cos,»,.    .....  (!•) 

terwijl    nit    de    bohonnige  driehoeken  QTS  en  QTR  op  dezelfiio 
w^ze  geronden  wordt 

Coi.M  Cat.w  =  —  Cof.(3, (2) 

en  C<a.x  Cot.y  =  —  Co$.y.  ......  (3) 

Indien  wij  nu  de  vergelijkingen  (1),  (2)  en  (3)  twee  aan  twee 
mH  elkander  vermenigToldigen ,  en  elk  poodact  door  de  derde  Ter- 
gelijking  deelen,  verkrijgen  wij  dadelijk: 

Co9.et        1 

<...,=_-^,^ <*' 

en  Cot.^  «  ==  — 

waardoor  nn  de  te  berekenen  hoeken  gevonden  zijn^  en  das   ook 
de  stand  van  den  cabas  bepaald  is. 

Uit  (4)  kunnen  wij  nog  eenvondiger  formnlen  ter  berekening 
van  Sy  y  en  s  afleiden.  Omdat  namelijk  «  -)-  |3  -|-  y  =  360^ 
is,  hebben  wij  Cos,  a  =  Cos,  (fi  -h  y)]  bierdoor  gaat  de  eerste 
der  fbrmnlen  (4)  over  in 

Cai^ig  —  —  ^^'P  ^^-y Cos.$Cos.r      / 

Cm.  O  4-7)  Cas.fi  Coê.y-^  Sin.fi  Sin,y' 

dos  is 
-.       ,  Cas£Cas.y  —  Sin.fi  Sin,y  ^     „         ■„ 

Sec* SP  =  1  +  Tang.*  s  =  Tang.fi  Tung.Yf 

of  ook  Cos.*x=z— -—-^zzL  Coi.fi  Cot.y i 

Sec*  X 

zoodat  wij  in  plaats  van  (4)  hebben : 

Coê*s  =  Cot.fi  Coi.y,\ 

Cos.*y  =  Coi.a  Cói.yS (5) 

Cos.*  z  z=  Cot.ts  Cot.  fi.  3 
Onderstellen  wij ,  dat  de  straal  van  den  bol  des  bolvormigen 
driehoeks  QRS  gelijk  aan  do  ribbe  ^  den  cabas  genomen  is, 
dan  zijn  Q ,  R  en  S  de  hoekpanten  van  dat  ligchaam  die  het 
naast  bij  P  liggen j  de  loodlijnen  QQ',  RR'  en  SS',  oit  die 
ponten  op  het  horizontale  vlak  MN  nedergelaten  ^  zijn  dan  honne 
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hoogten  boveo  het  horiioiitale  vkdi ,  terwijl  PQ' ,  PR'  en  PS'  de 
projecttën  op  het  horizoatale  vlak  npi,  van  de  in  P  zamen- 
iDomende  ribben  Tan  den  cobns.  De  lengte  van  die  ribben  « 
Doemendoi  hebben  wi]  dan,  voor  de  hoogten  der  panten  Q,  R 
en  S  boven  het  horizontale  vlak: 

QQ'=  a  Ca8.s  z=z  aiyCoi.p  Ctrf.y,) 

RR'=:  a  CoB.y  ^=z  cyCai.a  ftrf.y,)  •   •    •  (O) 

SS'  =  a  Coa.M  =  ai/da.»  Coi.fi') 

en  voor  de  lengten  van  de  projectiën  der  in  P  zamenkomende  ribben : 

PQ'=  a  Sin.»  =  a|/(l  —  Coi.p  C(4.y)A 

PR'=  a  Sin.y  =  ay{l  —  Col,«  Col.y),[  •    -  (7) 

PS'=:  a  5i#i.«  =  a|/(l  —  Cot.»  Cot.fi). J 

AAHinKiHOBV.  1^.  Omdat  «  -)-  ^  -f-  y  =  390^  ia,  hebben  wq  de 
bekende  betrekking  Coi.  fiCot.y  +  Coi.»  Cai.y+ Cot.tt  Cai.fi  =il 
(lie  mijne  Beg.  der  Meeik. ,  §  252).  Diensvolgens  vinden  wij 
dan  oit  (5),  (6)  en  (7): 

Cw.«  «  +  Cw.*  y  +  Coê.*  «  =  1 , 
QQ'«  +  RR'*  +  SS'«  =  a\ 
m  PQ'«  +  PR'*  +  PS'*  =  2a«. 

De  eerste  vergelgking  brengt  ona  terog  op  de  bekende  eigen- 
schap i  dat  de  som  der  vierkanten  van  de  cosinnssen  der  hoeken , 
dia  eene  Ign  met  drie  onderling  legthoekige  lijnen  vormt,  gel^k 
aan  de  eenheid  is«  De  tweede  en  derde  vergelijking  leeren  ons, 
dat  wanneer  een  cobos  met  een  sgner  hoekpunten  op  een  hori- 
lODtaal  vlak  geplaatst  wordt,  de  vieribnten  v^n  de  hoogten  der 
aangreoiende  hoekponten  boven  het  horizontale  vlak,  te  zamoi 
genomen,  gelijk  aan  het  vierkant  op  de  ribbe  zijn;  terwijl  de 
som  van  de  vierkanten  der  horizontale  projectiën,  van  de  drie  aan 
dat  hoekpont  sloitende  ribben,  tweemaal  zoo  groot  is. 

2^.  De  ribbe  a  van  den  cabos  en  de  stompe  hoeken  ctj  fi 
en  y  gegeven  zijnde,  kannen  de  lijnen,  tot  wier  berekening  de 
fimnulen  (9)  en  (7)  dienen,  gemakkelijk  geoonstmeerd  worden. 
Volgens  (6)  namelijk  ia  QQ*  eene  middenevenredige  toischen 
—  a  Coi.  fien  —  a  Coi.  y ,  en  verder  is  PQ'  de  tweede  regthoeks- 
zijde  van  een  regthodiigen  driehoek,  die  de  genoemde  midden- 
evenredige  tot  eerste  r^thoekszqde  en  de  ribbe  tan  den  cobiis 
tot  hypothenosa  heeft. 

Laat  b.v.  in  Fig.  156  het  vlak  der  tcekeniog  het  horizontale 
vlak  zijn,  waarin  de'  bedoelde  lijnen  PA',  PB  en  PC  getrokken 
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zijDy  en  dtt$  de  hoeken  BPC,  APC  en  iPB  de  kerkelijke  grootte 
hebben  der  hoeken  £i|  ^  en  y,  die  in  Fig.  154  dechis  pertpec- 
tieviesch  njn  voorgetteld  geworden.  Trekken  wij  dan  OTenwijdig 
met  PA  eene  lijn,  die  daarvan  op  een  a&tand  gelgk  aan  de  ribbe  a 
Tan  den  cobos  Terwijderd  is,  en  die  de  lijnen  PB  en  PC  of  haar 
▼erlengde  ergena  in  D  en  E  snijden*  lal^  trekken  w^  vervolgens  ' 
DF  ==  EG  =  a  loodregt  op  PA,  beschrijven  wij  op  FG  als 
middellijn  een  halven  cirkel,  stellen  wij  nit  P  op  PA  eene  lood- 
lijn  PH ,  den  omtrek  in  H  ontmoetende;  en  beschrijven  wij  nit  U 
met  HQ'  =:  a  als  straal  een  boogje,  dat  PA  ergens  in  Q'  zal 
snijden,  dan  is  PQ'  de  projectie ,  op  het  vlak  der  teekening,  van 
eene  ribbe  van  den  calras,  terwijl^PH^de]^hoogte  boven  dat  vlak 
aanwijst,  van  het  zich  in  Q'  projecterende  hoekpont.  Immers 
volgens  deze  constructie  is: 

PG  =  EG  X  Cirt.EPG  =  a  ffor.(180^  —  0)z=:  —  aCai.  ft 
PF  =  DF  X  CW.DPF  =  o  <7o#,(180o—  y)  =  —  a  Cat.y, 
^  PH  =  |/^PG  X  PF  =  QyCoi.p  C<4.Y, 

VQ'=  f/'CHQ'*-  PH*)  =  ay(l  —  Cai.fi  Cai.y). 
Even  als  wij  hier  het  pant  Q'  in  de  lijn  PA  geconstrueerd 
hebben,  kunnen  wij  ookj^de  punten  R'  en  S'  in  PB  en  PC  con- 
strueren^ en  zoo  wij  dan  verder  lijnen,  uit  Q'  evenwijdig,  met 
PB  en  PC,  nit  R'  evenwijdig  met  PA  en  PC,  uit  S'  eveuMfijdif; 
met  PA  en  PB  trekken ,  verkrijgen  wij  de  |;eheele  projectie  van 
den  cnbus,  welks  ribbe  a  =  DF  is,  en  welks  in  P  zamenkp- 
mende  ribben  zich]^langs  de  vooraf  getrokkei^el^lijnen  PA^  PB  en 
FG  projecteren» 

3^.  In  do  isamdrische  penpectief  maakt  men  gebruik  van 
drie  lijnen  PA,  PB  en^PC,  die  twee  aan  twee  hoeken  y^fx  120^ 
met  elkander  maken ,  en  langs,  welke  ach  de  ribben  projecteren 
van  eenen  cubus,  die  in  het  punt  P  met  zijoen  diagonaal  lood- 
T^  op  het  vlak  der  teekening  staat  (zie  H«  Stiootxah,  Gronden 
der  Be$ekr.  Meetk.  voor  de  Kon,  MiU-Jkademie ,  2dc  druk , 
5  436  tot  442), 

Dit  het  voorgaande  volgt  na,  dat  men,  tot  het  'vervaardigen 
van  dergel^ke  perspectieviesche  leekeniogen,  even  goed  drie  lijnen 
PA ,  PB  en  PC  kan  bezigen ,  die  twee  aajji  twee  will^eurige 
stompe  hoeken  met  «elkander  maken.  Hiertoe  zal  men  yooroerst, 
voor  eene  willekeurige  waarde  van  a  =  DF,  de  punton  Q',  R' 
en  S'  in  deze  lijnen ,  door  de  bovenaangrwczcnc  constroclie  dienen 
te  bepalen.     En  verder  zal  men  dan  de  werkelijke  afstanden,  van 
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eenig  in  perspectief  te  brengep  punt  lot  drie  onderling  loodregle 
klakken ,  niet  allen  in  dezelfde  verhoading ,  en  wel  in  veriioadiug 
▼an  1  tot  I  {/8  f  tot  penpectieTiesche  afstanden  moeten  herleiden ; 
maar  deze  herleiding  zal  voor  de  aft  tanden ,  zoo  als  zij  op  de 
lijnen  PA,  PB  en  PC  gemeten  worden ,  respectievelijl  moeten 
plaats  hebben  in  reden  van  DF  tot  VQ' ,  van  DF  tot  PR',  eu- 
van  DF  tol  PS'. 

CCKVf.      VOOISTKL. 

Door  J.  Bador  GHiJBXif. 

Uit  een  punt  P ,  buiten  het  vlak  tan  een  gegeten  panileh' 
gram  ABCD  (Fig.  156),  heeft  men  loadlijnen  laten  vallen  op  de 
zijden  AB  en  AD,  en  op  den  diagonaal  AC.  Indien  nu  de 
voetpunien  van  twee  dezer  loodiijnen  gegeven  M^n ,  begeert  men 
daaruit  het  voetpunt  van  de  derde  loodlijn  te  vinden. 

Opgelost  door  J.  Badoh  Gbubkit,  W.  L.  Ivango,  J.  S.  Spbijib 
en  W.  VAN  HaabsTi  Jr. 

Opiossihg  van  J.  Badoh  Ghubkit. 

Laten  B',  C'  en  W  respectievelijk  de  voetpnnten  zijn  der  lood- 
lijnen,  nit  het  pnnt  P  op  AB,  AC  en  AD  neergelaten;  indien 
men  dan  de  lijn  AP  trekt,  zijn  ABT,  ACT  en  ADT  regthoekige 
driehoeken  y  die  allen  eene  zelfde  schuine  zijde  AP  gemeen 
hebben.  Zoo  men  dos  eenen  bol  beschrijfl,  die  AP  tot  middel- 
lijn heejft,  zal  het  oppervlak  van  dien  bol,  behalve  door  de  pnnteo 
A  en  P,  ook  nog  door  de  pnnten  B',  C'  en  D'  gaan;  de  kidne 
cirkel,  volgens  welken  dit  oppervlak  door  het  vlak  des  porallelograms 
gesneden  wordt ,  moet  dan  ook  door  de  vier  ponten  A ,  B' ,  G'  en 
D'  gaan.  Indien  er  dus ,  van  de  drie  ponten  B' ,  C'  en  D',  twee 
gegeven  zijn ,  zal  men  slechts  door  deze  twee  gegevene  pnnten  en 
het  pnnt  A  eenen  cirkel  behoeven  te  brengen ,  om  door  de  snij- 
ding van  dien  cirkel  met  de  zijde  of  diagonaal,  waarop  de  detde 
loodlijn  valt ,  het  voetpnnt  van  die  derde  loodlijn  te  vinden. 

Om  door  berekening  de  onderlinge  afhankelijkheid  van  de  voet- 
punten  B',  C'  en  D'  te  bepalen,  onderstellen  wij  dat  het  parai- 
lelogram  gegeven  is  door* zijne  zijden  AB  =  a,  AD'=:  5,  be> 
nevens  den  diagonaal  AC  =  c,  en  dat  men  nit  deze  gegevens 
wil  >ïnden ,  hoe  de  afstanden  AB'  =  4?,  AD'  =  y  en  AC'  =  z 
van  elkander  afhangen.  Stellen  wij  daartoe  nog  hoek  BAC  =  0  en 
hoek  DAC  =  ^',  dan  hébben  wij,  na  B'C'  en  C'D'  getrokken  te  heUien : 

z  Sin.4> 


uit  den  driehoek  AB'C',   Tang,  AB'C'  = 


—  z  Cos,0* 


Digitized 


by  Google 


OPGAVEN.    N°.  216  en  217.  397 

en  uit  den  driehoek  AD'C',  Tang.  AD'C'  =       '  ^^'f      -. 

maar  om  den  vierhoek  AB'C'D'  kan  een  cirkel  betthreven  worden ; 
dos  zijn  de  hoeken  AB'C'  en  AD'C'  elkanders  sopplementen ,  en 
bijgevolg  hebben  vij 

ïhi^.AB'C'  =  —  Tang.ÈD'C\ 

M  S%n.0       ^       M  Sin.0* 

s  —  s  Co8.0  y  —  s  Co8,(P** 

dat  is  j  na  deeling  door  z  en  verdrijving  der  breuken , 
ySin.0  — MSin.0  Cas.$'=  —  a?  Sin.0' +  m  Sin.cp'  Co$.0, 
s  SiH,0'  +  y  Sin.0  =  m  Sin. {0  +  0') , 
Sin.  0'  Sin.  0 


Sin.{0  +  0^)    '    '  Sin.(0^0') 
Uit    de    beide   driehoeken ,  waarin   het  parallelogram  door  den 
diagonaal  AC  verdeeld  is,  volgt  verder: 
AB  :  AC  =  Aft.ACB  :  i^in.ABC  =:  5f».DAC  :  Afi.BAD, 
en 

AD  :  AC  =  &'ii.ACD  :  Sin.M)C  =  Sin.BkC  :  Sin.BHD, 
dat  is  a  :  e  =  Sin.0'  :  S(n.{0  4-  0'), 

en  5  :  c  =  Sin.0    :  Sin.lcp  4-  0); 

derhalve  is  dan 

Sin.  0'         _  a  Sin.  0         _  B 

Sin.{0  +  0')~  Z    ^"    Sin:{0^  0')  ~  o' 
waardoor  de  reeds  gevondene  vergelijking  tosschen  i?,  y  en  s  over- 
gaat in  ax  +  By  =  cm» 

Indien  er  dos  van  de  drie  afitanden  s^  y  en  »  twee  gegeven 
zijn,  kan  men  door  deze  eenvoudige  vei^el ijking  onmiddellijk  de 
derde  berekenen. 

CCIVII.      V   o   o    R   8   T    B   L. 

Door  J.  Badov  Gdubbn. 
Indien  S| ,  S^ ,  83 ,  S^ ,  ens.  respectievelijk  de  aommen  toor- 
sieUen  van  de  l^^,  2^«,  S^,  4<^«  magten  ens.  der  natuurlijke  ge- 
tallen van  1  tot  n  ingesloten ,  Begeert  men  eene  algemeene  en 
regelmatige  formule  te  vinden,  waardoor  men  elke  som  Sm,  uit 
een  Keker  aantal  voorgaande  sommen  kan  Berekenen. 
Opgelost  door  J.  Ba  don  GHWisir  en  J.  S.  Spbijbk. 

Oplossino  van  J.  Bador  Gbijibr. 
Indien  wij   de  binomiaal-cocfficiëntcn ,  tot    de  p**''   magt  bclioo- 
rende ,  volgens  cene  [^cbroikeltjke  notatie  door  (•,)  ,  («)  ,  («) ,  enz. 
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zi)nde  het  onnowlig  in  deze  formule  den  laatsten  term  aan  te  wij- 
zen ,  daar  zij  blijkbaar  moet  Toortgezet  worden  tot  dat  de  daarin 
iroorkomende  binomiaal-coefficiënten  nol  worden. 

Neemt  men  nu  p  +  9  =  m  +  1,  dan  Terachaftde  vergelijking 
(A)  dadelijk  het  middel  >  om  de  som  Si»  uit  eenige  voorgaande  • 
sommen  Sm  — i>  Sm  — 2,  enz.  te  berekenen.  Daar  echter  ^en^, 
mits  slechts  p  +  q  ziz  m  +  1  zij ,  overigens  gvheel  willekeurig 
kunnen  genomen  worden,  geeft  de  vergelijking  (A)  het  middel  om 
de  som  Sm  op  versehillende  wijzen,  uit  een  zeker  aantal  voorgaande 
sommen  te  vinden.  Om  b.v.  S^  te  berekenen ,  moeten  wij  in 
(A)  p  +  9  =5  stellen ;  maar  nu  mogen  wg9  =  letip=4, 
of  q  =  2  en  ^  =1  3 ,  enz.»  nemen. 

Wij  hebben  dan :  voor  9  =  1  en  p  =  4 , 

n(n-hl)*=6S^  +  eS,+4S,+Si, 
dos  S^=i  {••(n  +  1)*— es,— 4Sj-.S,}; 

voor  9  =  2  en  p  =:  3 , 

••»(»+l)»=5S,+2S, +S,, 
dus  S,=j(n>{ii+1)»-2S,-S,}; 

voor  9  =  3  en  p  =  2 , 

n«(n+l)*=6S,--2S,+S,, 

dus  S,  =  /  (ii»(iH-l)»H-2S,-S,}, 

voor  fr  =:  4  vn  p  =  1  » 

n*(n  +  l)  =  5S4  — 6  8,+4S,— Sj. 
dus  8^=1  {#i*(n+l)  +  6  8,  — 4  8, +Si}. 

Ten  aanaen  der  vergelijking  (A)  merken  wg  nog  op,  dut  zij 
niets  anders  dan  de  algemeene  voorstelling  der  verschillende  ver- 
gel^kingen  (3),  (5),  (7),  enz.  is,  zoodat  dan  ook  (A)  in  (3),  (5), 
(7)  overgaat ,  wanneer  men  respectievelijk  9  =1,^  =  2,  f  =  3 
stelt.  Voor  9  =  O,  kan  dan  ook  de  vergelijking  (A)  niet  meer 
gelden  ,  evenmin  als  voor  p  =  O ;  zoo  men  q  zzzO  wilde  nemen, 
zon  men  in  plaats  van  (A)  de  vergelijking  (1)  moeten  bezigen. 
Voor  p  =  5  geeft  (1)  dan 

(n4-l)*  =  l-+-6S^H-10S, -hlOS,+6Si+#i, 
CU  dus    S4=}{(ii+l)«-(n+lM08,— 10  8,— 5  8,}; 
zoodat  wij  nn  S^  op  vijf  verschillende  wijzen  in  voorgaande  som- 
men uitgedrukt  hebben. 

Stellen  wij    in  (1)  achtervolgens  pr=2,  p=  3,p=  4, 
enz.,  zoo  komt  er: 


Digitized 


by  Google 


402  WISKÜNSTIGE 

(«  +  1)»  =  H-  2S,  +  «, 
(»+!)•  =  1  +  SS,  +  «S,  +  *, 
(»  +  1)»  =  1  +  4S,  +  flS,  +  4S,  +  «,  ««., 
waaroit  volgt  t 

S,  =  ♦  {(I.  +  1)»  -  (n  +  1)}  , 
S,  =  *{(•»  +  1)»  -  («H-  1)  -  3S,}, 
S,  =  i  {(»  +  !)♦  -  («  +  1)  -  es,  -  4S,},enx.; 
hierait  blqLt  nn  dadelijk,  dat  wanneer  men,  door  achtervolgende 
sobstitoiiëD ,  de  waarden  van  S, ,  S,^  enx.  in  »  alleen  nitdrakt , 
deze   nitdmlkingen    alle  den  GkIot  »(«+  1)  znllen  bevatten. 
Men  lal  namel^k  vinden : 
S,=  ii»(i.  +  1), 
S,=  Sii(ii+l)(2n+l), 
S,  =  in»  («+!)», 
S»  =  é  •» («  +  1) (6«*  +  9"* +*  —  1) . 
S,  =  i  »»  (»  + 1)«  (2»»  +  2»  -  1) . 
S,  =  i  «  («  + 1)  (6»»  + 15»*  +  6«*  —  6»»  —  «  + 1) . 
S,  =  I, »» («  + 1)«  (8»*  +  6«» -. «» —  4«  +  2), 
enz.  enz. 
Indien  m  oneven  en  du  p+f=:m-t-l  een  even  getal  ia , 
kan  men  q  zsz  p  nemen;  de  vergelijking  {H)  wordt  dan 

«^(»+l/=2gS^,+2(J)S^,+2(J)S^^+enz.j  .(B) 

nemen  wij  hierin  achter? olgens  p=:r2,p:=3,p  =  4,  enx., 
zoo  komt  er: 

•»(»+l)»  =  4S,, 

«»(i.H-l)»=eS,  +  2S,. 

n»(n+l)*  =  8S,-|-8S,, 

«»(«+l)»  =  10S, +20S,+2S,, 

n«  (»+!)•  =  12  S,,  + 40  S,  + 12  S,, 

i»»(n  +  l)»  =  14S,,+70S„+42S,+2S,, 

n»  (n  +  l)«  =  16S,»  + 1128,,  + 1128,, +  ieS,, 
enz*  enz., 
vaamit  volgt: 

8,  =  in*  («  +  1)« . 

S,  ='X(»+l)»-iS,, 

S,  =  {«♦  (»H-  1)*  -S,, 

S.  =  Af.»  («  4-  1)*  -  iS,  -^S,, 

8,.  =  A»«  («  +  !)•  -f  8.  -S,.    • 

enz.  enz.; 
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voor  p=5en^=2^ 

n*  (n  +  1)»  +  n»  (n  +1)*  =  14  S.  +  20  S,  +  2  S,  ; 
▼oor  p  =  4  eD  9  ==  3 , 

n»  (»  +  .!)*  -MiV(n  +  l)»  =  W  S.  +  10  S,  ; 
enz.  enz. 
Desgelijks  hebben  wij  uit  (D) :  voor  p  =  3  en  9  =   1  , 
n(n  4-l)*-n«  (n  +  1)  =  6  S,  ; 
▼oor  p  =  6  en  7  =  1 , 

«  (n  +  1)»  _  n*  (n  +  1)  =  20  S*  H-  10  S,  j 
voor  p  =  4  en  f  =  2 , 

n»  (n  +  1)»  —  n*  (»  4-  1)*  =  10  S,  -h  2  S,  5 
voor  p  =  7  en  ^  =  1 , 

n{n  +  1)'  —  n»  (n  +  1)  =  «  S,  -+-  70  S^  +  14  S^  j 
voor  p  :=  6  en  f   =  2, 

n»  (•»  +  !)•  —n^{n+  1)^  =  28  S.  +  30  S»  +  2  S,; 
▼oor  p  =  6  en  9  =  3 , 

n»  (n  +  1)»  ^n*  {n  +  ly  =  14  S.  +  10  S^ ; 
enz.  -  enz.  * 

CCXVEII.     V  o  o  K  s  T  E  1. 
Door  S.  Dik  ,  Corrsz. 

Te  integreren  Zy  =  -5 — i =-1 — ; — r. 

T)rGELosT  door  S.  Dik^  Cornsz.;  J.  S.  Sprijeb,  J.  Bassah  en 
W.  VAH  HaaesTi  Ja, 

OpLossiflG  f>an  S.  Dik,  Corrsz. 
Stelt  men  d^  =  2^ ,  en  dos  iw  =  222f«,  zoo  gaat  de   opgege- 
vene  veiigclijking  over  in 

_  2z^;St  _  2  g*  _ 

^^  ~  Sax*  —  3a*««  H-  a»  ~  3a"  «*  -  a««  +  }a*  ^'  ~ 
_2f  gg«  — ;a«     1^  _2afs      ^       s»— jg 

—  3SI    "^s*-as*  +  ia*r'  — "37"^V-a«»+i«»       ' 
eo  hieruit  volgt  dan  vooreerst 

»=s+?/..-'JlV." (■) 

De  noemer  «*  —  aa*  +  Ja*  kan  in  geen  bestaanbare  eerste- 
magisfactoren  ontbonden  worden;  maar  om  deozelven  in  twee 
bestaanbare  tweedemag tsfactors  Ie  ontbinden,  kan  men  stellen 

,*—««*  +  }«>  =  («» +pa  +  la|/3){««+ï»  +  {«k'3), 
en  men  zal  dan  vinden 

p=^q=yia+layiU (2) 
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tteU  men  verier 
dan  al  men  irinden 


»*— jo        _         M«  +  N  P«  +  Q 


M  =  -P  = ^-.    en    N  =  Q  =  — _-j 

alzoo  i< 

s*— «*4.^a*      ep(«»— j>«-|-|a|/'8)      ep(«*  +  pa-Hai/'3)* 
«o  brengt  men  deze  waarde  in  (1)  OYer,  xoo  bekomt  men 
^2s.    1  r(S+|^3)»-pi/-3,,      1  /3+|^8)H-pi^3 

Ihar  in  het  algemeen  is  (zie  LR.ScHHiDT,  D^.enbu.'BjBk,^  %  179) 

.      2yA-pB     „„_^__      P  +  2y« 

neemt  men ,  in  deze  formale , 

A=— p|/3,  B  =  34-l^3,  tt:=iiayi,  P  =  — p  cny=l, 

zoo  komt  er 

•'s»— p«+|«i/'3'       ^^*^^     ^^^    1/'(12«1/^— 9p») 

en  schrijft  men  Tervolgens  — p  in  plaats  van  p,  dan  vindt  men  nog 

•'«»+?« +iO|^3  ^^^"^   ''     '^  ^    |/^12ai/'3— 9p») 

9p-3pt/-3  fe  +  3p  ... 

-■p(Ï2ai/'3-V)  ^^  '^XiZai^S-Vy  '  ^  ^ 
i^lnn  de  waarden  (4)  en  (5)  overbrengende  in  (3)',  verkrijgt  men 

2s 
»  =  35  + 


'  3|/^12ai/'3  — 9p»)  '" 


I.  Dm.  E  e 
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of,  door  toepasaing  der  bekende  formolen 

Log.  m  —  i^^. »  =  Log.-^ 


n 


ea    BoogTang.m-^BoogTang.n=iBoogTang.  , 

22        3  4-  1^*  «      r  **  —  P«  +  ï»!^* 

^  =  55  +  -^  ^'P-^'*^«>  +  p..^,V« 

Hierin  Tcrvolgens  wederom  «  *  z=  s  of «  =  >/s  en  p=>/(a+|flj/<J) 
êohtü'taerende,  komt  er  dndelijk: 

2i/it         3  +  1/^3       ^  .         3ar-|/^(S+2|/3)>^/3ag+gv^3 
y="3r'*"S^/(3+2i/^S).i/^3«   •    ^**^3j+ï/'(3i-2|/3J.|r3ajrf«|XS 

of  ook 

2>/^s  l+k"3  ^r^/^3-^/^(3t2^/^)■^/^^r^a 

GCXR.      VOOISTBL. 

Door  S.  O» ,  CoBRn. 

«    .  ^         ('  —  «)  ïf*»^  (*  —  •) 

Te  tniegreren  iy  =  \^,_^,^^^.'- 

Opguost  door  S.  Dik,  Cokhsz.,  J«  S.  Spujbk,  J.  Bassah   en 
W.  TAK  Haaïst,  Ja. 

OfhowoLQ  vun  S.  Sik,  Cobhbz, 

Stelt  men  a?  —  a  =  2^ ,  doa  «  =  a  +  2*  en  a^jr  :=  2z2fx, 
too  gaat  de  hier  opgegevene  vergelijking  over  in 

^y  — 3as*+3a»z»+a«— Si-3*+aa*+|a«^*~ 
_  2f  a2»+  W     l^,_2jf2      /       s>+i«        ._ 

—  3al       ji*+a«*+4a*/^*—  3a  ~*'«» +«* +,a*  ^'' 
zoodat  wig  weder  aanvankelijk  hebben 

»  =  l;-»/..;'J:IV"-.---"' 

Verder  denzelfden  weg  als  in  het  voorgaande  voorsteF  volgende, 
stellen  wij  vooreerst 
j,%  ^  a,«.-^  1  ftJ  =  («J  +  ;,,  +  « a^/3)  («»  +  9«  +  I  «1^3), 
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waaruit  wij  viDden 

/>  =  —  ?  =  K—  «  +  l«l^*);  •    •    •    •  (2) 
en  Yerrolgens 

a»4-  {g        _         Ms  +  N  Pig  +  Q 

betgeeD  geeft 

M=-P  = ^-^ ,    N_Q_-^, 

en  dos    - 

**  +  ia     _  (3— i/^3)g+pv/3       (3  — k3)s— />|/3 

loodat  dan  (1)  overgaat  in 

2s_ J_  j(3>^k3>4^I^3  1  /3^l^3>^|/3 

^^^3o     J)|p^«»— p^+iok'S^  ■^9/r/«»+p«+|«l^3     *^  ^ 

Nemen  wij  na,  in  de  algemeene  waarde  tan  /^ r r  2f*> 

Aspi/^a,    B  =  3  — 1/^3,   «  =  ia|/3,   p=:— p   en   y  =  l, 
100  Terkrijgen  wij 

en  ook ,  door  hieria  -^  p  voor  p  te  (chriJTcn 

9p+3pï/'3    _     _  gg-^ap         /-> 

De  waarden  (4)  en  (5)  in  (3)  oterbrengende ,  vinden  wi) 
^  =  3i  + 

~^*^-  ^'  P(i25p3=9p)  ~^-  ^-  I/(12a^'3-9p»)  J 

3  +  1^3 
iy{l2a^^i  —  9p*) 
L  6*4-3»  „      „  6«— 3p        ) 

dat  is ,  zoo  wij  de  logarithmen  vereenigen ,'  alimede  de  bogen , 

Ee  2 
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8  +  1^»  BW  IW  «Kt2«»/^  -  ^') 

~«|/(12aj/^  —  9p»)  ^     ^^"        ak^S— S«» 
ffierin    na    veder    toot    s  en  p  hare    «aarden,    namdgk 
s  =  y{0  —  a)  en  p  =  !/<—  «  H-  %ay1i),  «obrtitaewnde , 

komt  er  emdeql:     y  =  -s r 


of  ook  y=_L__^ 

CGKX.      VOOBSTBL. 

Door  S.  Dik,  Gobhsk. 

Men  periangi  den  i^d  ie  berekenen  y  dien  de  waterapiegd 
beeteedif  om  in  een  verHcatU  etaand  prismaiiêek  vai,  waarin 
hei  waier  niei  tronb  aangevuld,  uii  aeker  peil  ioi  een  lager 
peil  te  dalen;  wanneer  deze  daling  hei  gevolg  is  van  de  mi- 
vloeiing  des  waters ,  door  eens  in  den  verticalen  wand  aan- 
weMÏge  regthoekige  opening,  mei  horiaoniale  boven-  en  beneden- 
sijden.  Onderstellende  dat  de  opening  op  eene  meriel^ke  diepte 
onder  water  blijfi,  wuuw  ie  groot  is  om  de  hoogte  des  water- 
spiegels boven  haar  moaariepmU ,  als'  eene  gemiddelde  druk- 
hotste  in  rekening  ie  mogen  brengen. 

Opoblost  door  S.  Dik  ,  Cobhsi.  en  J.  S.  Spbiibb. 
OpLossiHa  van  S.  Dik,  Cobhsz. 

Zq  ABCD  (Fig.  167)  de  Terticale  ajwand  Vao  het  bedodde 
prinnatische  ▼«(,  en  onderstellen  wij  tanTanlelijky  dtt  de  oit- 
?]oeqtng  des  waters  plaats  heeft  door  eene  opening  Tan  wille- 
keorige  gedaante  PMQN,  welker  hoogste  en  laagste  ponten  door 
de  horizontale  lijnen  £F  en  GH  bepaald  zijn. 

Zij  AB  de  stand  tan  den  waterspiegel  bij  het  b^in  van  den 
tijd ,  dien  men  beschoawen  wti ,  en   laat    deze    stand    des    water- 
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spiegek  bepaald  z^o ,  door  zijne  hoogte  AG  =  A  »  boTen  den 
benedenkant  der  opening.  Indien  dan  na  verloop  van  zekeren 
tijd  iy  de  waterspiegel  in  ab  gekomen  is,  en  dos  in  den  tijd  t 
eene  daling  Aa  =  u  ondergaan  heeft,  zal  hij  in  een  volgend 
tijddeeltje  2li  eene  daling  iu  ondergaan,  en  de  hoeveelheid  water 
in  dat  tijddeeltje  2li  uitgevloeid,  zal  dan,  indien  de  inbond  der 
standvastige  horizontale  doorsnede  van  het  vat  m  is,  oitgedrakt 
wolden  door  m^ti. 

Deze  hoeveelheid  water  mag  men  beschouwen  als  gedurende  het 
tijddeeltje  it^  onder  een  standvastigen  waterspi^el  ab,  uit  de 
opening  PMQN  gevloeid  te  zijn.  Indien  dus  H  de  hoeveelheid 
water  voorstdt,  die,  bij  eene  standvastige  hoogte  des  waterspi^s 
ab,  in  ééne  tijdseenheid  door  de  opening  uitvloeijen  zou,  en  dus 
Vtii  de  hoeveelheid  is  in  het  t^ddeeltje  it  uitgevloeidj  hebben  wij 
miu  =  Mar^ (1) 

Om  de  waarde  van  M  te  vinden,  beschouwen  wij  eene  difie* 
rentiaal  MNmn  der  opening,  begrensd  door  twee  horizontale  lijnen, 
die  op  de  afstanden  ai  ==  y  en  ai'  =  y  -f-  ^y  beneden  ab 
genomen  zijn.  Zoo  wi)  dan  UN  =  m  stellen,  is  jiSfy  de  inhoud 
van  de  dÜferentaal  der  opening  3  uit  deze  differentiaal  vloeit  het 
water  onder  eene  drukhoogte  ai  =  y,  en  dus  met  eene  snelheid 
voorgesteld  door  ny/lgy)  de  hoeveelheid  water,  in  ééne  tgds- 
eenheid  door  die  differentiaal  uitvloeijendei  is  alzoo 

*2ry  X  nï/2jy, 
en  voor  de  hoeveelheid,  die  in  eene  tqdseenheid  door  de  geheele 
opening  uitvloeit,  altijd  in  de  onderstelling  dat  ab  eene  standvas- 
tige hoogte  behoudt,  hebben  wij  dan 

H  =  Süy  X  ny^  =  {nyllg)  /«afy^^y, 
mits  deie   integraal  van  y  =  a£  tot  y  =  aG  genomen  worde; 
terwijl  n  een  door  proeven  te  bepalen  coëflSciënt  is. 
Stellen  wij  dus  aG  =  4?  en  EG  =1  a,  waardoor  aE  =  s  —  a 
wordt,  zoo  is 

voorts  is  nu 

«  ^  A  —  9    en  dus    ^m  =  — -  i»^ 
zoodat  dan  de  vergelijking  (1)  overgaat  in 

—  m^jT  =  {n\/2g)  Tli  ƒ*      s^yk^y, 

Ee  3 
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waaralt  volgt       }ii  :=z  -^ 


"^y    >^^yy 


x  —  a 


Laat  na  de  vraag  zijn  om  den  tijd  T  te  berekenen ,  gedarende 
welken  de  waterspiegel  van  AB  tot  A'B'  daalt,  en  stellen  wg 
A'6  =:  A'i  dan  is  T  de  waarde,  die  men  volgens  (2)  Yoor  i  vindt, 
indien  men  de  laatste  integraal  van  t»  =  0  tott»  =  A*—  A*» 
dat  is  van  s  :=:  A  tot  4?  =  A'  neemt;  derhalve  is  dan 


T  = 


^^/z*   '^t^y 


A''»- 


of  wel  J  =  _ï--  /^ ?!f (S) 

*        X  —  a 

Is  nu  de ,  opening  een*  regthoek,  waarvan  de  boven-  en  beneden- 
zijden  horizontaal  loopen ,  en  waarvan  behalve  de  hoogte  EG  =  a 
ook  de  breedte  HN  =:  b  gegeven  is,  dan  is  ji  =  5  standvastig. 
Hierdoor  verkrijgen  wij 

fz}lyi/y  =  fb^yi/y  —  f  byu'y  +  Canst. 

en      f^^^jiyy'y  =  ^b  {j?^*  —  («  —  a) |/t*  —  «)}  i 
derhalve  gaat  dan  de  formole  (3)  over  in 

Znby2gJ  ^,xv^m  -  (»  -  o)  K(:r  —  «y  *  ^  ' 

Maar  na  hebben  wij ,  door  teller  en  noemer  te  vermenigvoldi- 
gen  met  sys  +  (s  —  o)  |/l[a?  —  ö), 

yi  2^*  ƒl^ra?{:FK«+'(a?— a)|/(x— a))    _ 

ar|/^4f— (ir— a)|/^a?— a"V  {xi/x}  *— {(ar— a)K(*— a)}  * 

~ -^  Sa«»  —  3a*d?  +  a»  "*" -^  3«p*  —  3a»*  +  a»  ' 
en  deze  beide  integralen  hebben,  wq  in  de  twee  voorgaande  .  voor- 
steUen  berekend ;  nemen  wij  dezelve  naar  behooren  van  s  =  A' 
tot  *  =  A,  en  steUen  wij  gemakshalve  A — a=A,  A'— a  =  A', 
3  +  2|/3  =  c  en  —  3  +  2|/3  =  rf,  zoo  verkrijgen  wij : 
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voor  de  eerste  —  (l/'A  —  K**)  + 

2 
▼oor  de  tweede  r-  (i/'*  —  yk')  — 

-^'{'•^'^■.-^---^'••«•^,}  - 

3m 
«n  de  som  dexer  waarden  met  ■  fermenigroldigd,  tal  dan  den 

begeerden  tijd  T  opleveren. 

CCXXI.      ¥00R8TBL. 

Ddor  J.  Bidon  Ghi^bbv. 

Gegeven  g^nde  de  koriMOfüale  'en  vertieale  pro/ectiën  wm  een 
hd^  hen^tene  de  horufaniah  doorgangen  van  twee  vlakken,  die 
deaen  bol  raken ,  begeert  men  de  projeetiën  te  eomtmeren  van 
een  punt  m^  oppervlaks,  dat  even  ver  van  de  beide  rakende 
vlakken  ah  van  het  middelpunt  verw^derd  is. 

OrauosT  door  J.  Bador  Ghijbis,  W.  vaii  Haakst,  Ja., 
W.  L,  IfAHOH  en  J.  S.  Snina. 

OpiosnHO  van  J.  Badoii  Ghijbih. 

Laten  M'  en  M'  (Fig.  158)  de  horizontale  en  Terticale  pro- 
jeetiën Tan  het  middelpnnt  dea  gegeven  bols  ajn)  dan  xal  de  as 
van  projectie  OX,  door  de  vereenigingsliJQ  M'H'  rp|;thoekig  ge- 
sneden worden  in  H^  en  mi'  lal  de  hoogte  van  het  middelpont 
des  bols  boven  het  horizontale  vlak  zijn.  Laten  verder  k'k'  en 
B'B'  de  gegevene  horizontale  doorgangen  zijn,  tan  de  beide 
▼lallen  die  den  bol  ralén. 

Treilen  wij  U'S  loodregt  op  A'AS  en  stellen  wij  nit  W  9  op 
UCE  eene  loodlijn  MWi  :=  IfH';  beschrijven  wig  nit  M^ ,  met 
den  straal  des  bols ,  eenen  drld ;  treilen  w^  nit  E  eene  raal- 
lijn  ER  aan  dien  cirlel;  daarna  nit  M^  evenwijdig  met  die  raal* 
IQn,  eene  Ign  MjC,  die  M'E  er^ns  in  e  ontmoeten  zal;  en 
einddijl  door  het  pnnt  e  eene, lijn  a'a'  evenwijdig  met  A'A',  dan 
zal  a V  de  horizontale  doorgang  zijn  van  een   rlal ,  dat  door  het 
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middelpunt  des  bda  gaat,  en  evenwijdig  loopt  met  het  rakende 
vlak  vaarTan  A'A'  de  horizontale  dooigang  is.  Want  laat  men 
den  vierhoek  EHViRi  met  den  in  zgn  ^lak  gelegen  en  oit  H^ 
beschreven  cirkel  M|R,  om  de  lijn  IfE  omwentelen  ,  totdat  het 
ylak  van  dien  vierhoek  loodr^  op  het  faoriiontale  vlak  komt , 
dan  wordt  M|  het  middelpanty  das  de  cirkel  M|R  een  grooCe 
cirkel ,  en  ER  eene  raaklijn  van  den  bol ;  maar  die  raaklgn  ER 
is  dan  tevens  loodregt  op  k'k'  gekomen;  derhalve  bepalen  dan 
ER  en  k*k*  een  vlak  dat  den  bol  raakt,  en  bijgevolg  bepalen 
eH|  en  a'a'  een  vlak,  dat  door  het  middelpant  Tan  den  hel  gaat 
en  met  het  rakende  vlak  evenwijdig  is. 

TreUen  wij  evenzoo:  M'F  loodiegt  op  B'B';  Ml!,  =  HM' 
loodregt  op  HT;  FR'  raakl^n  aan  den  cirkel  f  nit  M^  met  den 
straal  des  bols  beschreven;  M^f  evenw^dig  met  FR';  en  eindelijk 
door  f  eene  lijn  b'b'  evenvrijdig  met  B'B',  dan  is  b'b'  de^gel^ks 
de  horizontale  doorgang  van  een  vlak,  dat,  door  het  middelpant 
des  bols  gaande,  evenwijdig  loopt  met  het  rakende  vlak  waarvan 
B'B'  de  horizontale  doorgang  is. 

Daar  het  bq;eerde  pont,  op  eenen  afitand,  gel^k  aan  den  straal 
des  bols^  Tan  elk  der  beide  rakende  vlakken  A'A'R  en  B'B'R' 
moet  verwqderd  zijn,  moet  het  in  elk  der  beide  vlakken  liggen, 
die  door  het  middelpanü  gaande  de  lijnen  a'a'  en  b'b'  tot  horizon- 
tale doorgangen  hebben;  en  het  begeerde  pant  'moet  das  in  de 
gemeene  doorsnede  der  beide  laatstgenoemde  vlakken  gelegen  zqn. 
Maar  het  pant  G',  in  hetwelk  da  lijoen  a'a'  en  b'b'  elkander 
snijden  y  is  even  als  het  middelpant  (M'^  M*)  een  pant  van  die 
gemeene  doorsnede;  na  dos  G'G'  loodregt  op  de  as  Tan  projectie 
getrokken  te  hebben ,  worden  de  projectiën  G'M'  en  G^M'  dier 
gemeene  doorsnede  onmiddellijk  bekend;  en  het  begeerde  pont 
is  alzoo  geen  ander ,  dan  een  der  snijponten  van  de  lijn  (G'M' , 
G'H')  met  het  oppervlak  des  bols. 

Deze  snijponten  na  kannen,  volgens  eene  bekende  leerw^ze, 
op  de  volgende  wijze  geconstroeerd  worden.  Men  neme  op  de  as 
van  projectie  MG  =  M'G',  trekke  nit  G  door  M'  eene  ligo,  den 
Tcrticalen  projeetiecirkel  des  bols,  in  twee  ponten  P  en  Q,  loq* 
dende;  trekke  Tervolgens  nit  P  en  Q,  evenwijdig  met  de  •$, 
l^nen  die  G'M'  ergens  in  P'  en  Q'  zallen  snijden  ,  en  daarna 
nit  P*  en  Q' ,  regthoekig  door  de  as ,  lijnen  die  G'M'  ergens  in 
P'  en  Q'  zallen  ontmoeten »  dan  zijn  P'  en  P*"  of  Q'  en  Q'  de 
horizontale   en    verticale    projectiën    van    een    snijpant    der    lijn 
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(GV^,  G'M')  met  het  oppertlak  des  bok,  en  dos  van  een  pont, 
dat  aan  de  vraag  beantwoordt 

üit  het  pont  E  kan  men  twee  raaklijnen  aan  den  cirkel  M|R 
en  ook  nit  het  pont  F  twee  raaklijnen  aan  den  cirkel  M^R', 
trekken.  Hierdoor  verkrijgt  men  nog  twee  andere  rakende  vlakken» 
die  A'A'  en  B'B'  töt  horizontale  doorgangen  hebben.  Bij  elk  van 
de  beide  rakende  vlakken ,  die  door  A'A'  gaan,  kan  men  een  van 
de  beide  rakende  vlakken  kiezen,  die  door  B'B'  gaan,  en  de  ge- 
kozene vlakken  als  diegenen  beschouwen,  welke  in  de  opgaaf  be- 
doeld zign.  Er  zijn  das  vier  zulke  kenzen  mogelijk;  en  voor 
elke  kenze ,  kan  men ,  door  de  aangewezene  oonstrnctie  ,  twee 
punten  Tinden ,  die  aan.  de  vraag  voldoen.  In  het  geheel  kan 
men  das  acht  voldoende  punten  constraeren,  waarvan  wij  er 
echter,  om  de  figoor  hare  duidelijkheid  niet  te  benemen,  slechts 
twee  geconstraeerd  hebben. 

ccxxir.    V  o  o  &  s  T  B  I. 
Dow  J.  Bador  Ghijben. 

Van  tfcee  hoekpunten  eens  gel^kts^digen  iriekoeksy  die  jnoh 
ergens  in  de  ruimte  bevindt,  m^n  de  ^oriMontale  en  verticah 
prajectiën  gegeven.  Indien  men  nu  ook  nog  de  hoogte  van  hei 
derde  hoekpunt  boven  het  horizontale  vlak  kent,  wil  men  daar- 
uit de  projectiën  van  dat  derde  hoekpunt  construeren. 

Of GIL08T  door  W.  Ykv  Haaest,  Ja.,  J.  S.  Spbukr  en  W.  L.  Ivarok. 
OtLossiira  van  W.  taic  Haabst,  Jb. 

Laten  (A',  A')  en  (B',  B")  de  gegevene  hoekpanten  zijn 
(Fig.  159),  en  A  de  hoogte  van  het  derde  hoekpunt  boven  het 
horizontale  vlak;  indien  wij  dan,  evenwijdig  met  de  as  van  pro- 
jectie OX ,  eene  lijn  PQ  ter  huogte  h  boven  dezelve  trekken ,  is 
deze  PQ  de  verticale  doorgang  van  een  vlak ,  dat  ter  hoogte  h 
boven  het  horizontale  vlak  evenwijdig  met  hetzelve  loopt*  Het 
derde  hoekpunt  moet  zich  dan  klaarblijkelijk  in  dit  vlak  bevinden, 
en  zich  op  het  verticale  vlak  in  de  lijn  PQ  projecteren. 

Trekken  wij  A'B',  stellen  wij  op  die  lijn  uit  B'  eene  loodlijn 
B'B  =  B'b  —  A'a,  en  trekken  wig  A'B,  dan  is  deze  ]ijn  A'B 
de  werkelijke  afirtand  der  punten  (A%  A^  en  (B',  B'),  en  bij- 
gevolg de  werkelijke  lengte  van  e^ne  zijde  des  gelijkzijdigen  drie- 
hoeks.  Beschrijven  wij  vervolgens  nit  A''  en  B'',  met  die  werke- 
lijke lengte  als  straal,  cirkelboogjes ,  de  lijn  PQ  in  p  en  q  snij« 
dende ,  zoodat  A'^p  =  B'q  =  A'B  wordt,  dan  is  het  klaar,  dat 
a'p  en  b'q  de  lengten  zijn  van  de  horizontale    projectiën   van   de 
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tvee  andere  zijdoi  des  gelqkcqdigen  driehoeki ;  want  a'p  en  b'q 
zijn  regthocLaztjden  van  regthoekig[e  driehoeken ,  wier  andere  re^- 
hoekuijden  kV  rr  A'a  —  A  en  B'b'  =  B'b  —  A  de  ▼erechillcn 
in  hoogte  zyn  van  de  ponten  (A',  A')  en  (B',  B*)  niet  het  deide 
hoekpunt  I  terwijl  de  schnine  zijden  A'p  en  B'q  de  werkelijke 
aifirtanden  van  de  panten  (A',  A')  en  (B',  B')  tot  het  derde  hod^* 
pont  zijn. 

Beschrijven  wij  dut  verder  uit  A'  met  a'p  als  straal,  en  ntt  B' 
net  b'q  als  straal,  cirkelboogjes  elkander  in  G'  of  D'  sn^dende, 
dan  is  C'  oi  D'  de  horizontale  projectie  van  het  begeerde  derde 
hoekpunt;  en  nit  G'  en  D'  lijnen  rcgthoekig  door  de  as  tr^- 
kende ,  tot  dat  zij  PQ  in  G'  en  D'  4)ntrooeten ,  zal  C'  of  D'  de 
verticale  projectie  van  dat  derde  boekpnnt  wezen. 

Aizoo  lijn  A'B'C'  en  A^'B^C',  of  A'B'D'  en  A'BI)'  de  prajeo- 
tien  des  bedoelden  gelijkzijdigen  driehoeks. 

Ai^rMBBKncBif  uit  de  Oploêsing  van  J.  S.  Speijki.  Be  oon- 
stmctie  blijft  onveranderd,  indien  k  zoo  gegeven  roogt  zqn^  dat 
de  lijn  PQ  hetzij  boven  A'B''  viel,  hefzij  A'B'  tasschen  A'  en 
V  sneed,  hetzij  door  een  der  panten  A'  of  B''  ging.  Is  ecfafer  h 
te  groot  of  te  klein  gegeven,  zoo  kan  a'p  +  b'q  ^  A'B'  worden; 
dan  zoHen  de  cirkelboogjes  geen  pont  gemeen  hebb«i,  en  er  kan 
onder  de  gegevens  geen  gelig kzqdige  driehoek  bestaan.  Is  k  joist 
,  Uein  genoeg  of  jaist  groot  genoeg  gegeven ,  om  te  maken  dat 
a'p  +  b'q  =  A'B'*wordt,  dan  zullen  de  cirkelboogjes  elkander 
in  een  punt  Tan  A'B'  raken;  er  zal  dan  slechts  één  gelijkzijdige 
driehoek  aan  de  vraag  beantwooiden ,  «en  van  dezen  zal  het  vlak 
verticaal  zijn. 

GGXXIIL    VooESTBi. 
Door  J.  Badon  Ghubbit. 

Geg999m  M^nde  de  horigoniah  en  eeriicak  pfojeciiën  vmn 
iwee  köekpunien  «o»  ee»  regdmaHg  ietraëdmm,  benevens  de 
hoogte  y  waarop  jnch  een  der  beide  andere  hoekpunten  boven 
hei  horiwnkJe  vlak  bevindt ,  begeert  men  de  pmjectien  van 
dat  ligökaam  te  eonetmeren^ 

Opquost  door  J.  Badok  Ghijhbh,  W.  vak  HaabsT|  Jb., 
J.  S.  Spbijbb  en  W.  Ih  Ivaik^v. 

OpLosamo  van  J.  Badon  Ghijbbh. 

Laten  (A',  A'^)  en  (B',  B*)  de  gegevene  projectiën  zijn  (Fig. 
160)  van  twee  hoekpunten  van  een  regelmatig  tetraëdrum,  dan 
kan  men,  volgens  het   voorgaande   voorstel;  een  derde  hoekpont 
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(C\  C*)  van'  dat  ligchtam  ooo^traecen,  nodasmi^  dat  dit  hoekpont 
op  eene  gegerene  hoogte  boven  het  horuonttle  vhk  Ugt.  Hter- 
door  verlnjgt  men  dan  de  projectiën  van  een  lijviak  (A.'B'C', 
A.^B'C')  des  ligehaams ,  dat  men  als  grondvlak  kan  aannemen » 
zoodat  «r  slechts  overbÜgft  de  projectiën  van  den  top  te  coa- 
stmeren* 

Bij  het  constraeren  van  het  pnnt  (C ,  C*) ,  vindt  men  tevens 
de  werkelijke  lengte  der  ribbe  {kV ,  kV)y  die  w^  in  Fig.161 
door  AB  hebben  voorgesteld.  Beschrijft  men  op  deze  AB  een 
gel^ktijdigen  driehoek  ABC,  laat  men  daarin  nit  twee  hoekpmiten 
A  en  C  loodlijnen  op  de  overstaande  z^den  YaUen,  alkander  snij- 
dende in  M;  stelt  men  vervolgens  nit  M  eene  loodlijn  op  AM 
en  beschrijfl  men^  nit  A  ,  met  AB  als  straal,  een  eirkelboogje , 
de  laatstgenoemde  loodlijn  in  D  snijdende,  dan  is  MD  de  léngla 
der  loodl^ ,  die  pit  den  top  des  tetraëdrams  op .  het  grondvlak 
valt.  Want  zoo  men  den  driehoek  AMD  om  de  l^n  AM  kal 
dmaijen ,  totdat  bij  loodregt  op  het  vlak  ABC  komt,  zal  blikbaar 
het  pont  D  in  den  top  des  tetcaëdrams  gekomen  zign. 

Trekken  wij  in  Fig.  160 ,  nit  G'  en  C  lijnen  respectievdgL 
naar  het  midden  van  A'B'  en  A'B%  en  nemen  wij  op  deze  lignea 
stokken  CM'  en  C'M"^,  die  gelijk  aan  twee  derde  gedeelten  van 
dezelve  z^n>  dan  zijn  blijkbaar  M'  en  M*'  de  pfojeotië&  van  den 
voet  der  loodlijn,  die  nit  den  top  van  het  tetraëdrum  op  zgn 
grondvlak  (A'B'C,  A'B'^C')  valt;  die  top  zal  das  het  niteinde 
zrjn  van  eene  lijn ,  die  nit  het  pnnt  (M' ,  M')  loodregt  op  hel 
vlak  (A'B'G%  A'B'C*")  staat,  en  de  in  Fig.  161  geeonstraeeide 
lengte  MD  heeft. 

Om  dezen  top  te  eonstmeren,  bepalen  wg  eerst  (Fig.  160)  da 
pnnten  E  en  F,  in  welke  de  lijnen  (A'C,  A'C)  en  (B'C,  B'Gf) 
het  horizontale  vlak  van  projeotie  ontmoeten;  hiertoe  hebben  vrij 
slechts  A'C'  en  B'G'  te  verlengen,  tot  dat  zq  de  as  van  projectie 
OX  in  e  en  f  ontmoeten ;  en  vervolgens  nit  e  en  f  loodlijnen  op 
OK  te  ateHen ,  die  dan  de  veriengden  van  A'G'  en  B'G(  in  de 
begeerde  pnnten  £  en  F  zollen  snijden;  eene  lijn /door  £  en  F 
getrokken,  zal  dan  de  horizontale  doorgang  van  het  vlak  (A'B'G', 
A'B'G')  zijn.  Verder  nemen  vrij  eene  l^n  PY,  die  den  genoem- 
den doorgang  £F  ergens  in  Q  regthoekig  sngdt,  als  eene  nienwe 
as  Tan  projectie  aan;  door  dan  M'nfM  loodregt  op  PY  te  trekken, 
mM  gelijk  aan  de  hoo<;te  van  M'  boven  de  as  OX  te  nemen,  en 
QM  te  trekken  y  wordt  M  de  nieuwe  verticale  projectie   van   het 
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pont  (H',  M'),  en  QH  de  dooqsaDg  fan  het  vlak  (i'B'C',  kVCT) 
met  het  nieawe  ferlieale  Tkk* 

Omdat  het  nieawe  verticale  vlak  loodregt  op  het  grondvlak 
(A'B'C',  A'B'C')  des  tetnëdrams  genomen  is ,  zal  de  loodl^n, 
uit  den  top  op  dat  grondvlak  vallende,  aich  op  het  nieawe  verti- 
cale vlak  in  hare  ware  grootte  en  loodregt  op  den  dooi^ng  QH 
projecteren.  Stellen  wij  dos  op  QM,  oit  M,  eene  loodl^n  HD^ 
die  de  in  Fig.  161  geconstraeerde  lengte  heeft,  dan  is  D  de 
projectie  van  den  top  des  ligchaams  op  het  nieawe  verticale  vlak^ 
Trekken  wij  vervolgens  ait  D  eene  loodlgn  Dd  op  PY,  zoo  is 
Dd  de  hoogte  van  den  top  boven  het  horizontale  vlak ;  en  het 
pont  D%  waar  het  verlengde  van  Dd  gesneden  wordt,  door  eene 
lijn  oit  M'  evenwijdig  met  PY  getrokken,  zal  de  horizontale  pro- 
jectie van  den  top  zijn. 

Eindelijk  D'D'  loodregt  door  OX  trekkende ,  en  bet  gedeeUe 
van  D'D'y  dat  boven  OX  valt,  gelijk  aan  Dd  nemende ,  zal  D*  de 
projectie  van  den  top  op  het  oorspronkelijke  verticale  vlak  zijn; 
zoodat  wij  slechts,  ait  D'  naar  A' ,  B'  en  C',  gd^k  mede  ait  B' 
naar  A',  B'  en  C'  lijnen  behoeven  te  trekken ,  om  de  volledige 
projectiën  A'fi'C'D'  en  A'fi'G'D'  van  het  begeerde  tetraëdrom  te 
bekomen. 

AixnaKiHo.  Het  is  klaar ,  dat  men  de  loodlijn  MD  ook  aan 
de  andere  zijde  van  QM  ait  M  had  kannen  oprigten ,  en  daardoor 
een  tetraëdrom  zou  verkregen  hebben ,  dat  aan  de  andere  zigde 
van  het  zigvkdc  (A'B'C ,  A'B'C')  lag.  Deze  omstandigheid  vei^ 
bindende  met  het  dabbele  antwoord ,  dat  men  volgens  het  voor- 
gaande voorstel  voor  het  pant  (C ,  C^  verkriggt»  ziet  men,  dat 
er  in  't  algemeen  vier  tetraëdrams  kannen  geoonstmeerd  worden , 
die  aan  de  vraag  voldoen. 

CGXXIV.    YooasTBL. 
Door  A.  HvuGHBB. 

Fan  welken  boog  is  de  sinuê  middeneoenredig  tuaeken  den 
coêinus  venue  en  den  eoeinue;  en  van  welken  boog  ie  da  eoeituu 
middenevenredig  Haeehen  den  einus  venue  en  den  einme. 

Opoblost  door  J.  S.  Sraun,  A.  HoucHta,  W.  tav  Hjlabst,  Ja., 
W.  L.  IviHoa  en  J.  B.  Gtu.. 

Opiossiho  van  J.  S.  Sruin. 

Wat  het  eerste  gedeelte  der  vraag  betreft,  stelle  men  den  te 
«aden  boog  door  0  voor ,  dan  is 

Coe.vers.4>  :  Sin.0  =  Sin.(P  :  Coe.^f 
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1  ~  Sin.^ 


dat  ii  CotecCP  «-  1  =  Tang.(p, 

of  Goaec.^  =  Ibng.cp  +  1. 

Maar  no  u  in  het  algemeen 

en  dui  hier  ook 

of  Taflf-*  <^  +  1  =  ïlwig^.*  0  (raiig.^)  +  1)», 

dat  is  na  herleiding 

lhng.^0  +  2  IhngJ  0  —  1  =  0, 
welke   Tei^lijking   slechts   twee  bestaanbare  wortels  heeft,  eoMB 
positieren  en  eenen  negatieven ,  namelijk 

T4mg.0  =  0,7166727    en    Tang.(p  =  —  2,1069184. 
Alleen  posiCjere  bogen  kleiner  dan  360^  in  aanmerking  nemende, 
is  dos,  indien  wij  den  positieven  wortel  gdbmiken, 

0  =  3ö«S7'41',26; 
en,  indien  wq  den  negatieven  wortel  nemen, 
<^  =  296o23'25*. 
Se  boog  .  moet  altijd   m  het  eerste  of  vierde  kwadrant  vallen  ; 
want  daar  Cos,  ven.  0  en  ook  Sin.*  0  altijd  positief  zijn ,  is  odL 
noodzakelijk  Coê.(P  positieC 

Wat  het  tweede  gedeelte  der  vraag  betreft ,  stelle'  tnen ,  in  de 
reeds  opgeloste  evenredigheid,  0  =  90^  —  i'i  ^J  gaat  dan 
over  in  de  na  op  te  lossen  evenredigheid 

Sin,9er$.i^  :  Co9.^  =  Cos.^  :  Sin.'^f 
waaniit  bl^kt,  dat  men  voor  ^  slechts  het  complement  der. voor  0 
gevondene  waarden   zal  behoeven  te  nemen  ^  deze  complementen , 
100  men  positieve   bogen  verlangt,  des  noodig  met    360^    ver* 
boogende. 

De  bqueerde  waarden  van  ^  zijn  dos 

*  =  90O  —  35o37'41',26  =  64022'18»,76 
en  +  =450°—  296^S'26'     =  154«>36'35'. 

De  boog  moet  hier  alt^d  in  bet  eerste  of  tweede  kwadrant  vallen, 
omdat  noodzakeligk  Sin.  tp  positief  is. 

GCXXV.     Y  o  o  E  s  T  B  L. 
Door  k.  Houam. 
Van  fretten  loog  is  de  cotangens  middenevenredig  insecken 
Ff  3 
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den  tangene  en  den  eecane;  en  van  weiken  boog  is  de  tangene 
middenevenredig  tuesehen  den  cotangens  en  coseeans. 

Opoblost  door  J.  S.  Spsijsb,  A.  HuUciUy  W.  tah  Hjula8T|  Je., 
W.  L.  Ivahgi  en  J.  B.  Gkil. 

Oplomiso  van  J.  S.  Spmjbb. 
Den  tersdbedoclden  boog  ^  noemende  >  moet  men  hebben 
Tang,^  :  Cot,^  =:  Coi.cp  :  Sec.(f>, 

en  das       Log.  Cos.  <p  =  3  Log,  Tang.  0. 

Boor  een  logarithmen-ainastafel  is  het  na  gemakkelijk ,  te 
nauten  bij  den  boog  Ie  vinden ,  velks  Log*  Cos»  het  drievond  van 
zijnen  L(^.  Tang.  is.  Maakt  men  b.  ▼•  gebroik  Tan  de  tafels  van 
Caubt  I  dan  vindt  men  al  spoedig ,  dat  de  nevens  elkander  staande 
waarden  in  de  kolommen  der  Log.  Cos.  en  Log.  Tang.,  waarvan 
de  eene  zoo  na  mogelijk  hét  drievoud  van  de  andere  iS|  gevonden 
worden  bij  den  boog  van  42^'50'.  Immers  men  vindt 
Log.Tang.të'^è'SO^  =  9,9666810  ~  10, 
waarvan  het  drievoud 

5  Log.  Tang.  42?8'50'  =  9,8700430  —  10 
nagenoeg  gelijk  is  aan 

ioy.Ciw.42o8'50*  =  9,8700661  —  10 
en  das  is  dan  ock  te  naasten  bij 

(p  =  42<>8'60'; 
bedragende  het  verschil  dezer  logarithmenwaarden ,  in    eenheden 
der  laatste  deeimaalcijfêry  slechts  231. 

Om  nn  eene  meer  naaawkenrige  waaide  voor  0  te  vinden,  neme 
men  uit  de  tafel  de  verschillen  423  en  191 ,  die  b^  de  gebezigde 
kgarithmen  staan;  vo^  driemaal  het  verschil  423  bij  het  versdiil 
191,  hetgeen  geeft  1460,-  en  stelle  de  evenredigheid  1460:231  = 
10':  j.     Dan  vindt  men  ^  =  1',6  voor  de  waarde,  die  nog    bij 
de  vorige  waarde  van  <p  moet  gevoegd  worden;  zoodat  ^j  hebben 
<p  =  42<'8'51",6. 
Omdat  in  het  tweede  kwadrant  de  tangens ,  eotangens  en  aeoans 
alle  drie  negatief  zijn ,  kan  men  echter  ook  nemen 
(p  =  137^51'8% 
Wil  men  de  oplossing  op  de  gewone  vr^ze  aanvatten ,  d^  volgt 
«it  Co$.(p  =  Tk»^.*<P 
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onmiddeUijk ,  dat  men  ooL  heeft 

dat  is  (1  —  &n.«  0y  =  Sin.*  0 

of  oa  ontwikkeliDg 

Sin.^(p  —  Sin.^(p  —  2Stn^(p  +  1=0; 
deze  vergelijking  heeft  «lechts  éénen  poBltieven  Tvortel  kleiner  dan  1, 
vaarvoor  men  zal  yinden 

Stn.(p  =  0,6710486, 
hetgeen  even  als  boven  geeft 

0  z=  42<'8'5r,6    oï    0  —  137<^5^8^4. 
Om  het  tweede  gedeelte  der  vraag  te  beantvoorden ,  stelle  men, 
even  als  in  de  voorgaande  oplossing ,  0  =  90°  -—  t|i ;  waardoor 
de  reeds  opgeloste  evenredigheid  verandert  in 

Coè.jr  :  Tang.^  =  Tang.^  :  Cowc.^-y 
zoodat  men ,  om  aan  deze  te  voldoen.,  beeft : 

*  =  90°  —  42°8'6r,e  =?  47°51'8^4 
en  *  =  460°  —  137°61'8',4  =  312°8'61',6. 

De  bovenstaande  evenredigheden  geven  C^.*0=  Tang.0  Sec.0 
en  Tang.^  i|f  =z=  Coh  ^  Cosec.  4» ;  omdat  na  Cot.*  0  en  Tang.* ^ 
zeker  positief  zijn,  moeten  Tang.0  en  Sec.0  gelijke  teekens 
hebben ,  hetgeen  slechts  in  het  eerste  en  tweede  kwadrant  plaats 
heeft,  terwijl  ook  Cot.  ^  en  Coaeè.  i|f  gelijke  teekens  moeten 
hebben,  zoo  als  slechts  in  het  eerste  en  vierde  kwadrant  het  gevid  is. 

CCXXVI.      VOORSTBL. 

Door  J.  fiissAH. 

£efia  hamumische  reeks  van  drie  termen  ie  vinden^  zoo- 
danig ^  dat  hare  dubbele  som  een  vy  f  hoekig  getal  is,  het  dubbel 
van  den  eersten  term  tot  wortel  hebbende;  en  dat  het  gedurig 
product  harer  termen  een  vierkant  getal  is,  hetwelk  den  derden 
term  tot  wortel  heeft. 

Opgelost  door  J,  Bassan  ,  J.  S»  Spzijbe  ,  J.  B.  Geel  en 
W.  L.  IvAnoH. 

Onossiva  van  J.  fiAssiii. 

Dewijl  de  begeerde  reeks  eene  harmonische  is,  kannen  wij  hare 
termen  voorstellen  door 


2sy 

V,    — ; en   yj 


alsdan  is:  hare  dnbbele  som 


2{x  +  y)-      **y 


*  +  y' 
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het  gedarig  product  harer  termen 

het   Tijf hoekig   getal  ^  dat  het  dobbel  van  den  eersten  term   tot 
wortel  heeft , 

i{2s)  (3(2^)  ~  1}  =  a?(e*  —  l)j 
en  het  vierkant  getal ,  dat  den  derden  term  tot  wortel  heeft , 

Volgens  de  opgaaf  ^hebben  wij  dan  de  vei^ijkingen 

2(»  +  y)  +  ;^  =  «(e*-i).  .  .  .(1) 

j?  -f-  y 

en  ■  =  y* t.   .    .    .    .  (iS) 

«  4-  y  . 

Uit  (2)  Tolgt ,  na  deeling  door  y*^  onmidddlijk 

y  =  2,»  -.,...-.....  (S) 
en  deze  waarde  Tan  y  in  (1)  substituerende ,  komt  er 

4iF*  +  4ar  —  2  =  Öo?»  —  * 
of  na  herleiding  j?*  -^  ^s  =  «^  1 , 

waaruit  wlgt  «  =  J  ±  l^dy  —  1)» 

dat  is  jp  =  2    of    ir  =  i. 

Nemende  :r  =  2^  zoo  is  volgens  (3)  y  =  6,  en  wij  hebben^ 
Toor  de  gevraagde  reeks,  de  getallen  2,  3  en  6.  Nemende  s  =  ^y 
zoo  is  y  =r  O,  en  hierdoor  wordt  geene  eigenlijke  reeks  gevonden. 

CCXXVÜ.      V   o    o   E   8  T    B   L. 

Door  J.  Basban. 

Fan  eiken  unllekeurigen ,  veelhoek  van  2n  z^den,  in  eenen 
cirkel  beschreven,  ia  de  som  der  n  hoeken,  om  den  anderen 
genomen,  gelijk  aan  n  —  1  maal  twee  regie  hoeken.  Men 
vraagt  naar  het  bewijs. 

Opgelost  door  J.  Bassau,  W«  var  Haaest,  Je.  en  J.  S.  Spbijee. 
Oplossino  van  J.  Bassar. 

Laat  A'AB'BC'CD'D  (Fig.  162)  een  gedeelte  voorstellen  van 
een  willekeurigen  2n-hoek  in  een  cirkei  beschreven ,  dan  moeten 
wij  bewijzen  I  dat  de  som  5  der  n  hoeken  A,  B,  C,  D|  enz»,  om 
den  anderen  uit  de  hoeken  des  veelhoeks  genomen ,  gelijk  is  aan 
n  —  1  maal  twee  regte  hoeken. 

Trekken  wij  daartoe,  uit  het  middelpunt  H  van  den  cirkel, 
stralen  naar  de  hoekpunten  van  de  overgeslagene  hoeken    A' ,   V, 
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(V,  Wf  enz.  des  yedhoeks,  dan  vordt  daardoor  de  Teelhoek  xel▼e^ 
in  fi  vierhoeken  Terdeeld. 

In  elk  dezer  yierhoeken  is  de  hoek  aan  het  middelpunt  twee- 
maal zoo  groot  als  het  supplement  van  den  overstaanden  hoek , 
die  tevens  een  hoek  des  veelhoeks  is.  Want  beschoawen  wij  b.v. 
den  vierhoek  MA'AB'i  en  verlengen  wij  zijne  zijde  A'A  tot  ergens 
in  Lf  dan  is  de  hoek  B'AL  het  supplement  van  den  hoek  A » 
maar  de  hoek  B'AL,  als  gevormd  door  de  koorde  AB'  en  het 
verlengde  der  koorde  AA'^  wordt  gemeten  door  de  helft  van  den 
boog  A'AB' ,  terwijl  de  hoek  A'MB'  door  den  geheelen  boog 
A'AB'  gemeten  wordt,  en  das  het  dabbd  van  den  hoek  B'AL  is; 
zoodat  wij  hebben: 

hoek  k  =:2R  —  hoek  B'AL  =  2R  -^  ihoek  AIHB',  ' 
door  R  een  regten  hoek  aanduidende. 

De  ft  vierhoeken,  waarin  de  veelhoek  verdeeld  is,  geven  alzoo 
aanleiding  tot  de  n  vergelijkingen: 

&»*  A  =  211  —  ihoek  k'MB'i 
Aaeü  B  =  2i2  ~  ihoek  B'VLC', 
hoekC  =  2R^  ihoek  C'MD', 
enz.  enz. ; 

deze  vergelijkingen  optellende,  daarbij  >in  het  oog  houdende ,  dat 
de  som  der  hoeken  A'MB^  B'MG' ,  C'MD',  enz.,  juist  4  regte 
hoeken  I  en  dus  de  som  hunner  helften  jnist  2  regte  hoeken  is» 
hebben  wij  S  z=in  X  2R  —  2R 

of  5  =  (II  —  1)  X  2Jl, 

hetgeen  bewezen  moest  worden. 

CGXXVm.    Y  o  o  R  8  T  B  u 

Door  J.  BissAir, 

M^anneer  van   een   driehoek  gegeten  M^n  de  hoeken,  en  de 

afsiand  van  de   middelpunten  Mijner  in-  en  omgeachrevene  dr- 

kelê,  begeert  men  de  Mijden  van  dien  driehoek  in  deMe  gegevene 

mt  ie  drukken. 

Onblost  door  W.  var  Haibst,  Ja.,  J.  Bassih,  J.  B.  Gbbl, 
W.  L.  Itanoh  en  J.  S.  Spbijbb. 

Opu>s8Iho  van  W.  van  Haaest,  Jb. 

Laten  a,   fi  en  y  de  gegevene  hoeken  des  driehoeks  z^n,  en 

stellen   w^  de   zijden  over  deze  hoeken  respeetievelijk  door  ar ,  y 

en  M  voor;  zij  verder  a  de  gegevene  afstand  van  de  middelpunten 

der  in*  en  omgeachrevene  cirkels,  welker  stralen  wij  r  en  it  zullen 

i;  dan  hebben  wij,  volgens  bekende  stellingen : 

Ff  6 
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s  z=z2R  Sin.»,    y  =i2R  Sin  fi,    «  =  212  Sin.y,.{l} 
2Br=  f?f , (2) 

en  R*  —2Rr  =  a* (3) 

Breogen  wig  na  vooreent  de  waarden  (1)  in  de  vei^gelijking  (2) 
over,  zoo  komt  er 

„„  iR*  Sin.»  Sin.fi  Sin.y 

Sin.»  +  Sin.^  +  Sin.y' 
en  deze    waarde  in  de  vergelijking^  (3)  sabstiiuerende ,  Tiadeii  wij 
„.  4/i*  Sin.tt  Sin.^  Sin.y  -  ... 

Sm.a  -f-  Stn.fi  -f-  Stn.y  ^ 

Uit  deze  vergelijkiDg  kan  dadelijk  R*  opgelost  wordeo,  niaar  men 
kan  liaar  vooraf  vereen voadigen;  omdat  namelijlL  «4-^  +  7=:  180^ 
iSi  heefl  men 

Sin.et  +  Sin.fi  -j-  Sin.y  =  iCos.i»  Coê.ifi  Cas.iy, 
omdat  Sin.  a  =z  2  Sin.  i»  Cos.  i»,   Sin.  fi  =  2  Sin.  ifi  Coê.  \^, 
Sin.  7  =  2  Sin.  \y  Cos.  \y  is ,  heeft  men  almede 
Sin.et  Sin  fi  Sin.y = SSin.^»  Sin^ifi  Sin.iy  Coa^i»  Cos.ifi  Co8.iy, 
en  hierdoor  verandert  dan  de  veigelijking  (4)  in 

Rt  _  SR*  Sin.ix  Sin.  ifi  Sin.iy  =  a«; 
aknn  w<»dt  er  onmiddellijk  uit  gevonden 

Jl  = 1, -;  -    .  (5) 

y'{l  —  8Sin.i»  Sin.ifi  Sin.iy] 

en  volgens  (1)  hebben  wij  dan  verder 

2«  Sin. » 

X  zzz  — -, 

|/{1  —  SSin.ix  Sin. ifi  Sin.iy) 

2aSin.fi . 

y  = ,y.    .  (o) 

y[l  —  SSin.i*  Sin.ifi   Sin.iy] 
2a  Sin.  y 

K{1  —  SSin.ix  Sin.i^  Sin.iy} 
CCXXIX.  V  o  o  R  8  I  B  1. 
Door  J.  BissAK, 
Op  de  baxis  AB  (Fig.  163)  fon  een  driehoek,  ie  ah  middei- 
lijn  een  halve  cirkel  bmtenwaarts  beechtreten,  Fervclgene  m^ 
uit  den  tcp  C,  drie  lijnen  maar  den  onUrek  getrokken,  teelke 
dien  omtrek  m  D ,  £  e»  F  enitnoeten ,  en  de  bame  in  G,  H 
en  I  et^den;  gaande  van  deae  l^nen:  de  eervla  CD  loedregi 
door  de  baaia,  ierw^l  de  turnde  GE  de  baai»,  en  de  derde  CF 
den  tophoek  midiendoordeeb.    Zeo  hu  van  deee  l^nen  gegeaen 


en 
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ji^  de  êiukken  DG,  EH  en  Fl,  begeert  men  daaruit  de  M^den 
des  driehoeke  ie  berekenen, 

Okilost  door  J.  Bamav,  W.  va5  Haarst,  J«.,  J.  S.  Spiijbb  en 
W.  L.  Uakqü» 

Oplomihg  van  J.  Bassah. 
Stel  DG  =  o,  EH  =  £>,  FI  =  c,  GI  =  ^,  Aödfc  GIC  =  ^ 
AG  =  p  en  BG  =  q. 

Omdat  de  lijn  CE  de  bazia  des  driehoels  in   H  middendoordeelt , 
is  H  het  Diiddelpont  van  den  cirkel  op  AB  beschreven  j  deilialfe  is 
AH  =  BH  =  HE  =  A    en    AB-  =  2ó..   .   .  (i) 
Zoo  vij  verder  ED  treLkeny  is  ook  HD  z=:  b  en  dus 
GH  =  ^/(HD»  —  DG»)  =  y{b^  —  a>); 
maar  AG  =  AH  +  GH  ea  BG  =  BH  —  GH  zijnde,  is  dan  ook 
p  =  b  +  y{b^  —  a^)   en   q  =  b  ^  |/(6«  —  a^)J^2) 
zoodat  na  p  tn  q  bekenden  fiji^  kortheidshalve  \/{b^ — a»)  =ift 
stellende,  is  dan 

/>•—  g  =  2m     en    pq  :rz  a*.  .    .    .    .    •  (S) 
Voorts  is:     AI  s=  /)  —  a?,    BI  =  g  +  *, 
GG  =  1^  Téng.<p, 
AC  =  »/X^G»  ^  CG«)  =  |/^(p>  +  w^  Tmg.^  (fr),l 
BC  =  |X(BG»  -H  06r»)  =±  K(3*  +  «*  fViny.*^))^/ '^^ 
omdat  CF  den  hoek  ACB  middendoordeelt ,  hebbeu  wij  alzoo 

AC  :  BG  =  AI  :  BI 
of 

|4p»  +  s>  TangMti)ty{(i^+m^1\ing^^):=ip^xiq^x, 
waamit  gevonden  wordt 

dat  is  na  behoorlijke  herleiding 

sang.   V  — (p_^j^_2^,, 
of  door  middel  ras  (S) 

hieruit  volgt  dan  verder 

8ec.*(P  =  1  -I-  T«^.»^  =r  *•*  -^  2"^  -  ** 


mx  —  fl?» 


en  (?o».  *(^  =  -- — r:r=-i — \: ^.    ...  (5) 

Trekken   wi^   no^  de  koorden  AF  tin  BF,  loo  hebben  wij,  »it 
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de  driehoeken  &IF  en  BIF,  . 

AF»  =  FI»  +  II»  —  2FI  X  AI  X  Ciw-AIF 
=z  e*  +  {p  —  x)*  —  2c(p  —  *)  Co$.^ 
en  BF»  =  H»  +  BI»  —  2FI  X  BI  X  Cm.BW 

=  «*+(?  +  *)*  +  2c(g  +  4P)  0»».$, 
tnarait  door  opteUing  Tolgt 

AF»+BF»=p»+9«+2  {e*+s*—(p-qye—e(jp-f-2m)Co$4)  ; 
mm  de  driehoek  AFB  ü  regtho^g  in  F,  en  omdat  kB=p  +  q 
ü,  hebben  wg  do*  ook 

AF»+  BF»=  AB«=  (p  +  g)»  =  ;>«+  g*+  2mj 
deu  waarden  van  AF*  +  BF*  met  elkander  Tei^gelijkeade,  Tinden . 
wij  dos  ook  nog 

M  =  o*  +  ir«  —  (p  —  j)  X  —  c(p  —  g  —  2#)  Coi.0i 
waarait  onmiddellijk  volgt 

CO..0  =  «*-/^-r/>  •-«)*  +  ** 

e{p  —  q  —  2») 
eS  door  middel  van  (3) 

/»     /fc         c«  —  a»  —  2«M»  +  #»  -  ... 

*^"*^  = 2c(m  -  .) • («) 

Dit  (5)  en  (0)  liebben  wij  derbalTe  de  vergelijking 

s(m  ^s)       _  (c>  -  g»  -  2m^  +  s*)« 
a*  +  2ifMr  —  **  ~  4c*  (m  —  «)*  "  ^^ 

waarait,  na  «  moet  opgelost  worden*    Hiertoe  kan  men 

AT  =  m  —  y 
stellen |. en  tevensi    zoo   als   uit    i/{b*   — -   o*)  z=:  m  volgt, 
a*  =  &*  —  m*  sobstitoeren;  alsdan  gaat  (7)  over  in 

b^  —yi   —  4c*y*  '. 

Aitl.    (^  -  y)  y  -  ^'  -  2c*  (^»  -  y*)  +  {b'  -  y^)* 
"■'  "     A*  ^  y*    ~  4c*y*  ' 

of  4c*(iii  —  y)  y*  =  c»(6*-y«)— 2c*{A*— y*)*+(A«-.y*)», 
en  na  behoorlijke  ontwikkeling  en  rangschikking 

yi  _  (SA»  4.  2c*)  y*  +  4c*i»^» 
4-  {bt  _  c>)  (8A*  —  o*)  y*  —  **{**  —  c*)*  =  0.(8) 
Dit  deze  zesdemagtSTergelijking  na  kan»  zoodra  men  voor  b,  e, 
en  m  :^  l/{b*  — -  a*)  de  gegevene  getallenwaarden  sobstitaeert  p 
y  door  benadering  gevonden  worden.  Hierdoor  wordt  dan  ook 
4r  :=  m  — >  y  bekend  ,  zoodat  men  door  (6)  of  (6)  den  hoek  <p, 
en  daarna  door  (4)  de  zijden  AG  en  BC  des  driehoeks  kan  he- 
rbenen; terwql  dezigde  AB  =r  2&  onmiddellijk  bekend  is. 
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GCXXX.    V  o  o  m  s  T  B  L. 
Ihof  J.  Baisah. 

Dt  vuUgrtui  U  vifuhn  «o»  }f0y'{Sifh  20  +  2  <7o«.0). 
Okilost  door  J.  S.  Spbijbei  J.  Bimiir,  W;  tah  Hükst  ,  Ja. 

0»  W.  L.   IVARttH. 

OVLOSSIHG   «Ofl  J.  S.   SpBIJBI. 

De  gegevene  nitdrakking  door    Kf  Toontellende ,  kmmen  wij 
haar  Tooreent  8chrij?en  in  den  Torm 

iy  =:  ll(pj/2  Co8.0  (1  +  Sin.0), 
en  stellen  w^  daarin 

1  +  Sin.0  =  «*  Coi.0y 
dan  gaat  zi)  al  dadelijk  over  in 

iy  =  si(P  Cos.  01/2', 
maar  nn  ii  ook 

(1  +  Sin.0y  =  ir*  Co$.*  j^)  =  ar»  (1  —  A'»,»  (^), 
dos  1  -h  iKn.0  =  jr*(l  —  An.$), 

«*—  1 

waamit  tolgt  Sin.  0  =  — r r-, 

d?*  -f-  1 

en  door  deze  waarde  van  Sin,(p  te  differentiëren 

alioo  woidt  dan  ^y  =  ^^,  ^  ^^.■, 

waaiTOor  vq  schrijven  kannen 

5^y  =  (2»^)...^J^  =  (2^^),.?  -I^ 
Hierait  volgt  nn 

' = P^ /••';^= P^)  {- ?Ti +/.-^} ' 

omdat  men  heeft  (zie  L  R.  Schudt  ,  Diff.  en  Ini,  Rek.,  §  184| 
5^  Voorbeeld) 

▼inden  wij  dos  vefder 

en  zoo  wn  hierin  wederom  Toor  x  hare  waarde  s  =  1/ — 7; — :t-" 
'  (7of.0 

schijven,  komt  er  na  herieidiog,  foor  de  gevraagde  integraal, 
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€09.0 — &n.0 — 1 

CCXXXi.    Voorstel. 
Boor  G.  F.  W.  BiEHB. 
De  straal  van  eenen  bol,  en  de  coördinaten  van  zijn  middel- 
pynif  ten  opsigte  van  drie  pnderling  regihoekige  assen  gegeven 
Mijnde  f  vraagt  men  de  punten  van  zijn  oppervlak    te   bepalen , 
voor  welke  de  som  der  drie  coördinaten,  ten  opzigte  van  die- 
zelfde assen,  een  maximum  of  minimum  is. 
Op«blo8T  door  G.  F.  W.  B4EHB,  W.  yaii  Haarst,  Jb.  en  J.  S.Spiijbb. 

Oflossinq  van  G.  F.  W.  Baihb. 
Laten  a,   k  en.  c  de  coördinaten  z^n  van  het  middelpant  des 
bols,  en  zij  f  zijn  straal,  zoo  is  de  vei^elijliog  van  zijn  oppervlak 
(*-a)»+(y-A)»+(,-c)»  =  r»,  ...  (1) 
en  de  functie  ti,  die  een  maximam  of  minimam  moet  vorden,  is 
u  =:  X  +  y  -i-  z. 
Hen  zal  das  moeten  hebben 

ix  +  iy  +  }lxz=iO, (2) 

terwijl  nit  (1)   volgt,  dat  tevens  zal  moeten  voldaan  worden  aan 
de  vergelijking 

{s—a)^x  +  {y'-b)iy  +  {z  —  c)iz=zO.  .  .  (3) 
Door  nit  de  vergelijkingen  (2)  en  (3)  een  der  dilFerentialen  te 
elimineren,  en  de  coëfficiënten  der  beide  o  verblijvenden  gelijk  nol 
te  stellen,  verkrijgt  men  twee  vergelijkingen,  die  met  (1)  vol-, 
doende  zijn,  om  de  onbekenden  rr,  y  en  s  te  bepalen.  Yerme- 
nigvaldigt  men  daartoe  (3)  met  zekeren  standvastigen  fiictor  — m 
en  telt  men.  het  product  bij  (2),  zoo  verkrijgt  men 
{1— m(ir-a)}ara;-h{l-m(y-6)]2ry+{l— in(«-c)}3'«=0; 
bepaalt  men  na  m  zoodanig,  dat  de  coëfficiënt  van  een  der  düSe- 
rentid)en  verdwijnt ,  zoo  moeten  ook  nog  de  «oëffictënten  der  beide 
overblij venden  gelijk  nul  gesteld  worden,  zoodat  men  heeft  de 
drie  vergelijkingen 

l_«»(x^a)  =  0,l  — m(y  — i)=Oenl— »i(«  — c)=Oi 
waaruit,  door  m  te  elimineren,  dadelijk  volgt 

j;  —  a  =  y  —  b  =z  z  —  c, 
als  wanneer  verder  nif  (1)  gevonden  wordt 

a?  —  a  =  y  —  b  =  z  —  cz=:±  z^^f 
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of      a?  =  a±tn/3,  y  =  A±|n/3,  s  =  e±irp/3, 
zoodat  het  masimam  of  miDiniQin  Tan  u  'is : 

Men  kan  gemakkelijk^  zonder  hoogere  difierentialcm  te  gebmi- 
keuj  aantoonen  dat  het  bovenste  teeken  een  maximam  en  het 
onderste  een  micimam  geeft  ^  men  heeft  namelijk  de  identiteit 

{(»-«)-Ky-A>+(«-c)}*-s{(*-«)*+(y-«)»-K*-c)»}= 

=_|(^-^_i)}._((,_«)_(,-c}«-{(y-i)-(,-.c))«. 
vaamit  volgt  dat  altijd 

{{s-a)+(y-h)M'-o)Y  <3{(«-a)»+(y-i)«  +(«-c)»} 
ia;  volgens  (1)  ia  das  ook  altijd 

(a?  —  a  +  y  —  i&  -4-  «  —  cj»  <  3r\ 
of  omdat  df  +  y  +  «  =  wis 

{u-{a  +  b  +  e)}»  <4rS 
zoodat  «teeds 

u  —  ^a  +  b  +  c)  ^ryi 
en  t»  —  (a  -H  A  +  c)  >  —  r|/3 , 

of  •i<a4-i5  +  c  +  fi/3 

en  t»>a-hi  +  c— .  n/3 

zal  zijn. 

Dit  laatste  zon  alleen  voldoende  geweest  zijn  om  het  mazimnm 
of  minimom  te  bepaletf ;  maar  de  voorgaande  analyse  geeft  de 
zekerheid ,  dat  de  gevondene  waarden  van  j?,  y  en  jb  de  eenigste 
zijn  I  waarvoor  er  een  mazimnm  of  minimnm  plaats  heeft. 

CCXXXII.       V   00   B   S   T   E  L. 

Door  G.  F.  W.  Baehr. 

Eene  vlakke  kromme  Itfn ,  benevens  twee  punten  in  haar  vlaky 
in  sieüing  gegeven  M^de ,  vnjtagt  men  op  die  kromme  kei  ptmi 
of  de  punten  te  vinden,  voor  welke  de  eom  der  afstanden,  tot 
aan  de  gegevene  punten ,  een  maximum  of  minimum  is. 

OrfiELQST   door  G*  F.  W.  Baehe  en  W.  via  Qa4r#t,  Je, 
0pto8«iH6  van  G.  F.  W.  BiEDR. 

Laten  («,  p)  en  («i ,  fii)  de  coördinaten  der  geg^voie  ponten 
zijn^  dan  is  de  som  der  afstanden  tot  aui  een  zeker  pont  der 
kromme,  dat  ^  en  y  tot  coördinaten  heeft , 

,=^/{(ar-»)»^-(y-^)»}^.^/{(*-«0•  +  (y-^l)*}; 

hiemit »  en  uit  de  vergelijking  y  =  F(a:)  der  kromme ,  volgt , 
dat  s  beschoQwd  kan  worden  als  eene  functie  yan  a:  alleen  ^  zoo* 
dat  men  heeft 
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55~k'((*-»)»+(y-^)»)  ''■K{(«-«.)*+(y-P,)*}' 

en  nog  na  cenige  herieiding 

,,     {(y-g)-(^-«)g}*+(y-P0{(>-«)»+(y-P)»} 

De  vaarden  tan  s  en   y ,  die  toor  s  eeo  maximum  of  mini- 
mum opleTeren,   zollen  na  gevonden  worden  oit  de  Tergelijkingen 

g  =  0    en    y  =  F{x)i 

of  oit  de  vergelijkingen 

—  =  00   en    y  =  F(*). 

Het   laatite  kan   alleen  plaats  hebben ,  ak  in  —  de  term  — 

oneindig  groot  ia ,  waardoor  ook  •— ^  en  de  volgende  difierentiaal- 
qaotiënten  oneindig  groot  worden.  Na  de  waarden  van  s  en  y 
opgemerkt  te  hebben,  waarvoor  r—  =  oo  is,  en  die  de  ponten 
aanwezen  ^  waarin  de  kromme  loodregt  op  da  as  der  ip  is ,  ontwijkt 
men  de  zwarigheden ,  die  uit  het  stellen  van  -=-  =  oo  zooden 
voortvloeijen ,  door  s  te  beschoowen  als  eene  functie  van  y ,  waar- 
door in  -7-  de  term  -7-  alsdan  gelijk  nol  wordt. 

Hy  Hy  ^  ^ 

Noemen  wij  de  hoeken ,  die  de  lijnen ,  gaande  door  de  ponten 
(ff ,  0)  en  (»|,  0i)  en  het  pont  {s ,  y)  der  kromme,  met  de  as 
der  X  maken,  respectievelijk  ^  en  ^',  zoo  is 

TaHg.<p=L^:^    en     Tan^.  (^'  =  ?LZL£i, 

waardoor—  =  O  overgaat  in 

(7o#.0  +  Cos.<P'  +  (Sin.(p  +  Sin.<p')  ^  =  Oj 

cx 
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aan  dete  va^^Liag  wordt  in  het  algemeen  roldaan,  door  te  «tellen 

iy  Co».<P  +  Cos.  4' 

eo  nog  in  een  bijzonder  ^feval ,  dat  niet  in  het  algemeene  begrepen 
18 ,  door  te  stellen 

Cos.4>  Hh  Co8.<P'  =r  O     en     Sin.(p  +  Sin.<P'  =^0 
Om  alle  mogelijke  hoeken,  die  aan  deze  bijzondere  Tergel^kingen 
▼oldoen ,  in  eene   enkele  förmnie  zamen  Ie  vatten ,  nemen  wij  de 
aom  Tan  hare  vierkanten  y  i^aardoor  vrij  verkrijgen 
2  +  2Co8.{(p  —  (p')  =  0 
of  iCoê.^  i{(p  —  0')  =  0;    ....    .  (2) 

men  xal  dos  noodzakelijk  moeten  hebben  Cos.  ^  (^  — -  (^  =  O  of 

waarin  k  een  willekenrig  positief  of  negatief  geheel  getal  voorstelt. 
De  gevondene  vergelijking ,  of 

■  •  .^  -  ^'  =  (2*  +  1)  ,, 
toont  aan ,  dat  de  hoeken  0  en  ^'  jaist  een  geheel  aantal  malen 
den  halven  omtrek  verschillen ;  en  daar  zij  behooren  tot  lijnen , 
die  door  een  zelfde  pnnt  gaan ,  zoo  zollen  deze  lijnen  in  elkanders 
verlengde  vallen.  Snijdt  das  de  lijn,  die  de  twee  ponten  (et,  0) 
en  («I,  Pi)  vereenigt,  de  gegevene  kromme,  zoo  kan  voor  dat 
sn^pnnt  de  ^om  der  afstanden  tot  aan  de  gegevene  pnnten  een 
maximum  of  minimam  zijn ;  valt  dat  snijpunt  tusschen  de  pnnten 
(ctfP)  en  {ct^,  fix),  zoo  is  die  som  zeker  een  minimam  ^  maar 
valt  het  snijpunt  baiten  deze  ponten,  zoo  moet  men  nader  be- 
palen of  er  een  mazimnm  of  mini  mam  plaats  heeft.  Hoe  dit  ge- 
schiedt,  zal  ait  het  volgende  blijken. 

Stellen  wij ,  om  tot  het  algemeene  geval  terng  te  keeren ,  door  9 
den  hoek  voor ,  dien  de  raaklijo  aan  het  pant  (s,  y)  der  kromme 
met  de  as  der  s  maakt,  zoo  is  uit  (1) 

en  om  wederom  de  qaeest  algemeene  formule  te  verkrijgen  |  waar- 
door de  hoeken  4^  en  0'/  die  aan  de  vraag  voldoen ,  verbonden 
zijn ,  leiden  wij  nit  deze  vergelijking  af 

Tang.^  +  Tang.i  {^  —  (<p  +  <f)'))  =  O 

""*  CoaJ.Cos.i{x  —  {<p  ^(p'))    ~     ' 

I.  Dbu.  G  g 
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zoocbt  meiiy  omdat'  de  noemer  niet  oneindig  groot  kan  woideD^ 
zal  moeten  atdlen 

5i«.{«H-4(T-(<f +  ^'))}  =0, 
waaruit   wederom  volgt ,   k  eenig  positief  of  negatief  geheel  getal 
▼oorgtellcnde,     ö  +  i(T  —  (<^  -+-  $'))  =  **" 

of      '  H<P  4-  4^0  =  «  -  ^^^  »• (3) 

Indien   men  het   pnnt  (ir,    y)  der   kromme,  met  de  punten 

(»,  |3)  en  («I,  |9|)  vereenigt,  en  den  hoek  dezer  vereenigingslgnen 

middendoordeelt ,  zal  die   deellijn  met  de   aa  der  >s  eenen   hoek 

2A  —  1 
\{<P  +  4^0  maken ;  en  fi  '-^  ar  zal ,   voor  elke  waarde 

van  k  y  den  hoek  met  de  as  <ler  x  aanwijzen  yan  eene  lijn  loodr^ 
op  de  raaklijni  dat  is  van  eene  normaal;  uit  de  liatstgevondene 
vergelijking  volgt  dos ,  dat .  de  normalen  der  kromme  lijn ,  in  de 
ponten  I  waarvoor  de  som  der  afstanden  een  maximam^  of  minimum 
is»  den  hoek  dier  afstanden  middendoordeelen ;  of  ook,  dat  die 
afstanden  gelijke  hoeken  ms^en  met  de  raaklijn. 

Hieruit  volgt  mede ,  dat  de  bijzondere  waarden  ^  uit  de  verge- 
lijking (2)  a%eleid ,  in  het  algemeene  geval  begrepen  zijn  ,  indien 
de  lijn ,  die  -  de  twee  punten  vereenigt ,  de  kromme  loodregt 
doorsnijdt. 

Alvorens  te  onderzoeken ,  hoe  in  het  algemeen  het  maximum 
van  het  minimum  onderscheiden  wordt,  zullen  w^  aantoonen,  hoe, 
uit  het  tot  nu  toe  gevondene,  de  gevraagde  punten  op  de  kromme 
nader  bepaald  kunnen  worden. 

Stelt  men  in  (3)  eenvoudig  ^  =  (T,  dan  heeft  men  vooreerst 
<ï)   +  (f '  r=  2ö  +  a-  of 

Tang.{(p  +  (^0  =  Tang.2h, («) 

▼eider  heeft  men  nog  de  vergelijkingen: 

ab  aten   na,  nit   {h)  en  (c),   ar  en  y  in  Ttmg.^  en  Ttm^.^' 
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ttltdroLty  en    derzelTer   waarden   in   (<Q  en  (e)  OTerbrengt,  heeft 
men,  met  (a),  drie  yergelij kingen  tasschen  6,  ^  en  ^'. 

Kan  men  nit  dete  TergeUjkingen  gemakkelijk  een  of  meer 
waarden  Tan  (P  of  ^▼an  0*  vjnden ,  dan  geven  de  dooranijdings- 
pnnten  |  Tan  de  kromme  door  (d)  bepaald ,  met  de  regte  lijnen , 
waarvan  (b)  en  (c)  de  vergelijkingen  zijn ,  ponten  die  aan  de 
vraag  voldoen.  Kunnen  de  overeenkomstig»  waarden  van  ^  en  ^^ 
te  gelijker  tqd  bepaald  worden ,  dan  zijn  {b)  en  (c)  alleen  voldoen- 
de. En  km  men  d  in  be^eoden  nitdrakken,  dan  heeft  men  (d) 
en  (e)  ter  bepaling  van  x  en  y'y  komende  dit  laatste  geval  neder  , 
op  het  trekken  van  eene  raakiijn  aan  de  gegevene  kromme,  even- 
wijdig met  eené  gegevene  Jijn  ,  als  wanneer  het  raakpunt  een  der 
gevraagde  ponten  is. 

Men  kan  echter  al  de  ponten  die  aan  de  vraag  voldoen  in  eens 
▼inden ,  nit  de  doorAiijdingen  van  de  |;egevene  kromme  met  eene. 
andere,  die  oit  de  vergelijkingen  (a),  (ó),  (o)  en  (e)  voortkomt, 
en  waarvan  de  vergelijking  op  de  volgende  vnjze  gevonden  -  wot^t* 
Uit  {b)  en  («)  heeft  men 

o,       fA.    .    ^n  Tang.  (p -^  Tang.  (P' 

'^^'^^^'^^=l~Tang.<pZg<p^^ 
_  (a?  —  i^)  (y  -  P  J  +  (o?  -  »,)  (y  -  p) 
(^  -  i.)  (s  -  «,)  -  (y  -  P)  (y  -  P,) 
en  nit  (e) 

"^  l^Tang.H        1  —  {F{x))* 

waardoor  (o)  overgaat  in 
{s -»){],-  p,)  +  (j;  -  «,)  (y  ->  P)  ^      .  2^(ir) 

V  -  «)  (ir  —  «O  _  (y  -  p)  (y  -  fi,)  l^^p^^)y   . 

of 

2^— (P+Pi)^— (^+i^i)y+«P>H-i>iP_      2F(dr)      ,  ,^. 
**-y*-(»+»i>-H(P+Pi)y+««i-PPi  '  \--\F{w)y' 
de  doorsnijdingsponten  nn  der  kromme,  waarvan  (4)  de  vergelij- 
king is  i' met  de   gegevene   kromme  y   =    IP^x)^  zollen   alle 
punten  ople^veren,  die  aan  de  vraag  voldoen. 

In  hel  algemeen  zal  de  oplossing  dezer  vergelijkingen  wel  icer 
omalagtig  zijn ,  en  meestal  niet  regtstreeks  kannen  geschieden , 
zie  hier  echter  eene  toepassing  van  dezelve.  Stellen  wij  voor- 
eerst,  dat  de.  vergelijking  der  kromme,  in  plaats  van  den 
vorm  y   =   J^W#   den  vorm  /(jf,  y)    =   ii   =    O    hebbe, 

Gg2 
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^H  iu  :   •  ■ . 

dan  it  —  Jf»  +  —  jTy  =  O, 

«do.  g  =  F(.)=-|. 

nodat  (4)  verandert  in 

**  —  sr»— («+«,)* +  0  +  p,)y  +  «»,  —  ^, 

~~    /!?V  -/*?V' '  •  •  •  •  ^  ^ 

ag  na  ala  voorbeeld 

•  =  Ay»  +  B*»  —  C  =  O (6) 

waarin  wg  C  poütief  onderstellen^  terwijl  A  en  B  positief  of 
ne^tief  kannen  zijn;  en  zij  verder  «t  =  —  «,,  0  =  0,  =  O, 
zoödat  de  gegevene  panten  gelegen  zijn  op  een  der  atsen  van 
eene  hyperlxxd  of  ellips,  op  gelijke  afstanden  aan  weerszijden 
.  van  het  middelpunt,  dan  gaat,  omdat  na 

^  =  2Ay    co    i?*  =  2B^ 

il  y  de  vergelijking  (5)  Toor  dit  bijzondere  geval  over  in 
2xy             _                 8ABgy 
«»  —  y»  —  «»  ~    ,     4A»y»  —  4B»s»' 
Aan   deze  vergelijking   wordt  vooreerst  voldaan  door  s  z=:  Q  oi 
y  =  Oy  vraaroit  volgt,  dat    de    toppunten  altijd   aan   de   vraag 
knnnen  voldoen ,    vat  ook   de   waarde    van  «   zij.     Na  door  den» 
factor  2d;y  gedeeld  te  hebben,  heeft  men* nog 
1 AB 

gt      ^y%      _     ^t       —  l^lyt      _     B*iF> 

of  na  herleiding 

Ay»+B*»-  i^=Oj (7) 

deze  vergelijking  zal,  met  (6)  verbonden,  geene  nieawe   punten 
4iiimeii  aanwijzen ,  zoo  niet 

(A  —  B)  C  fC       Cl 
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u^   maar  alidan   is  ook  de    fergel^kin^;  (7)   dezelfde  alt  (6)  eo 

zullen  dfu  aUe  ponten  der  krooame  aan  de  Traag  konnen  voldoen. 

Behoort  na  de  vergelijking  (6)  tol  de  ellips ,  dan  zijn  A  en  B 

C  C 

beiden   positief,   terwijl   a  =  y-  en  5  =  ^---  de  halve  assen 

B  A 

dier  ellips  zijn,  zoodat  nn  a  =  p^(a*  —  b^)  alleen  bestaanbaar 

kan   zijn ,  indien    a  )  5   is ,  namelijk ,  indien   de  panten  op  de 

groote  as  der  ellips  liggen.     De  waarde  van  tt  is  hier  geligk   aan 

de  nitmiddelpoutigheid  der  ellipa ,  en   de   gegevene  ponten  komen 

dos  met  bare  brandpunten  overeen. 

Behoort   de  vergelijking  (6)  tot  de  hyperbool ,  dan  zijn  A  of  B 

«en    van    beide   negatief;  maar  alleen  als  A  negatief  ondersteld    . 

wordt,  kan  a  bestaanbaar  wezen,  en  de  halve  assen  der  hyper. 

'    C  C 

bool  zijn  dan  a  =  |/-  en  fi  =  |/—  -,  zoodat  men  heeft 
B  A 

terwijl  dos  de  ponten  op  de  bestaanbare  as  gelegen  zijn ,  «ijst  ook 
hier  «  de  brandpunten  aan. 

Wij  moeten  hierbij  wel  opmerken,  dat  dë  algemeene  vergelg- 
kingetf  (4)  en  (5)  ook  volkomen  dezelfden  zonden  zijn,  indien 
men  in  plaats  van  (S)  genomen  had 

i(^  +  <^0  =  ^  —  2*5r  of  eenvoudiger  ^{0  +  ^')  =  8 , 
aantoonende  dat  de  raaklijn  zelve  den  hoek  der  afstanden ,  en  dos 
de   normaal  het  aopplemezrt  Tan    dien  hoek  middendoordeelt ;  en 

deie  laatste  vergelijking  zou  nit.  --  =  O  voortvloeijen ,  als    men 

den  tweeden  term  van  dat  differentiaalqootiënt  negatief  stelde , 
waardoor  (1)  zon  overgaan  in 

Cat.(p  —  Cos.Cp'  +  {Sm.0  —  Sm,<p*)  ??  =  O, 

ds 

en  dus  geven  zon    -?  =  Tang.  \  (0  -K  ^') 
c.s 

of  fl  =  i(<|>4.4)'); 

zoodat  door  de  voorgaande  oploss'iig,  zoowel  de  ponten  gevonden 
worden,  waarvoor  het  verschil  der  afiCanden,  als  die  waarvoor  de 
som  der  afstanden  een  maximum  of  miniinam  is. 

Om  m   eenig  geval  te  onderzoeken,  .oi  -de  som    dan  vrel   het 
verschil  moet  genomen  worden,   behoeft  men  slechts  te-  ziea,  of 
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da  noitDtal  den  hoek  der  afttanden^  dan  wel  desielfii  sapplement 
middendoordeelt.  Zoo  net  men  in  het  Toorgaande  voorbeeld  y  dat 
bij  de  hyperbool  het  venchil  der  afitanden  moet  genomen  worden. 
Ten  einde  nn  het  maximam  van  het  minimom  te  kunnen  on- 
derscheiden |  beginnen  wij  met  de  algemeene  Tergelij  kingen  te 
vereen vondigen,  door  de  lijn,  die  de  twee  g^vene  ponten  ver- 
eenigt,  voor  |it  der  ar|  en  de  loodlijn  op  haar  midden  voor  aa  der 
y  aan  te  nemen.  Wij  loUen  dan  ook  de  vergelding  y  .=  ^^^ 
der  gegevene  kromme  tot  die  nieuwe  assen  moeten  herleidenL; 
onderstellende  dat  zij  alsdan  tot  den  vorm  f{s ,  y)  =  t»  =.  O 
gebragt  ia,  zollen  wij  dan  verder  in  (4)  en  (5)  moeten  «tellen 
«==  —  «1  en  /3=^j  ==0,  waardoor  die  vergelijkingen 
overgaan  in : 


s»-y« 


2sy         _        2FXs)      __2         ^^^V 


en  verder  wordt  nn 


}I^B 


{y-(»+  •>^}*+y0{('+«)*  +»') 

vraamit  men  aanstonds  ziet,  dat  de  gevondene  waarden  voor  s  en 
y  zeker  een  minimum  zullen  opleveren,  als  de  kromme  lijn  in 
de  punten ,  waarvan  zij  de  coördinaten  zqn ,  bare  bolronde  zijde 
naa^  de  aa  der  s  keert ,  dat  is ,  naar  de  lijn  die  de  twee  gegevene 

^>y 

punten  vereenigt;  want  alsdan  is  y-r-y  positief  en  dos  ook  zeker 

ï*a 

— Y  positief.    Keert  echter  de  kromme  lijn  in  die  pnnten  hare 

^»y 
bolronde  zijde  naar  de  as  der  ir ^  dan  is  'y-r-j  negatief,   en  men 

zal  nog  verder  onderzoek  moeten  doen  naar  bet  teeken  van  — j. 

Nemen  wij  bij  voorbeeld  de  ellips,  waarvan 

tl  r=  *•««  +  a«y»  ~  o>i*  ==  O 
de  vergelqking  is, 'dan  heeft  men; 
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U  -^'"'  iV~  ^'  i'~  ü%'y'  is*  -  «»y» ' 
liggen  na  de  g^evene  ponten  'op  de  as  der  s,  even  irer  aan 
weeniijden  Tan  het,  oiiddelpant , ,  loo  U  reeds  gebleken ,  dat  de 
toppunten  aan  de  Traag  kannen  voldoen,  terwijl  dan  hier  de  m- 

eeoToadigde  nitdrokkiDg   Toor   -7— r-  Tan    onmiddellijke   toepassing 

it.  Onderzoeken  wij  nn  het  geval  s=^0  en  y=  dt^y  dan  is 
voor  deze  waarden  van  jr  en  y, 

^  =  ^'  ^  =  ±  2^'^'  ü  =  ® '  ^  =  ^  TT 
eo  alzoo 

het  teeken   van  — ^  is  dat  alleen    anunkelijk   van  den   laatsten 

iaetor  a^ — b* — »* ;  ia  nn  a  ^  3,  dan  zal  dit  ieeken  zeker 
negAtief.iqn;  indien  daarentegen  a  )  i6  is^  dan. zal  het  negatief 
of  positiefzen,  naargelang  «*.  ^  of  ^  a*  —  ib^,  dat  is  naar^ 
gelang  «  >  of  <kt»*  — ^*)  »•• 

Indien  dos  de  gegevene  ponten  op  de  kleine  as  der  ellips  :ge- 
legen  i^n  (a  (^  i),  dan  is  in  elk  g^val  de  som  hoaner  afiitan* 
den  tot  aan  het  toppunt  dor  groote  as  een  maximum;  zijn  zg 
echter  op  de  groote  as  gelegen  (a  >  £),  dan  is  de  som  hamf* 
a&tanden  tot  aan  het  toppont  der  kMne  as  een  maximom  of  een 
mimmnm^  naargelang  die  ponten  buiten  of  binnen  de  brand' 
ponten  liggen.  Wij  zien  hier  das  drie  geivallen,  waarin  de  kromme 
l^n  hare  bolronde  zijde  keert  naar  de  lijn,  die  de  twee  gegevene 
ponten  vereenigt,  en  waarvan  er  sleehts  één  het  minimom  geeft; 

zoodat  men  in  al  zolke  gevallen  nader  het  teeken  van  -r^^  ^'^°^ 
te  bepalen. 

Indien   «  =:   |/{a*  —  b*)  is,   wordt    r-^  =   O,    en   men 

zoode  dos  het  derde  en  de  volgende  differcntiaal-quotiënlen  noodig 
hebben;  hier  kan  dit  ontweken  worden,  omdat  de  waarde  van  » 
aanwast,  dst  de  gegevene  panten  met  de  brandponten  der  ellips 
overeenkomen,  en  voor  deze  de  som  der  afstanden  tot  aan  eenig 
pont  der  kromme   steudvastig  gelijk   aan  de  groote  as  blijft;  ec 
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heeft  dot  hSer  geen  maiioaiim  of  minimoiD  plaats ,  loo  alt  men , 
I  en  de  gezegde  eigensobap  der  ellips  niet  beiend  wit  geweest, 
ook  geronden  zon  hebben,  door  dat  alle  volgende  diflFerentiaal- 
quotiënten',  Toor  de  bijzondere  vaarde  van  «Terdwenen  zonden  zijn. 

De  toorgaaade  oplotting  hef  at  allet  wat  men  noodig  heeft,  om 
het  fraagttok  op  eenige  bijzondere  kromme  lijn  toe  te  patten. 
Wg  znllen  hiervan  geeoe  voorbeelden  geven;  maar  liever  de  een- 
Tondige  eigentchap  der  ellipt,  die  wij  in  het  laatste  voorbeeld 
door  de  analyse  gevonden  hebben,  en  die  welligt  andert  niet  op* 
gemerkt  zonde  zijn,  nit  eene  figoor  bewgzen. 

Zij  namelijk  ACB  (Fig.  164)  de  gegevcne  ellips,  F  en  F'  tot 
hrandponten  en  O  tot  middelpant  hebbende,  zoodat  OA  de  halve 
groote,  OC  de  hal  f  e  kleine  at  is,  dan  zal,  indien  men  op  AB, 
ter  wederzijde  op  gelijke  afstanden  van  het  middelpunt ,  twee 
ponten  D  en  D'  neemt ,  die  binnen  de  brandpunten  vallen ,  de 
•om  der  afstanden  DC  en  D'C  een  minimum  zijn;  en  die  torn 
lal  een  maximum  zijn,  zoo  D  en  D'  buiten  de  brandpunten  ge* 
nomeo  worden*  Is  echter  OA  de  halve  kleine  en  OC  de  halve 
gfoote  as,  dan  it,  zoo  D  en  D'  op  gelijke  afstanden  aan  weert- 
zqden  van  het  middelpant  op  de  kleine  at  liggen,  DC  -|-  D'C 
in  allen  gevalle  een  maiimnm. 

Immert  omdat  in  het  eertte  geval  DC  ^  FC  it,  zal  men  D  en 
D'  alt  de  brandpunten  kunnen  betchouwen  van  eene  nieuwe  ellipt, 
die  dezelfde  kleine  as  heeft  als  de  eerste,  maar  wier  groote  as  . 
kleioer  dan  Afi  is,  en  die  dus  geheel  binnen  de  ellipt  ACB  vah* 
Tereenigt  men  no  een  willekeprig  pont  M  der  boitenste  ellips 
met  D  en  D%  en  het  snijpont  M'  b.  v.,  van  MD  en  de  bin- 
nenste ellipt-,  met  D',  dan  it: 

DC  +  D'C  1=  DM'  +  D'M', 
maar  DM'  +  D'M'  <  DM  +  D'M, 

en  dut  DC  +  D'C  <  DM  +  D'M; 

waar  ook  het  pont  M  op  de  gègevene  ellipt  genomen  wordt 

Stelt  men  dat  de  blnnentte  ellipt  de  gègevene  ware,  en  F  en 
F'  de  twee  punten,  die  buiten  hare  brandpunten  D  en  D'  aan 
weertzijden  op  gelijke  afttanden  van  het  middelpunt  liggen,  zoo 
zal  men,  even  als  in  het  voorgaande  geval,  de  waarheid  van  het 
tweede  gezegde  bevestigd  zien. 

It  eindelijk  OC  de  halve  groote  as  der  gègevene  ellipt,  zoo 
zal,  omdat  DC  >  OC  it,  de  ellipt  die  D  en  D'  tot  brandpunten 
en  OC  tot  kleine  at  heeft,  altijd   de   gègevene  ellipt  geheel  om- 
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vatten,  waardoor  men  verder  gemaikeliik ,  op  denHSa  wi|n  ab 
▼oren,  zal  knnnen  bewijzen,  dat  dan  DC  +  D'G,  hoe  groot  of 
klein'  de  a&tanden  OD  z=:  OD'  ook  mogen  zijn,  altijd  eeo 
maiimnm  is.       ^' 

CCXXXIII.      VoOESfBL. 

Do(fr  J.  BiDoii  Ghubbv. 
Indien  Aa?*  +  By*  -|-  C*»  +  2Dy«  +  2Exm  +  2Fjfy  =  1, 
de  tergelijking  is  van  het  oppervlak  eener  eUipetHde ,  tuea^en 
onderling  regthoékige  coördinaten^  begeert  men  de  lengte  vem 
de  'assen  dier  ellipsotde ;.  uit  de  coëfficiënten  der  vetgeUfking 
ie  berekenen. 

Opgblost  door  J;  BiDoH  Ghijbib,  h  S.  Spbijbb  •• 
W.  TAN  Haahst,  Je. 

L    Opiossiro  van  J.  Bador  GBUBtü. 
Laat   de    vergelijking    dezer '  ellipsoïde ,    f  en    opzigte   van  bare 
assen  als  ooördioaten-assen ,  voorgesteld  worden  door 

.    p,«   ^  Qu*   +  R„«    =   1       .       .       .       .      (i) 

dan  zal  de  lengte  harer  assen  dadelijk  gevonden  kolinen  worden, 
zoodra  men^  slo^hts  de  coëfficiënten  P,  Q  en  R  kent;  en  het  komt 
er  dos  voornamelijk  op  aan,  de  waarden  dezer  coëfficiënten  nit  de 
bekende  coëfficiënten  der  opgegcvene  vergelijking  af  te  leiden. 

Daar  zoo  wel  de  gegevene  vergelijking,  als  de  vergelijking  (1), 
geene  eerstemagtstermen  bevatten,  en  dos  voor  die  beide  verge- 
lykingen  den  oorsprong  der  coördinaten  in  het  middelpunt  der 
ellipsoïde  valt ,  zal ,  volgens  de  bekende  formoleo  ter  verandering 
der  ooördinaten-assen  in  de  roimte,  de  vergelijking  (1)  in  de  ge* 
gevene  moeten  overgaan,  doof  substitutie  van : 

t  =1  s  Cos. «  H-  y  Cos.  fi  +  m  Cos.  y , 
II  =  ar  (7(». «'  4-  y  Cos.p'  +  M  Cos. y', 
V  =z  s  Cos.  a*  +  y  Cos.fi'+  m  Cos.  y'j 
verbeeldende  in  deze  formulcn: 

m  f  0  en  y  de  hoeken  tan  de  as  der  t,  mét  die  der  s,  y  en  i, 
«'i.P'  *  y'»      »        »»»»!»,»     »     »    s,  y  »  s, 

ff',  0'  »   y'a        »  »      »    »      9   Vy     »       »       »     Mf  y'  9    M, 

Kortheidshalve  de  oosinossen  dezer  hoekeh  door  enkele  lettert 
verstellende,  hebben  wij: 

t  =:  as    +  by    +  CM,\ 
u  =  a's  +  Vy  +  c'mX   .....     (2) 
V  z=^  a^x  ^  b'y  +  c'i,)     * 
terwijl  tasschen  die  cosinussen  de  betrekkingen  beslaan ,  aangeduid 
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door  de  Tei|dgfciii(eB : 


«»  4- A»   +  c*    =  1,) 

«'»  +4'»  -He'»  =  1,[ <S) 

«•«  +  i'«  4-  c'»  =  1,3 
«»'  -I-  W  +  cc'  =  0,1 

a'a'-+-b'b'-tc'c'=0,\ (4) 

o'a  -h  b'b  4-  c'c  =  O,) 
.1  4- o'»  +a'»  =  1,) 

i»  +  i"  +*'*=!,[ (5) 

«»  4-c'»   +  «•»  =  1,J 
«4  4- b'A' 4.o»i»  —  0.) 

*c  +  i'ü'.4-AV  =  0,[ (6) 

ea  4-  cV  4-cV  =r  0,J 
wtirait  nog  kan  a%deid  wwdea: 

A  =  cV— cV,  A'=:cV— ca',  A'  =  ca'— c'a,[     .     (7) 
e  =  aV— «•*',  c'  =  o'A  — oA',  e'=ab'—a'b,) 
(xie  Fenam.  ra»  ^m*.  TMMVf.  e<««  Deel,  H».  65  en  H°.  103). 
,  Sabttitaeren  vg  bo  dft  waarden  (2)  in  de  Terj^elijkiog  (1),  zoo 
komt  er,  na  ontwiHeling, 

(Pa»  4-Qa'»  4-Ra*»)«»  \ 
4-  (PA»    +QA'»  4.RA'»)y»  j 
4-  (Pc»   4-Qc'*  +IU>'»)a»  I   _ 
4-  2(PAo4-QA'c'4-HA'o')yaf  ""     ' 
4-  2  (Poa  4-  Qo'a'  4-  Rc'a*)»! 
4-  2  (PaA  +  Qa'A'  4-  Ra'A')*y  j 
en  daar  deie  yergelgling  identiek  met  de  gegerene  nxiet  «eien, 
to  dan: 

A  =  Pa»  4-  Q«'»  4- Rn'»,) 
B  =  PA»  -h  QA'»  +  RA'» ,  V    .     .     .     .     (8) 
C==Pc»  4-  Qc'*   4-  Rc**,J 
D  =  PAc  4-  QA'c'  4-  RA'c'  \ 
E  =  Pca  +  Qo'a'  4-  Rc'a',l    ....     (9) 
F  =  PaA  4-  Qa'A'  +  Ra'A'.j 
De  «om   der  vergelgkingen   (8)  geeft,    door  middel  .Tan   (^ 
tentond 

P4-Q  +  R  =  A  +  B  +  C     .     .     .     (10) 
Zoo  «jg   de  twee  eente  der  Tei|{elijkiBgen  (8)  met  elkaader 
Termenigmldigen ,  te  het  pfodoct  met  de  tweede  magt  vaa  de 
derie  der  vergd^kingn  (9)  Terainderen,  komt  er: 
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f      PQ  (•»*'»    -h  o'»*»  —  iaba'b')   ) 
H-  RP(a'»i»   •+.  a»y*  —  2aia'i*)  ) 
dat «':  AB-F*=iPQ((ii'-i»'*)»H-QR(4rt'— o'iO'+RPCo'A-aé*)*, 
of  door  middel  van  (7)   ' 

AB  —  F»  =.  PQc'»  H-  <?R©*  H-  fffo''»  j 
gelijlerwijte  vindt  men: 

BC  —  D»  ==  PQa'»  +  QRa»  H-  EP»'* , 
C4  —  E*  =  PQ6M   H-  QRfi»  -|-  RPi'», 
en  d«   MHn  der  drie   laMsfe  vergelijlAigen  geeft  dan,  dobr  mid- 
del Tan  (3), 
PQ4-QR^.RP=cAB+BC^-CA'— (D»+E?+F»).  .  (11) 
Uit  de  waarden  (8)  en  (9)  volgt  verder: 

+  QR(«'i'iV-H»'cVi*—  4'»oV—  b'*c'a')i, 
+  RP  {b'c'ab  -i-aVBo   —  b'*ca    —  b*.o'»')} 

fTQ{caa'b'    -fto'a'ofi    —  a««V  —  a'»fio)  \ 
+  QR(o'o'aV.H-o^«Vfr'  —  o'»iV—  a'^iV)!, 
-J-RP(cVai  H-o«»V  .*-  a'»&   —  a»iV)J 
PQ((.i'  —  a'i)(io'~-  b'c) 
dat  ia:       DF 


iVq{ab'  —  a'i)(*0'~-  é'c)   ) 
4-  QR(a'fi?— o'6')  (*'o'—  i'c')  l , 
+  RP  (a'fr -i-  ai' )  {b'o  —  to»)  J 
(       PQ  («6' ^  <a't  )  <«i'  — c'a)   ) 
-/AD  •=  -^4-  (JR{»'b':—9.'b')  (pV.—  c'aO  [  , 
W  RP{a»6  —  <*•  )  («-'a  —  co')  J 


of  déor-middd  van  (7) 

OF  —  BE  =:  PQo'o'-4-  QRo»  +  »P«V 

«B  EF  —  AD^rlSgfrVH'^Jftto.H-.RPt'*!;  .;, 

dewwaardei^  iropeotievelijk-  vetancDigvnidigande  met  de  wmideo 
van  E  en  D  volgens  (9),  lodit  er:  ' 

!.     P  (Q«  +  R»)  c'a'oV 
+  Q(R»  +  P*),  o'alea 
+  R  (P.  +  Q«)  cac'a' 
+  PQR{a*c»  +a'V»  +  a'*c'*)) 
iP(Q«  +  R«)  e'b'e'b'  ^ 

+  q(R*+V)e'b'cb  i 

-(-R(I*»   +q*)cbc'i'.  \' 

+  PQR(6»c*  -f- *'*«'»+*'*«'»)) 
CD  de  boven  reeds  voor  AB  —  F*  gevondene  «aarde  met  de  waarde 
van  C  vdgens  (8)  vermenigviMigende,  vinden  wij: 
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C(iB  —  F») 


!P(Q»  +  R»)  «'««•»        \ 
+  Q(R»+P»>c*»c*         I 
H-R(P»  +  Q')cV»     •    f' 
+  PQR  (o*  +  o'»  +  e»»)  ) 


tellea  «^  na  de  drie  laatste  TergdijLingen  bq  elkander  op,  daa 
tnnd<B  «iy  voor  de  aom  der  Toorate  leden: 

IBC  +  2DEF  —  AD»  —  BE»  —  CS* ; 
de  (ommen  van  de  eente  termen,  van  de  tweede  termen,  en  van 
de  derde  termen  der  achterste  leden,  vorden  volgens  (4): 
P(Q»  +  R»)c'c'(«V  4-  6'i»  +  c'c")  =  O, 
Q(R»  +  P»)c'c  («'a    +  b'b  +  c'c)   =  O, 
R(P»  +  Q*)i»'  («a'    +  bb'    +  cc')    =  O, 
en  de  som  der  achterste  termen  wordt,  volgens  (S)  en  (6), 
PQR  {c»(a»+i»+c« ) + c'»(«'»+A'»-|-c'»)+ c»»(a'»  +i'»4-c'« )} 

=  PQR  (c»  +  c'»  +  c'»)  =  PQR , 
uodat  de  genoemde  (^telling  geeft 

PQR  =  ABC+2DEF- AD»— BE»  — CF».    .     .     (12) 

Daar  dan  na  door  de  vergelijkingen  (10),  (11)  en  (1!$),  van  de 

drie  grootheden  P,    Q  en  R  bekend  zijn  geweiden:   de  som,  de 

som  der  producten  twee  aan  twee,   en  het  gedarigprodact,    zoo 

zqn  die  drie  grootheden  de  wortels  *der  derdemagtsvergelqking 


f— iD*— BE»— CFM  3 


-(A+B. 
+  (iBH-BC  +  G&- 
—  (iBC+2DEF— iD»— BE»— CF») 
welker  ooëiBciënten  op  eene   i^^lmatige  wijze  ia  de  coeflSdëateD 
der  gegevene  vei^I^king  aitgedmkt  njo. 

De  wortelt' deier  derdemagttYergelgking  laanen  dan  door  be- 
nadering gefonden  worden;  en  loo  wq  hen  door  Xji  X^  en  X| 
voorstellen  f  hebben  wij: 

P  =  X,     Q  =  X,  en  R  =  X,. 
Stellen  wq  eindelgk^  in  de  vergel^king  (ï)  der  ellipMÏde, 

P=^,Q=-^enR  =  _, 

I»        M»        e» 

dan  wordt  rij  _+_  +  _-l, 

«lodat  no  /> ,  9  en  r  de  lengten  Tan  de  halve  asten   voorstellen. 
De  asten  der  eUiptötde  zijn  derbaWe: 

2  2  2 

I/^X,  |/X,  |/X, 
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De  gegeTene  tei||dqkiDg  zal  alUeii  dan  tot'eene  cilipadfde  Lun- 
nen  behooren,  wanneer  de  Tei^lijking  (13)  drie  pontiere  wortela 
heeft  Mogt  de  TeigelijliDg  (13)  twee  poaitieTe  en  een  negatieven, 
of  twee  negatieve  en  een  positieven  wortel  hebbeni  dan  aoa  de  ge- 
getene  veigel^Ung  tot  eene-iiTpefboltnde  met  een  of  twee  bhdep 
behooren.  In  andere  gevallen  kan  de  gegevene  vergelijking  tol 
geen  beetaanbaar  oppervlak ,  behooren. 

II.  Oplomiso  van  J.  S.  Spbuih. 
Ten  einde  de  omslagtige  berekeningen  te  ontwijken ,  die  nit 
het  overgaan  tot  een  ander  regthoekig  ooürdinatenatelsel  voort* 
vloeijen,  zallen  wij  ter  oplossing  des  voorstelt  eenen  anderen  weg 
inslaan,  en  volgen  helgeen  daaromtrent  in  bet  voortreflfelijke  werk 
van  M.  F.  u  Rotj  jindlyse  t^iquèe  &  la  Geometrie  des  troü 
dimensianaf  gevonden  wordt. 

Laten  de  vergelijkingen  eener  lijn  in  de  raiinte 

s  =  ms  +  p  en  y  =  iss  •+-  j  .  .  .  (1) 
zijn.  Indien  dan  aangenomen  wordt,  dat  m  en  is  standvastig, 
doch  p  en  q  veranderlijk  zijn,  stellen  deze  vergelijkingen  een 
•telsel  van . evenwijdige  lijnen  voor,  die,  voor  zoo  verre  zij  de 
ellipsoïde  snijden ,  een  stelsel  van  evenwijdige  koorden  vormen. 
Beginnen  wij  nu  met  de  meetkonstige  plaats  van  het  midden  van 
al  die  koorden  te  bepalen. 

Brengen  wij  hiertoe  de  waarden  van  s  en  y  volgens  (1),  in  de 
gegevene  vergelijking  over,  dan  komt  er 

{km*  +Bii»  +C+2Dn+  2&fi  +  ZFmn)  «* 
+  2ikuip  +  Bnq+T>q+Ep  +  Fmq  +  Fnp)s  ^=0;.(2) 
+  (Ap"+VH"2F/ig-l) 
voor  elke  bepaalde  waarde  van  p  ea  q  tal  ieee  veigelijking  de 
twee  waarden  S|  en  s,  ^^^  kennen ,  van  de  ponten  in  welke 
het  oppervlak  der  ellipsttde  door  eene  der  evenwijdige  kooeden 
(1)  gesneden  wordt;   voor  bet  midden  van  die  kooide   is  dan 

M  =  ■  '      — -,  en  omdat  na  de  som  van  de  wortels  der   vei^ 

ligking  (2),  gelijk  is  aan  den  coëfficiënt  van  s,  gedeeld  doordien 
van  »*f  negatief  genomen ,  zoo  hebben  vrij,  voor  het  midden  der 
evenwijdige  koorden,  * 

Awp  +  Bng  +  Dy-hEf  +  Ftwt+Fiy 
Am«+Bii»+.0  +  2Pii  +  2Em+2Fmn'  '  *  ^  ^ 
om  dtts  de  meeikonstige  plaats  van  het  midden  van  al   de  even* 


]=.,. 
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iiqdige  kooiden  te  findeoy  moeten  p  en  ^  toMeben  de  Yergel^- 
kingen  (1)  en  (3)  geëlimineerd  worden;  hiertoe  oit  (1)  afleidende 
p  ==:  dp  -*-  ,f»Uy  ^  =  y  —  fis.^  en  deze  waarden  in  (3)  tob- 
ttitnerendoi  komt  er  na  herleiding 

(Ai»+E+Ff»)*+(Bfi+D-HF«)y+(C+DfiHrEiiPi)«=0, .  (4) 
én  die  meetkanstidje  plaats  ia  aüoo  een  plat  Ykk|  dat  door  dea 
oorsprong  der  coördinaten  en  derhalve  door  het  middelpvnt  der 
ellipsoïde  gaat.  Wij  zullen  dit  vlak,  dat,  even  als  de  middelli^- 
nen  in  de  kegelsneden,  de  eigei^schap  heeft  dat  het  alle  even- 
wijdige koorden  middendoordeelty  een  middenvlak  noemen.  Het 
spreekt  van  zelf  dat  in  de  ellipsoïde  een  oneindig  aantal  mid- 
denvlakken zijn,  omdat  men  in  de  vergelijking  (4)  ook  m  en  n 
zich  als  veranderlijk  kaï^  voorstellen. 

Stellen  wij  ons  nu  voor  m  en  n  zoodanig  te  bepalen,  dat  het 
middenvlak  het  stelsel  van  evenwijdige  koorden  niet  alleen  mid- 
dendoordeelt ,  maar  ook  regthockig  snijdt;  alsdan  gaat  het  mid- 
denvlak door  twee  van  de  assen  der  ellipsoïde,  en  snijdt  haar 
oppervlak  volgens  eene  hoofddoorsoede ;  terwijl  de  evenwijdige 
koorden,  evenwijdig  zallen  loopen  met  de  derde  as,  die  zelve 
niets  anders  zijn  zal  dan  een  dier  koorden,  gaande  door  het  mid- 
delpont, en  waarvan  dan  de  lengte  zal  moeten  berekend    worden. 

Hiertoe  nu  moeten  de  projectiën  der  evenwijdige  koorden  (1) 
loodregt  staan  op  de  doorgangen  van  het  vlak ,  (4)  door  de  vlak- 
ken der  SM  en  der  ys.  Blaar  de  vergelijkingen  van  deze  door- 
gangen zijn 

(ijfi-hE-hFis)ar  +  (C+ Dii+ Em)«  =  O 
en  (Bfi  +  D-hirifi)yH.(C4-DHH-Eifi)s=0, 

ofwel 

_       C4>Dn-4^Em  _      C-hDi»+Eiw 

*~       AjiH-hEH-Fii*    ^"^    ^~      hn+b  +  Fm'' 
Mw^L  die  der  projectiën  zijn 

a?  =  nu  -h  p    en  y  =r  ns  +  7; 
tot  den  loodregten  stand  dezer  l^nen   wordt  dus    gevorderd ,    dat 
men  hebbe 

_      Atw4"E-hFi»  _      Bn-hP-t-Fm 

**~"*"C-f.Dii-»-B»    ^^    *~"'"C-hDfi-|-E«' 
idl  welke  vergelijkingen  m  en  is  door  eene  dsrdemagtsvergelijking 
kunnen  weiden  opgelost. 

Om  deze  oplossing  gemakkeltjket  te  maken,  stellen  wij  nog 
GH*Dii^Em:=«en  wij  hebban  dan  de  drie  vergislijkingen : 
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«(i-.*)+E  +  Pii=0,  ,  .  ....:.  (5) 

»(B  — «)-hD+P«  =  a (6) 

C-— «+Df»+Em=:0;  .    .  .   •   ,    .  (7) 

▼ermenigfoldigeD   w§   aq  eerst  ,(5)  met  B  —  ê  ta  (6)  met  P, 

dan  geeft  het  Tcncliil  dier  producten 

{(i-#)(B-.*)-P^}m+E(B-*)-FD  =  0;  .  (S) 
▼ermoiigToIdïgen  wij  echter  (6)  met  A  —  $,  en  (5)  met  F, 
dan  komt  er  door  aftrekking 

{(A-.*)(B-*)~F«}nH.D(A-*)-FE  =  0,  .  (9) 
en  brengen  wij  Tert olgeiis  de  ijfaaxden  Tan  m  en  «» ,  nit  (8)  en 
(9)  a%eleld|  in  (7)  over,  dan  verkrijgen  wij 

of  na  ontwikkeling 

,»>.,(A  +  B  +  C)a*  \ 

+  (AB  +  AC-hBC  — D*  — E*— F»)a[=0,.  (10) 
—  (ABC  +  2DEF  —  AD»  —  BE*  —  CF*)  J 
welke   veiigdijking    bij   de  eIli|>Mide  drie  bestaanbare  en  poiUieve 
wortels  moet  hebben. 

Om  eindelijk  de  aa  te  bepalen ,  die  door  het  middenvlak^  woidt 
middendoorgedeeM ;  merken  wij  op,  dat  deze  tot  het  atelael  der 
evenwijdige  koorden  (1)  behoort ,  doch  door  den  oorfprong  gaal. 
Hare  Tergelijkingen  zijn  alzoo 

jT  =  mjb    en    ^  =  lis, (11) 

en  om  hare  snijpunten  met  het  oppervlak  der  dlipaoïde  te  vinden, 
hebben  wij  dos  in  (2)  slephts  p  =:  O  en  fi  =:  O  te  stdien » 
waardoor  wij  verkrijgen 

(Am*  -H  B»*  -h  C  +  2Di»  +  2Em  +  2Fmii)  b*  =  1 

^^  '•  ~  A«*  4*  B»*  +  C  +  2Dis  +  2Eiis  +  2F«m''^^^ 
fij  nn  o  de  lengte  van*  deze  halviB'aa,  en-  laten  a^,  y  ien  lÉ  de 
coördinaten  van  haar  uiteind^  zijn ,  dan  is  ... 

o*  =  4P»  +  y*  +«», 
of' voor  ^  en  y  de  waarden  (11)  sobstitnerende 
n*  =  (»*  +  n*  +  1)  *• , 
en  eiaddijk  door  (12) 

Am*.  +  B»>  +.G  4.  20k  +  'i£m  M-  '^i^Bmi  ^    ' 

One  aitdniUing  kan  ieer  TtncDTOodigd  «oideBy-watat'de  'itt- 

gd^kio^   (5),  (6)  en  (7)  geréo^iui.  dé  eento' met  w  code 


Digitized 


by  Google 


444  W1SKUNST16E 

Iwria  mei  m  tmnfaugnlèigi  te  beUwn , 

mU  =  Am^  +  Em  +  Fm», 

*  ==  C       -H  Dn  +  E», 

en  hierait  folft  door  optelliag 

(g|i4.,i«  +  l)t=:.Am>  +  Bii*  +  C  +  2D«  -H  2Em  -i-  2FifM», 

veardoor  (13)  geeft : 

11  2 

a>  =  -,    ö  =  —    en     2a  =  — . .    .   .  (14) 

Omdat  •  in  de  yergelijLing  (10)  drie  waarden  heeü,  leert  de 
laatatgefondene  Ibraiiile  (1^  de  lengte  fan  aOe  drie  de  assen  der 
eI%ioi'da  kennen ;  en  het  berekenen  van  die  aaien,  komt  doa 
tieder  op  het  berekenen  der  waarden  van  a  ait  de  tergeli|king(10), 
na  daarin  Yoor  A^  B,  G  enx.  de g^vene  getallenwaarden  géMib- 
atitiieeid  te  bobben. 

OCXXXIV.    VooasTaL. 
Door  J.  Bador  Gauaaa. 

Wmmeer  een  itievlakkige  koek,  welkt  gedaante  onveranderi^'k 
is  f  gel^ktgdig  om  elk  M^ner  ribben  tracki  ie  dma^eny  mei 
oene  koektnelkeid  die  voor  ette  ribbe  afuonderiijk  gegeven  is » 
hegeori  mon  ie  vMon,  welke  beweging  deae  drietlakkige  koek 
werkel§k  aal  rerki^gen» 

OfOBLOST  door  J.  Badov  GauaiH. 

OfLosfiRo  fxm  J.  BiDoa  GouBaa. 

Laat  een  Kgcbaam  gelijktijdig  trachten  te  draaijcn ,  om  twee 
elkander  in  O  an^dende  asien  OA  en  OB  (Fig.  165),  rcapecliere- 
Igk  met  de  hoekanelheden  a  en  £  ^  en  laten  deze  draaijende  be- 
w^ngen  plaata  hebben  in  zoodanigen  zin ,  ais  ivij  in  de  figaur 
«angeweien  hebben  door  pijltjes ,  gesteld  op  pcrspectievisch  a%e- 
beelde  kleine  .eilindera ,  die  mede  OA  en  OB  tot  aften  hebbeo. 

Beachonwen  wq  nn  van  het  bedoelde  ligchaam  een  pont  P, 
binnen  den  hoek  AOB,  en  in  deszelfs  vlak ,  zoodanig  gelegen, 
dat  de  loodlijnen  PQ  en  PR ,  nit  dit  pnnt  op  de  assen  OA  en  OB 
aede^gelaten ,  omgd^eeid  evenredig  zijn  met  de  hoeksnelbeden  a 
oabf  aoodat  wij  kannen  atellen  .PQ  =r  ui  en  PR  =  na;  dan 
aai»  gedurende  een  oneindig  klein  tijddeellje  i,  de  omdraaijing 
om  de  as  OA  ten  gevolge  hebben ,  dat  bet  pnnt  P  eenen  onein- 
dig Ueinen  -)reg  al  X  PQ  aflegt,  en  wel  nit  P  loodregt  op  bet 
vlak  AOB  naar  voren;  en  gedurende  dat  zelfde  tijddeeltje  f,  zal 
de  ondnaiging  om  de  u  OB  ten  gevolge  hebben ,  dat  het  pont  P 
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eenen  oneindig  kleinen  veg  ii  X  PR  aflegt  i  mede  oit  P  loo&egt 
op  bet  vlak  kOB,  maar  naar  achteren.  Daar  na  PQ  =  «A  en 
PR  :=  «ia  it;  worden  deze  afgelegde  wegen  béide  door  nabi  uitge- 
drokty  en  sq  xijn  das  eten  groot;  maar  de  eene  wordt  naar  fotm, 
de  andere  naar  achteren  lifgelegd :  déilkalfe  it,  na  Yerloopvan  het 
tigddedlje  I,  het  pont  P  Yolkomen  op  deielGle  plaata,  waar  het  eent 
waSb  Na  rerloop  Tan  een  nieuw  tqddeeltje  I  is  dcsgelöks  het  pont 
P  nogmaals  op  dezelfde  plaats,  en  zoo  Tervolgens;  waaroit  bÜjkty 
dat  de  gelijktijdige  draaijende  bewegingen  om  de  assen  OA  en 
OB  het  pont  P  in  rost  laten  blqyen. 

9e  meetknnstige  plaats  van  alle  ponten  P,  die  de  eigensohap 
hebben ,  dat  de  loodlijnen  PQ  eé  PR  omgekeerd  OTenredig  wqn 
met  ü  en  ib,  is  de  Terlengde  diagonaal  OU  tan  een  paralldogramy 
welb  kngs  ÖA  en  OB  liggende  tijden  OA'  en  OB'  de  betiekke- 
l^ke  hoegrootheid  der  hoeksnelheden  a  en  i  voorstellen.  Wanneer 
dop  het  ligehaam  met  die  hoeksnelheden  gelijkt^dig  om  de  aasen 
OA  en  OB  tracht  te  draaijen,  zal  het  w^keligk  om  di^  diagonaai 
OM  als  as  draaien;  wapt  deze  beweging  ii  de  «enjgo  mogelqke, 
waarbq  al  de  ponten  van  OU  op  hunne  plaats  U^fen.  Be  zin 
d«er  oa&dnHU]tng  is  hlqkbaar  zoo«  als  w^  die  mode  door  een 
pqltje  hebben  aangewezen ,  -  op  den  perspeettefiseh  ^  afgebeeUen 
kleinen  cilinderi  die  OU  tot  as  heeft  ^  want  alle  ponten  van  OA 
£b  bi)  de  wenteling  om  OA  op  honne  plaats  hliJTen,  bewegen 
-aeh»  bi)  de  wenteling  om  OB,  naar  achteren;  terwql  da  pdntta 
fan  OB  zieh»  bq  de  wenteling  om  OA,  naar  Tpren  bewmco^  en 
bg  de'  wenteling  om  OB  niet  van  plaats  Teranderen.  Br  blqft 
dos  nog  over  de  hoeksnelheid  te  bepalen,  waarmede  ó^  beweginf 
om  OU  ab  as  plaata  heeft. 

Omdat  bq  de  wenteling  van  een  ligehaam  om  eene  aa,  alle 
pmten  dp  hetzelfiio  oogenUik  ook  dezellde  hoeksnelheid  becitten , 
besehonwen  w^  te  dien  einde  een  willekenrig  pont  R  van  de  Iqn 
OB ,  en!  laten  wi|  oit  dit  pant  kodlijnen  BS  en  RT  op  OA  en 
OH  vallen.  Het  pont  R  van.  het  bedoelde  ligehaam,  Iq[t  gedo' 
het  tgddedtje  I ,  ten  gevolge  van  de  wenteling  om  OA , 
oiieindig  kleinen  weg  of  X  RS  af^  terwigl  het,  ten  ge- 
volge van  de  wenteling  om  OB,  niet  van  pUats  verandert j  de 
oneindig  kleine  weg  al  X  RS,  oit  R  h)odicgt  op  het  ihk  AOB 
naar  toktn  a^elegd,  is  dos  ook  de  weg  dien  het  pont  R,  hg 
do  wentding  om  OU  beschrgft;  maar  de  hoeksnelheid  deier 
wentdmg  door  «i  voorstellende,  wordt   die  wtf  door  tnl  X  RT 
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UftndrolLt ,  MMdM  vij  bdibeB 

"  W  X  RT  =  fli  X  RS    of   «I  =      ^^      ', 

ÓMÊT  voarto  HS.  m  HT  loodlïjnMi  lijjO)  uil  eenig  piiiit  vaü  de 
jndm^f-  iqde  een»  paraUelogiiioM  öp  de  éiid«M  cijde  en  den 
dïigDa«ili.nedefgeUteiiy  ii)h  zij  opgekeeid  evenredig  met  die 
aadf  re  aijde  en  diagoiieal ,  dat  is  ,  «ij  hebben 

BS  :  ^T  =  OM'  :  OA'     en  dus    m  =  ^  ^?"  ; 

en  dewijl  na  OA'  de  betreUelqle  gnMitte  Tan  a  ^MMntelt,  bl^lt 
Meniit^  dat  ook  OM'  dé  betrelkelijke  grootte  Tan  m  ia.  De  dia- 
go&aar  van  het  paralMlogram'OA'H'B',  wijat  doa  nifet  alleen  de 
aa-5  maar  ook  de  hoeksnelheld  der  reaallerende  bewegitig  aan. 
'  Beeieer  "deie  waarde  van  «i  d«  hoeknuelheid  gedurende  h^t 
1^ee)»)e- «  4»,  ia  het  klaar,  dat  ii|  Toor  allé  oprolgeade  t%dl- 
deelljea  '  déüèlfde  -waarde  ml  blijf  en  behondea^  indien  slechte  o 
en  b  Hfèt^'t^adereQ;  en  dat  bijgevolg  eenparige  omwenteling 
om  OA  ea  €ttt  ook  eene  resakerende  eenpar^  onwenteling  .étt 
OH  aalleé  épteveren^ 

-B^  de  'voorgaande  verkkrittgen  hebben  w<j  onderatdd,  dat  de 
dmai^eado  •  bewegingen  om.  OA  en  OB ,  ait  O  naar  A  en  uit  O 
na^r  B  ^littén'^  beide  in  di^a  aia  plaats  laddcn,  waarin  wij  go- 
woon  KfJD  de  Wqzen  «^lizer  ünrwi^rken  te  Kien  dmaijen  f  dezen  sla 
¥an-bindrèai}ing  poèitfef  noemende,  hebben  wij  dan  ook  ,deÉe 
positieve  resulterende  beweging  verkregen ,  toodat  die  rssalterende 
bewéghig, 'ttit' O  naar  M  geeiea,  af  mede  in  dienmlfdett  aiÉ 
\lfhikU  Weefil    - 

Mogt  echter  een  der  gegevene  bewegingen  |  b.  n  d»tf  om  OA , 
tik  O  nkaf  A  gerien ,  eenen  negatieven  sin 'hebben,  abo  als  in 
f^.  !6l3  i'g  '  todrgesfeld ,  dan^  soa  zij  uit  O  naar  A'  gmien , 
êenen'j]ti(srli<^eh  2fa  hefrhen,  en  de  rvacihefende  fteweging  aon  daa 
Mijlbaai*,  zod'^af  hare^ilS)' haren  tra,  als  hare  hoekanelbeid  ld- 
trefl^  aangewezen 'worden  doofden  diagonaar  OM'  van  een  paraOo- 
lograni ,  waafVan  de  rijdeto  OA*  ênOB'  wederom  evenredig  met  de 
höelstieHietAen'/r  en  b  zijn,  maai'  waarvan  de  zijde  OA'  op  bet 
térlehgde  rdA  OA^ih  plaafr  v^n  'ttp  OA^  zelve  ia  aitgêzet  Magtm 
de'bcidb'  i^egeVèbê  bewegingen  eenen  negatieveti  tin  hebben,  me 
als  in  Fig.  ^1!^7',  dan  zoii'  mètt  de  tijden -OA'  en  OB'i  dia  de 
betirekkelijke '^;toótte  der  hoclsaélhedén  a  en  i&  voorstellen ,  beide 
óp  éé  verietigtfën  Van  OA  en  OD  aitzetten ,  ohi  'deii^  diÉlgOHMl  dü' 


Digitized  by  VjOOQIC 


o  P  G  4  ?  S  N.    N^.  t34  en  2S5.  447 

ta  tiüd^fi ,  ^die  ié  hoeksodheid  en  dê  as  der  téitilMiMdê  h^tfé- 
ging  doet  Leaiiea,  wtlkt  d«ii  altijd  vM  O  Mir  M'  gnitn  ^  «enen 
poiitieTen  zin  heeft. 

ETen  ab  men  fili  twM  draa^ddti  b«W«gHiBèii,  om  elkander 
aaijdeode  aaaen,  tot  ceilfl  roBoitefeiida  draar^attde  bewtgihg  om 
«•06  aieawe  as  kan  zamimatdilaii ,  tal  mea  dtce  laatito  tvadar 
kunoea  xamenatellen  met  ean  derde  draageuda  bawêgSng  on  tseoe 
aa  9  die  da  laatate  snijdt  ^  en  liggen  deze  assen  ^  terwijl  zi)  eati  ge. 
maenschappelijk  snijpunt  hebben ,  twee  aan  twee  in  YerschiUende 
vhkkfln ,  dan'ial  de  diagoaaal',  dien  men  bij  de  tweede  zamaoalri- 
Jiiig  ^rkrijgl,  blikbaar  de  diagonaal  «ijti  tan  een  parallelo^ipédimi , 
«elka  ribbeb  da  betrekkfilljka  boegtoolkadeti  Toorstellcn  Van  de 
hoeksnelheden  der  drie  aamenstellcnde  bewegingeB. 

Hièroit  tolgt  dan ,.  dat  de  voargestdde  vraag  ^p  de  tolgende 
w^  opgelost  Woidt :  Zét,  Tan  het  hoekpoHt  das  drietlakUgan 
bóeki  af|  op  elke  ribbe  eene  Hjn  aiti  die  de  betrekkelijke  geeoMe 
▼an  de  hoeksnelheid  dar  draa^nde  beweging  om  die  ribbe' ▼oor- 
atelt;  en  wel  op  da  ribbe  zelws  of  op  baar  f  erlangde  ^  naacgciaBg 
folks  noodig  is  om  to  maken ,  dat  da  baéeging  oéi  dia  tibbw  eèÉétt 
pQSitï0Tea  liabeeCli  wann^t  ai}  uit  hol  faoebpnnt  naai-  bisidndan 
mtdiade  dar  nitgcaètte  lijn  gezien' wontt^  beaDfarijf  op  4e  Uhtfo 
mtgeaelle  lijnen  ala  ribben  eeA  pamiialopipedaiii' ^  e»«tMkf  daaehi 
wü  bet  faoekptioa  d«A  drievlakkigen  'hoeks  een  diagonaal  vaiBr  èat 
tyfersfaande  hoakpotit ;- den  akLde  werkelljka  bewagingy  dlw^^B 
drievlakkige  hoek  verkrijgt ,  eene  omwenteling  om  dien  .<dfagOuiad 
ala  aa  zijn  j  de  hoeksnelheid  dltr  6aiwefttiilbi^  M-  in  |;Mlblté''ioor 
dien  diagonaal  worden  voorgesteld;  en  den  ilti*  4ief  'éftUreattallfig 
zal ,  uit  het  hoekpnnt  des  drievlakkrgcA  iMekè  'ttaèr'liét  «idaft 
niteitide  des  diagonaals  gezien,  positief  zijn.  -    ^^'' 

Hét  zal  wel  <mnoodig  zijn  te  dóen  opmerken ,  dat  deze  zameH- 
stelling  van  drie  draaijende  bewegingen  om  assen  die  'éo^  eeli 
zelfile  punt  gaan ,  geheel  orefeenkomt  met  do*  «raénsfelling  van 
drie  krachten,  die  Op  eèn  zelfile  pont' werken.  Het  snijpunt  déf 
assen  komt  dan  overeenr  met  hei  aangrijpingsptmt  dsr  khieMehk , 
de  rigting  der  assen  met  de  rigting  der  krachten,  en  het  draaijen 
in  den  eefj^en  of  adderen  zin ,  met  het  trekken  deil  krachten  naar 
de  eene  'of  andere  zijde. 

'  GCXXXT.    Y  o  o  a  8  T  E  II. 

"   '    •       Boóf  J.  Badoit  GniJBEir. 

B$t»etfile  éU  4%  kei  toorgaanëe  taómer  itdfit  'pfbtvMgi, 
Hh  2 


Digitized  by  VjOOQIC 


448  WI  S  K  U  N  S  T  I  G  E 

IM»   ooMMfi  iMNi   een   driehoekig   priema ,  dat  gelyki^dig  om 
ett  »^ner  drie  evenwijiige  ribben  Êrachi  te  draaien. 

Ofoblost  door  J.  Badok  Ghijbbk. 

OrioMiiro  van  J.  Badoh  Ghijbik. 

IiMt  een  ligchaam  gelijktijdig  tittchten  te  dnaijen  om  twee 
evenwijflige  anen  AA'  en  BB'  (Fig.  168),  respectievelijk  met  de 
gegevene  hoeksDelheden  a  ea  b,  en  beide  in  denzelfden  zin »  ïn 
de  figoor  even  els  bij  de  Torige  oplossing  door  pijltjes  aange- 
wezen. Bescbonwen  wij  dan  weder  een  poot  P  des  ligchaams, 
toischea  die  evenwijdige  assen  en  in  haar  vlak  zoodanig  gekonn  , 
dsi  de  kodlijnen  PQ  en  ?&,  nit  dit  pont  op  de  assen  vallende, 
omf^erd  evenredig  met  a  en  £  zqn»  zoodat  PQ  =z  «6  en 
PR  =r  na  km  gesteld  worden ,  dan  blijkt  ook  weder ,  even  als 
in. de  voorgaande  oplossing,  dat  het  pont  P,  bij  de  gcl^kt^dige 
wenteling  des  hgchaams  om  de  assen  AA'  en  BB'  niet  van  plaats 
venndert  Haar  de  meetkonstige  plaats  van  alle  ponten  P ,  die 
ée  eigenschap  hebben,  dat  de  loodiijnen  PQ  en  PR  omgekeerd 
evenredig  met  a  en  £  zijoi  is  na  eene  l^n  HH',  evenirijdig  met 
AA'  .  en  BB'.  Indien  dus  het  ligchaam  gelijktijdig  öm  AA'  en 
BB'  tradit  te  draaijen  ,  zal  eene  werkelijke  wenteling  om  de  Ign 
.HM!  daarvan  het  gevolg  zqn.  Deze  wenteling  heeft  blikbaar 
denzdMen  zin  als  die  om  de  assen  AA'  en  BB' ,  en  om  hafe 
hoeksnelheid  m  te  vinden,  kunnen  wq  wederom  een  willekeof% 
l^ont  -  van  een  der  eerste  ass^ ,  b.  t.  het  pont  R  Tan  BB' ,  be- 
lohoawen. 

Dit  p«nt  R  legt  hq  de  wenteling  om  AA'  gedurende  het  on- 
eindig .  kleine  tijddeeltje  ,1  eenèn  weg  al  X  QB ,  nit  R  loodiegt 
op  het  vlak  der  assen,  naar  vorea  af ,  terwijl  het  bij  de  wente- 
ling om  BB'  niet  van  plaats  terandert;  die  weg  al  X  QB  is  dos 
de  weg,  dien  het  pont  b^  de  resolterende  wenteling  afl^ ,  en 
wordt  als  zoodanig  uitgedrokt  door  ml  X  PR  y  zoodat  w^  hdiben 

ml  X  PR  =  01  X  QR  ;=  fl*  X  (PR  +  PQ)> 
dat  is:  ml  X  na  ==  al  X  (fia  +  nb), 

en  deze  vergelijking  door  nai  deélende,  komt  er 

m  z=z  a  +  b'y 
de  hoeksnelheid  dér  resolterende  wenteling  is  dus  de  som  der 
gegevene  hoeksnelheden. 

Hadden  de  gegevene  dcaaijende  bew^ing^  om  de  assen  AA' 
en  BB'  eenen  tegengestelden  zin,  loo  als  in  F%«  169  is  voorge- 
steld, daa  soa  een  pnat  P,  om  hij  die  gelijktijdige   I^ew^gii^feD 
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in  rast  te  blijven,  boiten  de  e?enwQdige  Ignen  in  haar  ?Iak 
moeten  gekozen  worden  ^  zoodanig  dat  de  loodlijnea  FQ  en  PR 
op  de  assen  nedergelaten  wederom  omgekeerd  evenredig  met  a  en  b, 
das  PQ  =  n6  en  PR  =  fia,  waren.  Onderstellende  dat  a  y  b 
18 ,  zal  PR  )  PQ  moeten  zijn ,  en  das  het  pont  P  Aan  de  zijde 
▼an  AA',  dat  is  aan  de  ziide  van  de  as  der  grootste  hoeksnelheid , 
bai(en  de  evenw^dige  assen  moeten  vallen;  de  resalterende  be- 
weging zal  nn  eene  wenteling  om  de  as  MM'  zijn ,  door  het  pont 
P  evenwijdig  met  AA'  en  BB'  getrokken.  Zij  heeft  dcnzelfden 
zin  als  de  beweging  om  AA',  die  de  grootste  der  gegevene  hoek* 
snelheden  had ;  want  naar  den  zin  door  de  pijltjes  aangeduid ,  zou 
BB',  bij  de  wenteling  om  AA'  alleen,  zich  achterwaarts  bewegen, 
terwijl  evenzoo ,  bij  de  wenteling  om  BB'  alleen ,  AA'  zich  achter- 
terwaarts  bewegen  zou.  Voorts  wordt  na  hare  hoeksnelheid ,  door 
wederom  de  beweging  van  het  pont  R  te  beschoawen,  gevonden 
nit  de  vergelijking 

«#  X  PR  =  a*  X  QR  =  fl*  X  (PR  —  PQ), 
die  dan  geeft  m  =  a  —  b, 

zoodat  deze  hoeksnelheid  nn  het  verschil  der  gegevene  is. 

Stelt  men  zich  twee  krachten  voor ,  wier  rigtiogen  langs  AA'  en 
BB'  vallen ,  die  in  grootte  door  a  en  i&  worden  voorgesteld,  die  in 
Fig.  168  naar  dcnzelfden  kant,  maar  in  Fig.*169  (waar  wij 
a  y  b  stellen)  naar  verschillende  zijden  werken,  dan  zal  de  resnl- 
tant  dezer  krachten,  in  beide  figaren  langs  MM'  vallen;  in  Fig.  168 
zal  die  resnltant  de  som  der  krachten  o(  a  +  b  zijn  en  naar* 
dcnzelfden  kant  werken  als  a  en  £;  in  Fig.  169  echter  zal  diè 
resnltant  het  verschil  der  krachten  of  a  -^  6  zijn ,  en  naar  deo- 
zelfilen  kant  werken  als  de  grootste  kracht  a.  De  bekende  tarnen* 
stelling  van  evenwijdige  krachten,  verschaft  das  dadelijk  het  middel, 
om  twee  draaijende  bewegingen  om  evenwijdige  assen ,  tot  eene 
enkele  draaijende  beweging  om  eene  nieawe  evenwijdige  as  zamen 
te  stellen. 

Even  als  men  nn  twee  zolke  bewegingen  om  evenwijdige  assen- 
tot  ééae  kan  zamenstellen ,  zal  men  deze  weder  kannen  zamen- 
stellen  met  eene  derde,  die  mede  om  eene  evenwijdige  as  plaats 
heeft.  Hieruit  volgt  dan ,  dat  de  voorgestelde  vraag  op  de  volgen- 
de wijze  opgelost  wordt :  Breng  langs  de  drie  evenwijdige  ribben 
van  het  driehoekig  prisma  drie  krachten  aan,  die  in  grootte  met 
^  gegevene  hoeksnelheden  overeenkomen ,  en  die  langs  elke  ribbe 
naar  deze  of  gene  zijde  trekken ,   naargelang  de  omdraaijing  om 

I.  O&ii.  1  i 
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I 
die  ribbe  ia  dezen  of  genen  zin  ondersteld  wordt  plaats  te  bdiben;      j 
en  bepaal  verfolgens  de  resaltant  dezer  drie  evenwijdige  krachten.      | 
De  beweging^  die   het  prisma   werkelijk   verkr^^,  zal   dan  eene      | 
draaijende  beweging    zijn ,  om  de  lijn ,  waar  langs  die  resnltant 
valt,  als  omwentelings-ai j  de  boeksnelheid  dezer  resulterende   be« 
w^iog  f  xftl  io  grootte  niet  de  genoemde  resnltant  overeenkomen  ; 
en    die  beweging   zal    in  dezen  of  genen  zin  plaatshebben,  namr- 
gelang  de  resfiltant  naar  deze  of  gene  zijde  trekt. 
Aahiibuiio.    In  Fig.  169  is 

PQ  =  ;^XQR    en    PR=-^XQR; 

stdt  men »  altijd  aan  QR ,  of  den  afstand  der  assen  AA.'  en  BB' , 
eenige  waarde  toekennende,  a  =  &,  dan  wordt 

PQ  =  oo,  PR  =  00  en  «i  =  a  —  i&  =  0; 
de  bewegingen  om  twee  evenwijdige  assen ,  met  even  groote  hoek- 
snelheden  in  tegengestelden  zin,  levert  das  tot  resoltermde  be- 
weging op  eene  omwenteKog  met  de  hoeksnelherd  nul  om  eena  a« 
die  oneindig  ver  af  is.  Zulk  eene  beweging  kan  niet  anders  dan 
eene  regt  Toort^jaande  zijn ,  loodregt  op  het  vlak  der  evenwqdige 
assen  gferigt. 

Was  echter  niet  alleen  a  =z  b  maar  tevens  QR  =r  O,  dan 
zon  men  hebben* 

PQ  =  0,    PR  =  §    en    m  =  Oj 

twee  tegengestelde  bewegingen,  met  gel^ke  hoeksnelheden  om 
eene  lelfde  as ,  geven  das  tot  resulterende  beweging  eene  om- 
wenteling met  de  snelheid  nul,  om  eene  as  die  cnbqKuM  is, 
en  dos  eigens  naar  welgevallen  kan  genomen  worden;  dat  is  die 
twee  tegengestelde  bewegingen  laten  het  ligchaam  in  rost. 
CCKXXVr.  V  o  o  B  8  T  K  L. 
Door  J.  Bador  Ghijbih. 

De  horisonUUe  en  verticale  projectiën  te  conetrueren ,  van  een 
regelmatig  aokiclak  ^  onderstellende ,  dai  dit  ligohaam  mei  een 
M^ner  mjvlakken  op  het  horizoniale  vlak  Hgt. 

Omklost  door  J.  Bador  Ghijbbii,  W.  vab  Haabst,  Jb., 
A.  TiR  Ottbbloo  en  W.  L.  IvAffOB. 

Oplossikg  van  J.  Badob  Gbijbbb. 

Laat  de  gel^zïjdige  driehoek  ABG  (Fig.  170)  het  ig^ak  z^n, 
waarmede  het  ligchaam  op  het  horizontale  vbk  ligt,  en  dat  w^  dus 
als  grondvlak  aannemen.    Indien  wij  dan  q>  BC ,  CA  en  AB  drie 
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gelijkzijdige  driehoeken  BCD ,  CAE  en  ABF  bescliiiJTen ,  <tellen 
deze  driehoeken  wederom  drie  zij^kkken  des  ligchaams  voor ,  die , 
respectievelijk  om  de  ribben  BC ,  GA  en  AB  draaijende ,  op  het 
horizontale  vlak  zijn  neergeslagen.  Worden  deze  neergeslagene  zij- 
Tiakken  weder  in  bonnen  oorspronkelijken  stand  gebragt,  dan 
zullen  de  horizontale  projectiën  der  ponten  D ,  E  en  F  in  de  lood- 
Hjnen  Dd,  Ee  en  Ff  vallen^  uit  D,  E  en  F  op  BC,  GA  en  AB 
ncdergelaten ;  terwijl  die  ponten  zei  ven  even  hoog  boven  het  hori- 
zontale vlak  zollen  gekomen  zijn ,  en  dus  de  afstanden  hnnner  pro- 
jectiën gelijk  aan  hnnne  werkelijke  afstanden  zollen  wezen.  Maar 
die  werkelijke  afiitanden  zijn  ribben  van  het  ligchaam;  indien  dos 
D' ,  £'  en  F'  de  horizontale  projectiën  zijn ,  der  in  hunnen  oor- 
spronkelijken stand  gebragte  punten  D,  E  en  F,  is  DOS'F'  een  ge* 
lijkzijdige  driehoek,  die  gelijk  en  gelijkvormig  met  ABC  is';  terwijl 
verder  de  ligging  der  punten  D',  E^  en  F'  op  de  loodlijnen  Dd, 
Ee  en  Ff  blijkbaar  ten  gevolge  heeft ,  dat  de  driehoeken  ABC  en 
IKE^'  hetzelfde  middelpont  en  evenwijdige  zijden  hebben. 

De  hoogte, -waarop  het  punt  D  boven  het  horizontale  vlak  is  ge- 
komen, zoodra  het  zich  in  W  projecteert,  is  blijkbaar  de  regt- 
hoekszijde  van  een  regthoekigen  driehoek ,  die  D'd  tot  andere  regt- 
hoeksi^de  en  Dd  tot  hypothenusa  heeft ;  stellende  dus  uit  D'  eene 
loodl^n  op  Dd,  en  beschrijvende  nit  d  met  Dd  als  straal  een  cir- 
kelboogjé ,  de  genoemde  loodlijn  in  d'  snijdende ,  zoo  is  D'd'  de 
hoogte  boven  het  horizontale  vlak ,  van  de  hoekpunten  des  lig- 
chaams  die  zich  in  D',  E' en  F' projecteren. 

Uit  dit  alles  volgt  dan  deze  constructies 

Beschrijf  om  het  gegevene  grondvlak  ABC  (Fig.  171)  eenen 
cirkel,  deel  daarvan  de  bogen  BC,  GA  en  AB  middendoor  in  D', 
E'  en  F'  en  trek  de  lijnen  D'E',  E'F',  FD',  AE',  AF'  BD',  BF', 
GD^  en  GE ',  ^an  is  ABCD'E'F'  de  horizontale  projectie  van  het 
regelmatig  achtvlak.  Trek  AD'»  die  BC  regthoekig  in  d  zal 
snijden,  stel  Dd'  loodregt  op  DM,  en  maak  dd'  gelijk  aan  Ad. 
Neem  vervolgens  ecne  willekeurige  lijn  OX  als  as  van  projectie 
aan;  laat  nit  de  pttnten  A,  B  en  C  loodlijnen  AA',  BB'  en  CC' 
op  diè  as  vallèb,  en  trek  ook  nit  de  punten  D',  E'  eti  F',  regt- 
hoekig door  de  as,  lijnen  DD',  E'E'  en  F'F',  wier  niteindm 
D',  E'  en  F'  zich  ter  hoogte  D'd^  boven  die  as  verheffen.  Na 
dan  A'  niet  E'  en  F»,  B'  met  D'  en  F',  en  G'  met  D'  en  E' 
vereenigd  te  hebben ,  alsmede  E'F'D'  te  hebben  getrokken ,  zal 
A'fl'C'D'E'F'  dererticale  projectie  van  het  regelmatig  achtervlak  zijn. 

li  2 
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CCXXXVII.    V  o  o  »  8  T  t  i. 
Door  J.  BiDOK  GniJBKv. 
'De  harigoniah  vfi   verticale  projectiSn   te  construeren,    r«» 
een  regelmatig  twaalfvlak  ;   onderstellende  dat  dit  ligchaam  mei 
een  zijner  zijvlakken  op  het  horizontale  tlak  ligt* 

OrcKLosT  door  J.  Bador  Ghijbin,  W.  van  Haabst,  Jb.,  A.  tah 

OTTBBLOb   en   W.   L.    IVAlCGff.* 

Oplossirg  van  J.  Badox  Ghijbbit. 

Laat  de  regelmati^^e  yijfhoek  ABCDE  (Fi^.  172}  het  zijvlak  zijn, 
dat  wij  als  een  op  het  horizontale  vlak  liegend  grondvlak  des 
ligchaamt  aannemen.  Indien  wij  dan,  op  elke  iijde  van  dezea 
vijf  hoek  I  wederom  een  regehnatigen  vijf  hoek  beschrijven,  stellen 
deze  nienwe  vijfhoeken  vijf  andere  zijvlakken  van  het  ligchaam 
voor,  die,  respectievelijk  om  de  ribben  AB,  BC,  GD,  DB  en  Ei 
draaijende ,  op  het  horizontale  vlak  zijn  neergeslagen.  Worden 
deze  neergeslagen  vlakken  weder  in  bannen  oorspronkelijken  stand 
gebragt,  dan  zullen  de  diagonalen  FG,  GE,  Hl,  IK  en  KF  al- 
mede eenen  regelmatigen  vijf  hoek  gaan  vormen,  wiens  vlak  en 
wiens  zijden  evenwijdig  met  het  vlak  en  de  zijden  van  den  v^f- 
hoek  ABCDE  loopen,  en  die  zich  das  in  zijne  werkelijke  grootte 
op  het  horizontale  vlak  projecteert;  zoodanig  dat  z^ne  projectie 
F'G'H'PR'  insgelijks  een  regelmatige  vijfhoek  is,  dit  faetzelfile 
middelpunt  heeft  als  de  vijfhoek  ABCDE,  terwijl  ook  de  zqdea 
van  F'G'HTK'  evenwijdig  met  die  van  ABCDE  loopen ,  en  gel^k 
aan  de  diagonalen  van  ABCDE  zijn.  Hierdoor  worden  dns  de  ho- 
rizontale projectiën  gevonden  van  de  vijf  hoekpunten  des  ligchaaau, 
die  het  naast  bij  het  grondvlak  gelegen  zijn. 

De  hoekpunten  L,  M,  N,  O  en  P  der  neergeslagene  zijvlakken, 
zolleuy  bij  het  brengen  dier  vlakken  in  bonnen  oorspronkelijken 
stand,  hnnne  horizontale  projectiën  verkrijgen  in  de  loodlijnen, 
nit  L  op  AB,  nit  M  op  BC,  enz.  neergelaten;  en  die  punten 
zelven  znllen  even  hoog  boven  het  horizontale  vlak  komen.  De 
lijnen,' die  dan  L  met  M,  M  met  N,  enz.  vereenigen,  zullen 
zich  dus  vreder  in  haro  wezenlijke  grootte  op  het  horizontale  i\ak 
projecteren;  maar  die  lijnen  zijn  wederom  diagonalen  van  de  zn- 
vlakken  des  ligchaams,  die  aan  de  als  neergeslagen  afgebeelde 
zqvlakken  sluiten,  en  z^  z^n  dus  gelijk  aan  de  diagonalen  des 
vijfhoeks  ABCDE,  of  aan  de  zijden  des  vijf  hoeks  F'6'H'r£'«  Indien  dos 
L',M',N',0'en  P'  de  horizontale  projectiën  zijn ,  der  in  hunnen  oor- 
spronkelijken sUnd  gebragte  pnnten  L,  M,  N,0 en  P, zal  ook  VHVO^ 
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een  regelmatige  vijfhoek  zijn,  die  met  F'G'H'H' deDselfilen  omge- 
schreven cirkel  heeft,  zoodanig  dat  de  hoekponten  dter  beide  vijf- 
hoeken  den  omirek  van  dien  omgeschreven  cirkel  in  tien  gelijke 
deelen  verdeelen.  Hierdoor  worden  dan  de  horizontale  projectiën 
van  nog  vijf  andere  hoekpunten  des  ligchaams  gevonden. 

Het  bovenvlak  des  ligchaams  eindelijk  is  ten  aanzien  van  den 
Tijfboek ,  die  UM'N'OT'  tot  projectie  heeft  j  evenzoo  gelegen  als 
het  groodvlak  ten  aanzien  van  den  vijf  hoek ,  wiens  projectie 
F'G'HTK^  is.  Hieroit  volgt  dat  de  horizontale  projectie  van  het 
bovenvlak  een  regelmatige  vijf  hoek  Q'A'S'T'U'  is ,  die  denzeUden 
omgeschreven  cirkel  heeft  als  ABCDE,  en  wiens  hoekponten,  met 
de  hoekponten  van  ABCDE ,  ook  den  omtrek  van  dien-  omge- 
schreven cirkel  in  tien  gelijke  deelen  verdeelen.  Weshalve  dan 
nn  de  horizontale  projectiën  van  al  de  hoekpunten  des  ligchaams 
gevonden  zijn. 

Beschr^ft  men ,  na  LL'1  en  FF'f  loodregt  op  AB  getrokken  te 
hebben,  met  LI  als  schaine  zijde  en  L'i  als  regthoekszijde ,  als 
ook  met  Ff  als  schoine  zijde  en  F'f  als  regthoekszijde,  reglhoe- 
kige  driehoeken  LL'1  en  FFÏ  (Fig.  173),  dan  is  LIL'  of  FfF' 
de  standhoek,  dien  het  zijvlak  ABL  (Fig.  172)  in  zijnen  oorspron- 
keiijken'  stand  met  het  verlengde  grondvlak  ABCDE  maakt ;  der- 
halve is  FF'  (Fig.  173)  de  hoogte,  boven  het  horizontale  vlak, 
▼an  de  ponten  die  zich  in  F',  G',  enz.  (Fig.  172)  projecteren; 
evenzoo  is  LL'  (Fig.  173)  de  hoogte  der  ponten,  die  zich  in  L', 
M',  enz.  (Fig.  172)  projecteren;  terwijl  de  som  dezer  hoogten 
FF'  en  LL^  blijkbaar  de  hoogte  van  het  bovenvkk  des  ligchaams 
boven  het  horizontale  vlak  is. 

Neemt  men  nn  nog  in  aanmerking,  dat  de  diagonaal  eens  vi^f- 
hoeks  verkregen  wordt,  indien  men  zijne  zijde,  na  die  in  de 
uiterste  en  middelste  reden  gedeeld  te  hebben,  met  het  grootste 
stuk  verlengt;  dat  das  ook  de  straal  des  cirkels,  die  den  vijfhoek 
F^^H'l'K'  omvat,  zal  verkregen  worden ,  indien  men  den  straat 
des  ctrkelsi  om  den  vqfhoek  ABCDE  beschreven,  in  de  genoemde 
reden  deelt  en  met  zijn  grootste  stuk  veHengt;  dan  volgt  uit  al 
het  voorgaande  deze  constructie : 

Beschrijf  om  het  gegeven  grondvlak  ABCDE  (Fig.  174)  eenen 
cirkel;  deel  de  bogen  AB,  BC,  CD,  DE  en  EA  van  dien  cirkel 
middendoor  m  Q',  R',  S',  T'  en  ü',  en  vereenig  de  deelpunten 
door  de  zijden  des  vqfhoeks  Q'R'S'T'U';  trek,  uit  de  hoekpunten 
der  beide  vijf  hoeken  ABCDE  en  Q'R 'S  T'ü',  lijnen  AK',  Q'L',  BF', 
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Eli'  f  eai.  die  uit  het  middelpunt  m  aaar  buiten  gerigt  z^n ,  ea 
wier  lengte  gelijk  i»  aan  het  grootste  stok  ran  den  in  de  uiterste 
en  middelste  reden  ?erdeelden  straal  mA;  trek  verrolgena  de  lijnen 
KX^  LT%  F'M^  H'G%  enz.,  die  eenen  regelmatigeu  tienhoeL 
zallen  vormen,  dan  zal  ABGDEi'lT'M'G'N'fl'O'i'P'Q'R'ST'ü'  de 
horizontale  projectie  van  het  regelmatige  tvaalfvlak  zijn. 

Neem  verder,  in  het  horizontale  Tlak,  eene  vnU^Leorige  l^a  OX 
ala  as  van  projectie  aan^  trek  oit  de  horizontale  prqectiën  der 
hoekpunten  lijnen  tegdnofiLiQ  door  die  as;  trek  voorts  evaiwi)di^ 
met  die  as  lijnen ,  die  zich  op  zoodanige  hoogten  FF'»  LL'  en 
FF'  +  LL'  boven  de  as  bevinden,  als  wij  in  Fig.  173  hebben 
leeren  construeren ,  dan  zullen  deze  Iqnen ,  door  hare  snijding  met 
de  voorgaanden,  de  verticale  projectiën  der  hoekpunten  doen  ken- 
nen. Vereenig  dan  eindelijk  deze  verticale  projectiën  behoor- 
lijk twee  aan  twee^  dan  zal  hierdoor  ook  de  verticale  projectie 
A*B'CT!"G'K'L'M!'jij'Q'R'S'  van  het  twaalfvlak  gcTonden  zijn. 
CCXXXVIII.  V  o  o  R  8  T  I  1. 
Door  J.  Badon  Ghijbkv. 

De  hortMoniale  en  verticale  projectiën  te  construeren^  van  een 
regelmatig  twintigtkA;  onderstellende  dai  dit  ligchaam  met  een 
g^ner  mjvlakken  op  het  horizontale  tlak  ligt. 

OrfiBLosT  door  J.  Badoh  Ghijbej^  W.  vak  HiarsT|  Jb.,  A.  vas 
Ottbbloo  en  W.  L.  Ivasgh. 

Oplossing  van  J.  Badoh  GHiisBir. 

De  vijf  gelijkzijdige  driehoeken ,  die  als  zijvlakken  van  het  re- 
gelmatig, twintigvlak  aan  eenig  hoekpunt  van  dat  ligchaam  zameo- 
komen,  kunnen  beschouwd  worden  als  de  opstaande  zy vlakken  van 
eene  piramide,  waarvan  de  bazis  een  regelmatige  vijfhoek  is,  die 
vijf  ribben  des  ligchaams  tot  zijden  heeft  Hieruit  volgt,  dat  van 
twee  zijvlakken ,  die  volgens  eene  ribbe  des  ligchaams  aan  elkander 
sluiten,  de  afstand  der  over  die  ribbe  gelegene  hoekpunten  gelijk 
is  aan  den  diagonaal  des  regelmatigeu  vijfhoeks ,  op  de  ribbe  des 
ligchaams  als  zijde  beschreven. 

Indien  dus  ABC  (Fig.  175)  het  grondvlak  is,  waarmede  het 
ligchaam  op  het  horizontale  vlak  rust,  terwijl  BGD,  CAEenABF 
de  drie  daaraan  volgens  de  ribben  BC,  CA  en  AB  sluitende  zij- 
vlakken, op  het  horizontale  vlak  nedergeslagen,  verbeelden,  zullen 
de  punten  D,  E  en  F  dier  neeigeslagen  zijvlakken  in  hunnen 
oorspronkelijken  stand  van  elkander  verwijderd  zijn  op  afstanden 
gelijk   aan  den  genoemden  diagonaal.    Daar  voorts  de  punten  D, 
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E  en  F  in  hmmen  oorsprontelijken  «trad  «veü  hoog  boven  het 
herisontile  vlak  lïggen ,  zoUen  httnne  hontontale  projectiën  eTea 
ver  mm  elbmder  moeten  zijn  ak  zij  zelven,  terwijl  die  projectiëa 
U^kbaar  moetos  vallen '  in  de  leodli^nen  uit  D  «E  en  f  op  de 
zijden  des  driehoeka  ABC  neei^gelaten ^  indien  doa  B',  E'  en  F' 
deie  pcojeetiën  verheelden,  ia  D'ET'  een  geKjkzijdif[e  driehoek, 
velkt  zgden  evenvgdig  met  de  z^den  des  drieheeka  ABC  loopen 
en  gel^  zqn  aan  den  di^naal  des  v^fhoeks  op  AB  als  zyde 
I^eaehTeven ,  terwijl  bovendien  de  dridboekea  ABC  es  D^ET'  bet- 
Jidfiie  middelpottt  'hebben.  Hierdoor  worden  alzop  de  horizootale 
projectiëa  gevonden  van  de  drie  hoekpunten  des  ligohaama,  die 
het  naast  bij  het  grondvlak  liggen.' 

Beschrijven  wiji  in  het  horiÈontale  ikk,  ook  nog  de  gelijkzijdige 
driehoeken  AEG,  AF6,  BFfl,  BDH,  GDI  en  CEI;  indien  dan 
deze  driehodien ,  nadat  de  zijvkkken  'BCD,  GAE  en  ABF  in  han- 
aen  oorsprankelijken  stand  gekomen  zijn,  om  de  ribben  waanvede 
a;^  aan* do  laatstgenoemden  sluiten,  worden  gewenteld,  totdat  de 
ponten  GenG,HenH,  lenl  zamenvallen,  zullen  G,  H.  en.l 
wederom  drie  hoekpunten  van  het  ligefaaam  worden;  in  dezen 
eorspronhelqken  stand,  zijn  ook  de  afstanden  dier  hoekpunten  ge*> 
I^k  aan  den  diagonaal  dca.meergenoemden  vijfhoeks,  want/ elke 
twee  Tan  die  drie  punten ,  zqn  hoekpunten  van  twee  nieuwe  zij* 
vlakken  des  ligchaams,  die  volgens  eene  overstaande  gemeensohap* 
pelijke  ribbe  aan  elkander  sluiten;  bovendien  zijn  de  punten  G, 
H  en  I  in  hunnen  oonpronkelijken  stand  even  hoog  boven  het 
horizontale  *  vlak ,  terwijl  blijkbaar  hanne  horizontale  projeetiën 
moeten  gelegen  zijn  op  de  verlengde  loodlijnen,  die  in  den  drie- 
hoek ABC  mt  zijne  hoekpunten  op  de  oyerstaande  zijden  kunnen 
worden  neeigeLiten.  Indien  dus  G',  H'  en  V  disze  horizontale 
projectiel  zijn,  is  ook  G'R'V  een  gelijkz^dige  driehoek,  die  den 
meefgenoemden  diagonaal  tot  zijde,  heeft;  deze  driehoek  C'fil' 
is  dan  gel^k  en  geMjkvormig  met  D'£(F'»  terwijl  beide  denzellden 
omgeaehrevên  eirkel  hebben,  en  de  omtrek  van  dien  cirkel  door 
hunne  hoekpunten  in  zes  gelijke  doelen  -verdeeld  wordt.  Bierdoor 
winden  alzoo  de  horizontale  projeetiën  van  nog  drie  andere  hoek- 
ponten  dea  ligchaams  gevonden. 

Het  bovenvlak  des  ligchaams  is  'wijders  ten  aanzien  van  den 
driehoek,  die  G'Hl'  tot  projeetie  heeft,  evenzoo  gelegen  als  het 
grondvlak  ten  aanzïen  van  den  dri^oek,  die  sieh  in  D'E'F'  pro* 
jecteert.  Hieruit  volgt  dat  de  horizontale  projeetie  van  het  boven- 
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▼lal ,  een  gelijkrijdige  driehoek  i.'L'VL'  u ,  die  denzelfilen  omge- 
schreven  ciricel  heeft  ah  de  driehoek  A,BC,  en  wiens  hoekpunten, 
met  die  van  ABC,  ook  den  omtrek  van  dezen  cirkel  in  zes  gelijke 
deelen  verdeeleo.  Derhalve  lijn  dan  nn  de  horizontale  pngectiëoy 
van  al  de  hoekpunten  des  ligohaams  gevonden. 

De  hoogten  der  punten  D  en  G  boven  het  horizontale  vlak, 
worden  blijkhaar  gevonden  door  het  zamenslellen  van  twee  rcgt- 
hoekige  driehoeken  DdD^  en  GAG'  (Fig.  176),  vrelker  regthoeks- 
zijden  D'd  en  G'A  de  lengten  hebben  zoo  als  die  in  ¥i^.  J75 
voorkomen,  terwijl  de  schoine  zijden  Dd  en  GA  respectievelijk  ge- 
lijk zijn  aan  de  hoogte  en  aan  de  zijde  van  den  driehoek  ABC 
De  hoek  DdD'  is  dan  de  hoek,  dien  het  zijvlak  BCD  met  het  ver- 
lengde grondvlak  maakt,  terwijl  GAG'  de  hoek  van  ribbe  AG  met 
het  grondvlak  is.  De  hoogte  .der  punten  D ,  E  en  F  is  dos  de  in 
Fig.  176  gevondene  lijn  DD',  de  hoogte  der  punten  G,  H  en  I, 
is  de  aldaar  gevondene  lijn  GG%  terwijl  de  som  dezer  lijnen 
DD'  +  GG'  de  hoogte  van  het  bovenvlak  boven  het*  grond- 
vlak is. 

Neemt  men  nu  nog  in  aanmerking,  dat  tusschen  de  stralender 
cbkels,  die  de  driehoeken  ABC  en  D'E'F'  omvatten,  even  als  in 
hei  voorgaande  voorstel ,  dezelfiie  \erlu>nding  bestaat  als  tnaschen 
de  zijde  en  de  diagonaal  eens  regelmatigen'  vijfhoeks,  dan  volgt 
nit  het  aangevoerde  deze  constructie: 

Beschrijf  om  het  gegeven  grondvlak  ABC  (Fig.  177)  eenen  cir- 
kel, deel' de  bogen  AB,  £C  en  CA  middendoor  in  M',  K'  en  L', 
en  vereeoig  dh  deelpunten  door  de  zijden  des  driehoeks  K'L'M'j 
trek,  nit  de  hoekpunten  der  beide  driehoeken  ABC  en  K'L'M', 
lijnen  AG',  MT',  BH',  R'D',enz.,  die  uit  het  middelpunt  m  naar 
buiten  gerigt  zijn ,  en  wier  lengte  gelijk  is  aan  het  grootste  stuk 
van  den  in  de  uiterste  en  middelste  reden  verdeelden  straal  mAj 
trek  vervolgens  de  lijnen  AE',  AF',  M'G',  M'ü',  BF\  BD',  eni. 
alsmede  de  lijnen  G^^,  El',  I'D'  enz.  die  te  zamen  een  regel- 
matigen  zeshoek  %t>rmen,  dan  is  ABCD'E'Ft^'U'l'&'L^M'  de  ho- 
rizontale projectie  van  het  regelmatig  twintigvlak. 

Door  eene  willekeurige  lijn  OK  als  as  van  projectie  aan  te  nc> 
men,  en  even  als  in  het  voorgaande  voorstel,  uit  de  in  F%. 
176  geconstrueerde  hoogten  der  punten,  en  nit  hunne  horizontale 
projectiën ,  de  verticale  projectiên  te  bepalen,  en  deze  door  lijnen 
behoorlijk  te  vereenigen ,  zal  men  dan  ook  de  verticale  projectie 
A'B''C'D''E*'F'G''fl'l''K"L''M'  des  ligchaams  bekomen. 
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CCXXXIX.    V  o  o  »  8  T  1  i. 

Door  L.    HoBFIfAOBL. 

^a»  drie  getolkte  %$  de  9om  100  ;  de  som  hunner  dêrdemagten 
ie  160000^  tencyl  de  êom  htmner  vierkanien  26200  minder  ie 
dan  hun  gedurig-  product.     Welke  a^  die  getallen  ? 

OPGBLOftT  door  J.  BiDOR  GhIJBBH,  W.  YAR  HiABST,  Jb.,  L. 
HoBFHAGBLy   A.   VAR  OtYERLOO  On  W.  L.   IVARttH. 

Oplossiho  van  J.  Bador  Gbijbvr. 
Slelieo  wij  de  begeerde  getallen  voor  door  lOopy  lOy  en  10«, 
dan  U  Tolgenf  de  opgave 

/lOx  +  lOy  +  10«  =  100, 
lOOOr'  4-  lOOOy*  +  1000«»  =  160000, 
en     lOOjT»  +  lOOy»  +  100«>  =  1000«?y«  —  26200; 

of  wel  s  +  y  +  M  =  10, (1) 

X*  +  y*  +  M^  =  160, (2) 

en  s>  4-  y*  +  «*  =  lOsyz  —  262  ....  (3) 

De  vei^ijking  (1)  in  het  Tierkaot  brengendei  en  daarna  (3) 
er  aftrekiende,  vindt  men,  na  halvering , 

*y  +  «  +  y«  =  181  —  SofffM;  ....  (4) 
door  de  derdemagt  van  s  +'y  +  z  te  ontwikkelen  en  te  her* 
leiden,  vindt  men  gemakkelijk  de  identieke  vergelijking 

en  hierin  de  waarden  (1)  en  (2)  overbrengende,  komt  er 
1000  =  160  -i-  iO  {sy  +  S9  +  y«)  —  Says, 

of  na  herleiding  l0(ay  +  «ji  +  ys)  =  280  +  j^ji (5) 

Uit  de  vergelijkingen  (4)  en  (5),  die  door  sy+MZ'^^yz^^p 
en  sys  =  g^  te  stellen,  overgaan  in 

j9  =  181  —  5^    en    lOp  =  280  +  9t 
vindt  men  dadelijk  p  =  31 ,  f  =  30,  en  derhalve  ia 

«y  +  M  +  y«  =  31 (6) 

«I  ajy«  =z=  30 (7) 

Daar  dan  nn  door  (1),  (6)  en  (7),  van  de  drie  onbekenden 
ar,  y  en  s,  bekend  zijn:  de  aom,  de  som  van  de  prodocleo  twee 
aan  twee,  en  het  gednrig  product ,  zijn  ,  volgens  eene  bekende  eigen- 
sehap  der  hoogeremagtsvergelijkingen ,  de  waarden  van  ar,  y  en  s 
geene  andere  i  dan  de  wortels  der  derdemagtsvergelijking 

tt»  _  lOii»  +  31ii  —  30  =  tf.  .    .    .    .  (8) 
Haar  de  wortels    dezer  vergelijking  zijn  ii  =  2,  ti  z=  3  en 
tl  =  5 ;  alzoo  zijn  ook  2 ,  3  en  5  de   waarden  van  jf  ,  y  en  s , 
weshalve  da  begeerde  getallen  zijn  20 ,  30  en  50. 
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GCXL    VooBSTii. 
Door  L.  HogfirAGBL. 
Van  drie  getallen  iê  de  $om  10;  ds  êom  kwmer  rffffamlff»  U 
S8  i  terwyl  de  som  der  defdemagtem  wm  keê  eerete  en  derde  ISS 
bedraagt,    fl^eiie  mjn  die  gettdkn? 

Opoblost  door  L.  HoBrNAesL,  W.  Yin  Eumt  Ja.,  P.  M.  Lait- 

BBBft  y   A.   TAN   OtT£1LOO   61»  W.   L.  IvJlHAE. 

OpLoasiNG  van  L.  Hobisa«bl. 
Laten  de  drie  getallen  voorgesteld  worden  door  a^yyenlO— «  —  y, 
dan  is  volgena  de  opgave 

**  -»-  y*  +  (10  —  d?  —  y)>  =  38 
en  s*  +  (10  —  »  —  y)«  =  133, 

of  na  ontwikkeling  en  herleiding 

s*  4-  «y  +  y*  —  10  (*  4-  y)  4-  *1  =  O  .    .  (1) 
en  30(s»+2j?y+y>)— 300(fl?-f-y)— 3*y(*4-y)-y»+867=0.  (2) 
De  vergelijking  (1)   met  30  vermenigvfddigende,   en   van  bet 
komende  product  de  vergelijking  (2)  aftrekkende,  vloden  wig 
—  30d?y  +  3«y  (jr  +  y)  -+-  y»  +  63  =  O 

of  3^(10— «  —  y)=y»-he3j (3) 

maar  de  vergelijking  (1)  kan  gemaktelijk  berleid  woeden  tot 

*(10— ar— y)=y>— 10y-H31,  .  .  .  .  (4) 
en  too  vrij  dan  (3)  door  (4)  deelen  verdwijnt  0,  terwijl  w^  i^er- 
krijgcn 

•^  ~  y*  —  lOy  +  3r 
o(  na  herleiding 

2y»— 30y«+93y  — 63  =  0, (5) 

nit   welke   derdemagtsvergclijkiDg  als  eenige   braikhare  wortel  ge- 
vonden wordt 

y=:3. 
Deze  waarde  van  y  in  de  vergelijking  (1)  sabstttacrende ,  komt  er 
,1  _  7-P  +  10  =  O, 
waamit  gevonden  wordt 


% 

= 

2 

of 

*  = 

5. 

Nemen 

wij 

s 

=  2 

dan 

is 

10- 

— *— 

-y= 

=  5;    terwijl 

OBge- 

keerd,  zoc 

►  wq 

X 

=  5 

nemen 

,10 

—  X- 

-y: 

=:  2  wordt. 

Oieiu- 

volgens  zijn  dan  2,  3  en  5  de  begeerde  getallen. 
CCXLI.    V00B8TBL. 
Door  J.  Bissau. 
Zoovele  geheele  getallen  te    vinden   als   men  verkiest,    onder 
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voorwaarde,  dat  de  som  hunner  tweede  magten  eene  derde  magt, 
en  de  som  hunner  derde  putgten  eene  tweede  tnagt  is. 
Opgelost  door  J.  Bassaiv. 

Opj.o3SI5G  van  J.  Bassar* 
Laten  de   begeerde  getallen  voorgesteld  worden  door  ps  y  qs, 
r9,sXy  ens.^  dan  Jian  men  vooreerst  stellen 

p»-p«  +  q*s*  +  r*a?*  +  s^s*  -f-  e»«.  =  w»j?» , 
vaarait  ooen  vindt 


X 


f>'+q'+r»  +  >'4-  ens. 


m' 


derhalve  zijn  dan 

pX   =  ^ z ' , 

qx  = : — • 5 , 


SS 


_  <P^+g^+r«4-<^  +  gns>) 


enz. 


getallen  wier  tweede  magten  eene  derde  magt  tot  som  hebben. 

De  som  van  de  derdeuiagten  dezer  getallen  is 
(ps  +  g»  -t-  r»  +  s*  +  enx)  (/?»  +  y'  +  r«  +  g«  +  ensQ» 

waarvoor  men  schrijven  kan 

(/>'+  g'+  r>+  #»+«is.)> 

(/>>  +  g*  +  r»  +  #>  +  enz.)  {p^  +  y»4-  r«+  #«4-^s.) 
X  -  ; 

zal    na   deze   nitdrakling  eene  tweedemagt  zijn,  zoo  behoeft  men, 
daar.de  eenste  factor  reeds  èene  tweedemagt  is ,  slechts  den  laatsten 
factor  tot  eene  tweedemagt  te  maken.    Hiertoe  stelle  men  slechti 
(jg*  +  g*  Hr  r'  +  *'  +  enz.){p^  4,  y»  -^  r«  +  s'  +  ^^')_    , 

dan  wordt 

Jl,_ j^ 

I»       (p*  +  g*  -h  r*  +  »*  -h  enz)  (p»  4-  g»  4-  r*  -f-  #*  4-e»«.)* 
en  bijgevolg : 
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/m* 

^^(P'  +  ï*  +  r»  + 1»  +en»,y  (p>  4.3»  +r>  +*>  +efi«0* ' 
?«• 


r*« 


«f: 


■(p»+g»4.r»-|-#»4-efw.)'(/>*+g*-Hr>+*»  +  efw.)»' 
ens. 
Om   een   antwoord   in  geheele   getallen   te  verkrijgen ,  konnen 
wg  stellen 

*»=(/>»  + 9* +  r» +  ,»  +  «!«.)  (/>*+«*+r*+«*+«u.), 
dan  ia:  ' 

pd?=p  (/)»  H-9» +r» +*• -hen*.)*  (;>*+ ?*+r«+ #«+ e»«.)\ 
3*  =  7  (p»  +  9'  +  ''•  +«•  4-«i«.)»  (/)>+  q^+  r»4.a*+  ufw.)*, 

a4?  =  «(p* +9»  4-r» +#»+«!«.)»  (;)»+9>+r»+«>+en«.)S 

eni. 
en  deze  normen  stellen  nn,  voor  alle  mogelijke  geheele  getallen- 
vaarden  die    men   aan  p,  q^  r,  9^  enz.   irerkiest  te  geven ,  ge- 
heele getallen  voor,  die  aan  de  vraag  voldoen. 

Begeeren  wij  b.v.  vier  getallen  |  dan  vinden  wij^  door  p  z=i  1, 
9  =  2^r  =  3ens  =  4te  nemen, 

810000000000,  1620000000000,  2480000000000,  8240000000000, 

van    welke   vier    getallen    de  som   der  tweedumagten  eene  derde- 

magt,  en  de  som  der  derdcmagten   eene  tweedemagt  is. 

CCXLlt.    VooisTVL. 

Door  J.  Bassah. 

In  een  driehoek  ie  uit  den  top  eene  loodiyn  op  de  ba»iê 
nedergehUen.  Zoo  nw  gegeten  zijn  de  drie  etukken,  waarin 
deze  loodlijn  door  den  ingeechreven  cirkel  verdeeld  wordt,  vraagt 
"men  den  driehoek ,  ;boo  door  constructie  als  door  berekening 
te  bepalen, 

0p6K108T  door  W.  L.  Ivangb  ,  J.  Bassav  ,  W.  viii  Haaest,  Ji. 
en  A.  TAN  Ottuloo. 

Oplossing  van  W.  lu  Ivahgii. 

Ten  einde  vooreent  den  begeerden  driehoek  te  constraeren , 
stelle  men ,  op  eene  onbepaaldelijk  verlengde  lijn  PQ  (Fig.  178) , 
eene   loodlijn    CF,    die  gelijk  is  aan  de  som  der  drie  gegevene 
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stukken  CD  z=z  a,  VE  =i  b  en  KB  =  o.  Vervolgens  beschrijve 
men  eenen  cirkel,  die  door  de  ponten  D  en  £  gaat^  en  die 
teyens  de  lijn  PQ  raakt;  hiertoe  is  hèt  Tolgens  eene  bekende 
leerwijze  slechts  noodig,  dat  men  eene  middenefenredige  tosschen 
F£  en  FD  construeert ,  op  PQ  Tan  het  pant  F  af  deze  midden- 
e?enredige  uitzet,  en  ferfolgens  door  de  punten  D  en  G  eenen 
cirkel  brengt ,  die  dan  de  lijn  PQ  in  G  zal  raken.  Eindelijk 
Irekke  men  uit  G  twee  raaklijnen  aan  dien  cirkel,  die  men  zoo 
Ter  ferlengty  dat  zij  de  lijn  PQ  in  A  en  B  ontmoeten ,  dan  zal 
blijkbaar  de  driehoek  ABC  de  begeerde  zijn. 

Uit  deze  constructie  Tolgt  nu  gemakkelijk  de  berekening  Tan 
de  zijden  des  driehoeks.  Volgens  de  eigenschappen  des  cirkels 
heeft  men  namelijk  terstond: 

CH  =  a  =  yCD  X  CE  z=  i/'a{a  +  b) 
en  FG  =  y¥E  X  FD  =  yc{c  +  b); 

stelt  men  TOorts  AF  =  j;  en  BF  =:  y,  dan  is  ' 

AC*  =  «?*  -h  («  +  A  +  c)* 
en  BC>  =  y>  4-  («  +  *  +  c)*; 

maar  ook  is 
AC  =  AH  +  CH  =  AG  -h  CH  =  AF  —  FG  +  CH  = 
=  s  —  iyc{c  +  b)  +  ya{a  +  b)   .   .   .  (1) 
en   BC  =  BI  +  Cl  =  BG  +  Cl  =  BF  +  FG  +  a  = 

=  y  +  ye  {c  +  b)  +  u'a  {a  +  b),  .   .   .  (2) 
nodat  men  heeft  de  TergeKjkingen 

:p*  +  {a  +  b  +  oy=:{s^}ye(c  +  b]  +  iya{a  +  b))* 
en  y*'t{a  +  b  +  cy=i{y  +  iyc{c+b)+iya{a  +  b)y, 
waaruit  onmiddellijk  ge?onden  wordt 

_  b{a  +  b'^c)  +  2ac  +  2l/'ao{a.+  b){o  +  b) 

~  2{|/a(a  +  A)— k'oCc  +  A)} 

_  b(a  +  b  +  c) +  200-^21/00(0 +  b){o^b) 
^       ^~  2{i/o{o+b)  +  i/e{o+b)] 

Zoo  men,  ter  verdriJTing  Tan  de  wortelteekens  uit  de  noemers 
dezer  breuken ,  teller  en  noemer  Tan  de  eerste  met  ya  (o  -f-  b) 
+  l/c  (c  +  b),  en  teller  en  noemer  Tan  de  tweede  met 
y/o  {a  +  b)  —  l/c  (c  +  b)  Termenig?u1digt,  zullen  de  komende 
télleni  en  noemers  na  herleiding  door  o  +  b  +  e  deelbaar  zijn ; 
hierdoor  Terknjgt  men  de  meer  eeuTOodige  uitdrukkingen 
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_  {b  +  2c)  ya  (g  +  ft)  +  (i&  +  2o)  yc  (c  +  h) 
*  — "  2  (a  -  c) 

(6  +  2c)  k^a  (a  -f-  fe)  ->  (fe  -4-  2a)  l^c  (c  +  h) 
'  2  (a  —  c) 

Daar  na  AB  =  s  +  y  is^  Tinden  wij  door  optelling  dadelijk 

AB  =  i±L?£  ya  (ö  +  ft); 
a  —  c 

en  zoo  vij  de  waarden  van  j;  en  y  in  de  formnlen  (1)  en  (2)  oTer* 

brengen,  Terkrijgen  wij,  na  behoorlijLe  herleiding, 

(6  +  2a)  ya  (g  +  ^)  +  (ft  +  2c)  yc  (c  +  ft) 

^^ 217=1) 

-,p        (ft  +  2a)  ya  (g  +  ft)  —  (ft  -j-  2c)  yc  (c  +  ft) 

en     HL  =  r-p r , 

2  (a  —  c) 
zoodat  nn  de  drie  zijden  des  drieboeks.  in  de  gegevens  nitgedrokt  zijn. 
CCXLIII.     VooRSTii. 
Dow  J.  Bassa5. 
In  een  driehoek  is  uit  den  top  naar  de  batis  eene   lyn  ge- 
trokken^  die  den   tophoek   middendoordeeït.     Zoo  nu   de  drie 
stukken  gegeven  Mijn,  waarin  deae  lijn  door  den  ingeschreven 
cirkel  verdeeld  wordt,   vraagt   men  hetzelfde   als  in  de  vorige 


Opgslost  door  W.  L.  IyiicgH;  J.  Ba8sa5,  W.  tah  Haabst,  Jb. 
en  ÊL  yiTx  Ottebloo. 

OnoisiHo  van  W.  L.  Ivangv. 

Dewijl  de  lijn,  die  den  tophoek  middendoordeelt ,  door  het 
middelpunt  Tan  den  ingeschreTen  cirkel  gaat,  is  het  middelfte  der 
drie  gegevene  stukken  juist  de  middellijn  van  dien  cirkel.  Wor- 
den dus  (Fig.  178)  de  drie  gegerene  stukken  CL  =:  a,  LN  =  ft 
en  NO  =  c,  in  hunne  behoorlijke  volgorde  op  eene  regte  l^n 
CO  uitgezet,  dan  behoeft  men  slechts  op  LN  als  middellijn  eenen 
cirkel  te  beschrijven,  daaraan  uit  het  punt  O  éëne,  en  uit  het 
punt  G  twee  raaklijnen  te  trekken,  om  den  begeerden  driehoek 
ABC  door  constructie  te  verkrijgen.  * 

Ten  einde  de  zijden  des  driehoeks  uit  de  gegevens  te  berekenen, 
laten  wij  uit  het  middelpunt  M  des  ingeschreven  cirkels,  en  uit 
den  top  C  des  driehoeks,  loodlijnen  UG  en  CF  op  de  zqde  AB 
vallen ,  waarvan  de  eerste  haar  voetpunt  in  het.  raakpunt  G  zal 
hebben,  zoodat  MG  =  MN  =z  |ft  is;  voorts  laten  wig  op  GF 
ook    nog  eene  loodlijn   MK    uit  het  middelpunt  M  neder;   dan 
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Tolgt,  nit  de  gelijkTormigheid  der  driehoeken  COF,  HOG  enCHK, 

CF  :  HG  =  CO  :  MO    «n    KM  :  OG  =  CM  :  MO; 
derlialTe  is 

COX  MG  ^     _  CttxOG 

*^=-MÖ-     *"    *''*  =  -MÖ-' 
o(  daar    CO  =  a  +  & '+  c ,   MG  =  ^i ,   MO  =  ii  +  c , 
CiH  =  ii  +  a,  OG  =  |/ON  X  OL  =  |/^o  (o  +  i&)  en  KM  =r  FG  il, 

terwijl  T«rder  oit  de  eigenréhap  des  cirkels  volgt 

CH  =  a  =  |/CL  X  CV  =  yaXa  +  b)  =  «; 
sijnde    hier   slechts  gemakshalve  de  drie  laatstgeTondene  waarden 
door  de  enkele  letters  p,  q  en  9  Toorgesteld. 

Stellen  wij  na  AF  =  s  en  BF  =  y ,  dan  hehben  wij : 

BC»  =y*  +p*, 
AC  =  IH  +  CB  =  AG  +  CH  =  AF  —  PG  +  CH  = 

=:ar— g  +  «  =  4f  +  (»  —  q), 
BC  =  BI  +  a  =  BG  +  Cl  =  BF  +  FG  +  Cl  = 

■=y  +  «  +  «  =  y  + (•  +  «), 

derlialTe  is        »»+  p»  ={»+(«  —  q))  » 

en  y* +i'*  =  {y +  (•  +  ?)}*. 

waamit  terstond  geTonden  wordt: 

AC  =  X  +  (s  -  y)  =  ^2{!'-qt  +  H«  -  1), 

«»  BC  =  y  +  (*  +  ï)  =  2{!'Zq^)  +  ♦('  +  ?)• 

Door   TOOT  ji,   f  en  f  hare  waarden  te  sabstitoeren ,  zal  men 
vooreerst  vinden 

p* ^«(g  +  t  +  c)» _a  +  b+e 

en  dos  vprdcr   AB  =       ■  '    ■     l/a  (a  +  6), 
il  •^  e 
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'waardoor  wederom  de  zijden  des  driehocka  in  de  gegevens  nitge- 
drukt  zqo. 

CCXLIV.     V  o  o  1*6  T  B  L. 

Voor  J.  Bassin. 

In  een   driehoek  is   uit  den  top  eene  lijn  naiar  het  midden 

der  boMiê  getrokken.    Zoo  nu  de  drie  stukken  gegeven  M^n, 

waarin  de    ingeschreven  cirkel,  ook   deze   lijn  verdeelt ^  vraagt 

men  hetzelfde  als  in  de  beide  voorgaande  opga/ven, 

Opoblost  door  J.  Bassin  ,  W.  viir  ELaabst,  Jb.,  W,  L.  Itism 
en  k.  TAB  Ottbbloo. 

Oplossiba  van  J.  Bassak. 
Z^    ABC  (Fig.  179)    de  bedoelde  driehoek ,  welks  zijden  door 
dei|  ingeschreven  cirkel  in  D ,  E  en  F  geraakt  worden ;  indien  dan 
Qit   den-  top  B,   naar   het  midden  I  der  bazis,  eene  l^n  BI  ge- 
trokken is,  die  den  cirkel  in  6  en  H  snijdt,  zijn  onse  gegevens 

BG  =  a ,    GH  =  A    en     Hl  =  c; 
stellen  wij  voorts  ter  bekorting  a  -f-  A  +  c  =  /,  ya  (a  +  &)  =  m 
en  y'c  (c  +  ^)  =  ^  *  'oo  hebben  wij  dadelijk : 
BI  =  a  +  i-hc  =  /, 
BD  =  BF  =  ^/BG  X  BH  =  ya{a  +  h)z=i  m, 
en  IE  =  i/VVL  X  IG  =:  yc  {c  +  h)  =  n. 

Ltat  verder  gesteld  worden 

kC  —  Sf    AB  =  y    en    BC  =  m, 
dan  hebben  wi)' 

AE  =  id?  +  n ,  •  EC  =  Jx  —  »; 
maar  na  is 

AB  +  BC  =  AF  +  CD  +  BF  +  BD  =  AE  +  EC  +  2BD 
en 

AB  —  BC  =  AF  —  CD  +  BF  —  BD  =  AE  —  EG  , 
of  wel  y  +  M  =z  SP  +  2m 

en  y  —  «  =  2ii , 

waaruit  terstond  volgt 

y  =  ij?  +  m  +  » 
en  M  =  \iC  +  m  —  n. 

Volgens  eene  bekende  eigenschap  .des  driehoeks,  is  voorts 
AB»  +  BC»  =  2BP  +  2AI«, 
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ol  .    y*  +  **  =2/»  -f- 4*»; 

hierin  de  boventtaande  waarden  van  y  en  «  overbrengende,  komt 

er   (i*  -t-  m  +  n)*  +  {^x  +  m  —  «)»  =  21*  +  i*«, 

waamit  men  dadelijk  vindt 

l*  _  (m*  +  n*) 

s  =  i -; 

m 

en    deze   waarde  van  x,  in  de  reeds  voor  y  en  s  geTondene  oit- 
dmkkingen  subalitoerende,  komt  er,  na  herleiding  , 
/*  +  m*  —  n» 

»  =  —&;; —  +  • 

l*  +  m*  —  n* 

s  =  2;;; "• 

Hierin  kan  men  na  Toor  / ,  m  en  n  hare  waarden  overbrengen , 
en  vindt  dan ,  na  herleiding , 

_  ac  -h  {a  +  b){c  +  b) 
*—  ya{a  +  b) 

_  (2a  ^^  b){a  +  b  +  c)  +  2\/ac{a  +  ^)  (c  +  b) 
^  —  2|/a(a  +  b) 

_  (2a  +  ^)  (o  H-  ^  +  g)  ~  2i/ac{a  ^  h)  {e  +  b)   . 
*°*  ~  2pa(ST"5) 

Om  den  begeerden  driehoek  te  conatrneren,  neme  men,  op  eene 
regte  l^n  (Fig.  180)j  drie  aan  elkander  aloitende  «takken  BG  =  a, 
GH  .=  b  en  Hl  =  c  ^  daarna  becchrxJTe  men  op  GH  ah  mid- 
dellqn  eenen  cirkel  en  trekke  oit  B  en  I  raaklijnen  BK  en  Hi  aan 
dien  cirkel ,  dan  ia : 

BI=:a-H*-hc=:/, 
BK  =  ya{a  +  A)  =  m, 
en  Hi  =  1/^0(0  +  A)  =  M. 

Voorts  neme  men,  op  BI  en  haar  verlengde^  Dtf  =  IN  =  IL  =;  n, 
brenge  eenen  cirkel  door  de  ponten  K,  M  en  N,  en  verlenge  BK 
tot  zij  den  omtrek  des  laatslbeachreven  cirkels  andermaal  in  P 
ontmoet ,  dan  is  ^ 

BM  =  /  —  «,  BN  =  /  +  «  en  BM  X  BN  =  /*  —  n», 
en  Tolgens  eene  eigenschap  des  cirkels  BM  X  BN  =  BK  X  BP 
rijnde ,  is  dan 

BM  X  BN  _  /«  -  n« 
^-=         BK       -— ST" • 
dos 

KP  =  BP  —  BK  = m  = i ^ — ^  zzzs. 

m  m 

L     Dm.  Kk 
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Deelt  men  eindelijk  de  koorde  KP  midd^door  in  Q,  en  neemt 
men  daarop  QR  =  QS  =  IL  =  ii,  dan  is  KQ=:PQ  =  tjr,  doa 

BR  =:  KQ  +  BK  +  QR  =  iar  +  «  +  n  =  y, 
en      BS  =  KQ  +  BK  —  QS  z=  ijr  +  m  —  n  =  «. 

Een  driehoek  I  ait  KP|  BR  en  BS  alt  zijden  zamengetteld,  zal 
daa  de  begeerde  zijn. 

(XSLY.  VooaaTBi. 
Door  W.  viH  HiABST,  Jr. 
Indim  men  de  lijn  CD  (Fig.  181) ,  die  den  koek  ACB  eent 
driehoekê  ABC  mtddendoordeeh  en  de  zijde  AB  tn  D  animoet^ 
tot  aan  den  otnirek  des  omgeschrevenen  cirkels  in  E  verlengt, 
en  voorts  in  dien  cirkel  de  middellijn  EF  trek^,  kebben  de  vol- 
gende eigenschappen  plaats ,  waarvan  men  ket  bewijs  verlangt: 

a.  De  middelpunten  der  beide  cirkels^  die  om  de  driekoeken 
ACD  en  BCD  kunnen  besckreven  worden,  liggen  op  de 
koorden  AF  e»  BF ;  en  de  som  kunner  stralen  is  gel^'k 
aan  elk  dier  koorden. 

b.  Zoo  men,  uit  de  stralen  der  genoemde  cirkels  en  den 
afstand  kunner  middelpunten ,  eenen  driekoe k  samesuieh, 
sal  kij  gelijkvormig  mei  den  driekoek  ABC  s^ 

c.  De  stralen  der  drie  omgesckrevene  cirkels  MuHen  omge- 
keerd evenredig  mjn  met  de  deelKjn  CY^  en  de  beide 
M^den  AC  en  BC  des  driekoeks,  die  om  den  gedeelden 
koek  liggen. 

d.  De  drie  middelpunten  dezer  cirkels  zullen  de  hoekpunten 
zijn  van  een gehjkbeenigen  driekoek,  welks  koeken  aa»  de 
bazis  te  zamen  genomen  gelijk  aan  den  gedeelden  koek 
des  driekoeks  ABC  zifn. 

e.  De  middellijn  EF  deelt  dien  gel^kbeenigen  driekoek  in 
twee  deelen,  welke  ieder  in  kei  b^zonder  gelijkvormig 
z^n  met  de  deelen ,  waarin  de  driekoek  ABC  door  de  lyn 
CD  verdeeld  is. 

f.  De  drie  middelpunten  en  de  pwnien  C  en  V  liggen  op 
den  omtrek  eens  cirkels. 

OraiLosT  door  J.  Badon  Ghijbsii,  W.  taii  Haaut,  Ji.,  J.  BAasAH, 
A.  YAir  Ottbbloo  en  W.  L.  Ivahoh. 

OpLossiiia  van  J.  Badoh  Goijbbk. 

Uit  de  middendoordeding  van  den  hoek  ACB  door  de  lyn  CE , 
Tolgt   dadelijk,  dat  de  boog  AB  in  E  ia  middendooi^eeldi  dat 
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dm  de  middellign  EF  loodrqgt  door  bet  middtin  ?aD  AB  gaat, 
loodat  AF  =:  BF  en  dos  AEB  een  gdyUbeemge  driekoek  it. 
Stellen  wiji  in  graden 

Bo(^  AF  =  Boi^  BF  =  2»,  JSoogr  CF  =  20» 
dot  ook      jB<m)^  A£  ==  Boog  BE  =  180<>  —  2a, 

dan  Tolgt^  uit  de  bekende  metin|^  van  boeken  door  cirkelbogen, 

dat  9    Tan    de  Tolgende  in  onze  fignnr  Toorkomende  hoeken ,  de 

waarden  z^n: 

BAC  =  is  +  (3,  ABC  =  «  —  (3,  ACB  =  ISO^  —  2», 

ACE  =  BCE  =  AFE  =  BFE  =  90^  —  », 

ABC  =  90O  —  p,  BBC  z=  90»  +  0, 

en  CEF  =  GAF  z=  CBF  =  (3. 

Trekken  wij  verder  ^  nit  het  middelpunt  O  dea  omgesdkieTen 
cirkels,  loodlijnen  op  de  zijden  AC  en  BC,  en  vereenigen  wq  hel 
pnnt  G  met  de  ponten  M  en  M',  waarin  de  koorden  AF  en  BF 
door  de  genoemde  loodlijnen  gesneden  worden^  dan  is,  daar  die 
loodlijnen  door  het  midden  van  AC  en  BC  gaan ,  MC  =  AM  en 
WC  =  BM';  alzoo  zijn  AMC  en  BM'C  geltjkbeenige  driehoeken, 
waarin  de  hoeken  aan  de  bazes  allen  gelijk  0  zijn,  waaruit  volgt 
hoek  AVC  =  hoek  BM'C  =  ISQo  —  20. 
Na  het  opmaken  dezer  verschillende  waarden,  is  het  no  ge- 
makkelqk,  de  opgegevené  stellingen  op  de  volgende  manier  te  be* 
wijzen : 

o.  Wanneer  men  nit  M,  met  HA  =:  MG  als  straal ,  op  AC 
als  koorde  een  cirkelsegment  beschrijft,  aan  denzelfden  kant  van 
AG  als  waar  het  pnnt  M  ligt ,  zal  dit  segment  grooter  dan  een ' 
halve  cirkel  zijn,  en,  omdat  hoek  AMC  =:  180^  —  20 is,  eenen 
koek  90^ — 0  bevatten;  maar  wij  hebben  ook  hoek  ADC  =  909  -*  0| 
bijgevolg  ligt  bet  pnnt  D  op  den  omtrek  van  dat  segment,  en 
derhalve  is  M  het  middelpunt  van  den  cirkel  om  ADC  beschreven* 
Uit  M',  met  M'B  =  M^C  als  straal ,  op  BC  als  koorde  een 
segment  beschrijvende,  aan  den  anderen  kant  van  BC  als  waar  het 
pnnt  M'  ligt,  zal  dat  segment  kleiner  dan  een  halve  cirkel  zijn, 
terwijl  het,  omdat  hoek  BM'C  =  180^  —  20  is,  eenen  boog 
van  180^  —  20  zal  hebben  en  das  eenen  hoek  90^  +  0  zal 
bevatten;  maar  wij  hebben  hoek  BDC  =  90^  +  0;  dos  ligt 
weder  het  pont  D  op  den  omtrek  van  het  segment,  en  alzoo  is 
ook  H'  het  middelpunt  van*  den  cirkel  om  BBC  besehreven. 
Trekken  wij  verder  MD  en  M'D,  dan  zijn  AM  en  MD  als  stra- 
Kk2 
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]qd  fan  den  cirkel  om  AVG ,  6M'  en  M'D  als  stralen  van  den 
cirkel  om  BDG,  onderling  gelijk;  alsoo  zijn  AMD  en  BM'D  ge- 
lijkbeenige  driehoeken  ,  die  ieder  met  den  gelijkbeenigen  driehoek 
AFB  eenen  hoek  aan  de  bazia  gemeen  hebben  ^  en  dos  zoo  met 
elkander  ala  met  IFB  gelijkvormig  ^jn.  Dus  is  UD  met  FE,  ea 
M'D  met  FA  evenwijdig,  waaruit  volgt  dat  FMDM'  een  parallelo- 
gitm  il  I  en  dit  geeft  terstond 

MD  +  MD'  =  AM  H-  FM  =  AP  =  BF. 

b.  Trekken  wij  MM',  dan  is  MDM'  een  driehoek,  nit  de  stra- 
len der  om  ADC  en  BDC  beschrevene  cirkels  en  den  afstand 
hunner  middelpunten ,  zamengesteld.  Daar  AMC  en  BM'C  gelijk- 
beenige  driehoeken  met  gelijke  tophoeken  zijn,  zijo  zij  gelijkvor- 
mig;  dos  is 

AM  :  BM'  =  AC  :  BC    of    DM  :  DM'  =  AC  :  BC; 
maar  ook.  is,  omdat  FMDM'  een  parallelogram  is, 

Aoeik  MDM'  =  hoek  MFM'  =  hoek  ACB; 
de  driehoeken  MDM'  en  ACB  hebben  das  een  gelijken  hoek  en  om 
dien  hoek  evenredige  zijden ,    weshalve    zij   met    elkander   gelijk- 
vormig zijn. 

o.  Trekken  wij  nog  de  koorden  A£  en  BE,  dan  zijn  ACD  en 
ECB  gelijkvormige  driehoeken ,  omdat  hoek  ACD  =  hoek  £CB  en 
hoek  CAD  =  hoek  CEB  is,  wordende  deze  hoeken  door  gelijke 
bogen  van  den  cirkel  om  ABC  gemeten.  Van  deze  driehoeken  zijn 
das  de  gelijkstandige  zijden  evenredig  met  de  stralen  hanner  om- 
geschrevene  cirkels,  en  wij  hebben 

MD:0E  =  CD:BC=^4, 

«venzeer  zijn  BCD  en  ECA  gelijkvormige  driehoeken ,  die  de  even- 
fedigheid 

M'D  :  OE  =  CD  :  AC  =  —    :  -^ 

AC   •  CD 

opleveren.     Deze    evenredigheden    verbindende,     hebben    wij    de 

aaneengeschakelde 

MD  :  M'D  :  OE  =    -i^   :   i;-  :  JL. 
BC      AC      CD 

d.    Omdat  CM  =  DM  en    CM'  =  DM'  is,  gaat  MM'   regt* 

hoekig  door  het  midden  van  CD,  terwijl  MO  regthoekig  door  het 

middea  van  AC,  en  M'0  regthoekig  door  het  midden  van  BC  gaat. 

De  beenen  van  den  hoek  M'MO  staan  dus  loodregt  op  die  van  den 

hoek    ACD,  en  de  beenen  van  den    hoek  MM'0  loodregt  op  die 
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van  deu  hoek  BCD;  waaruit  Yolgt 

'   hoek  MW)  =  hoek  AGD  =  ihoek  AGB 
en  hoek  HM'0  =  hoek  BGD  =  iAoeib  AGB. 

De  driehoek  MOM'  is  das  gelijkbeenig,  en  de  som  zijner  hoe* 
ken  aan  de  bazis  is  gelijk  aan  hoek  AGB. 

e.  De  lijnen  £F  en  MM',  die  elkander  in  N  snijden .  slaan 
ieder  ia  het  bijzonder  loodregt  op  de  lijnen  AB  en  GE,  die  elkan- 
der in  D  snijden^  die  snijdingen  hebben  das  onder  gelijke  hoeken 
plaats  y  zoodat  meu  heeft 

hoek  MNO  =  hoek  ADG     en    hoek  M'NO  =  hoek  BDG  i 
maar  ook  is  ,  volgens  het  sob  d  bewezeue  , 

hoek  NMO  =  hoek  AGD    en    hoek  NM'0  =  hoek  BCD; 
alzoo  zijn  de  driehoeken  NMO  en  AGD  met  elkander  gelijkvormig , 
en  desgelijks  de  driehoeken  NM'O  en  BGD,  omdat  van  elk   paar 
driehoeken  bewezen  is,  dat  twee  hoeken  van  den  eenen  ieder  in  't 
bijzonder  gelijk  zijn  aan  twee  hoeken  van  den  anderen. 

ƒ.  Omdat  GM  =  DM  en  CM^  =  DM'  is,  is  hoek  MDM'  = 
hoek  MCM',  en  daar  FMDM'  een  parallelogram  is,  is  hoek  MDM'  = 
Aoe*  MFM';  hieruit  volgt 

hoek  MCM^  =  hoek  MFM', 
weshalve  een  cirkel,  om  den  driehoek  MFM'  beschreven,  ook  door 
het  pant  C  zal  gaan.  Maar  uit  hetgeen  sub  d  ten  aanzien  van 
den  gelijkbeenigen  driehoek  MOM'  bewezen  is ,  volgt  onmiddellijk 
hoek  MOM'  =  180°  —  hoek  ACB  =  180o  —  hoek  MFM'; 
in  den  vierhoek  OMFM'  zijn  das  de  overstaande  hoeken  MOM',  en 
MFM'  elkanders  supplementen,  zoodat  een  cirkel  om  den  driehoek 
MFM'  beschreven ,  ook  door  het  pani  O  gaan  zal.  Derhalve  liggen 
dan  de  ponten  O,  M,  M',  C  en  F,  op  den  omtrek  van  een 
zelfden  cirkel. 

AAABBEKiHfi.  Trekt  men  CO,  dan  is  COS,  even  als  AMC  én 
BM'C,  een  gelijkbeenige  driehoek  welks  hoeken  aan  de  bazis  p  zijn» 
De  driehoeken  AMC ,  BM'C  en  COE  zijn  dus  gelijkvormig,  en  wij 
hebben  nog  de  evenredigheid 

MD  :  M'D  :  OE  =  AC  :  BC  :  CE. 
Brengt  men  deze  evenredigheid  in  verband  met  de  sub  ebewezene, 
dan  geraakt  men  tot  de  vergelijking 

AC  X  BC  zi:  CE  X  CD , 
die  ook  onmiddellijk  uit  de'  gelijkvormigheid  der  driehoeken    ACD 
en  EGB,  of  BCD  en  ECA  kan  afgeleid  worden. 
•    Kk3 
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GCXLYI.    Voo&ttii. 
DwiT  S,  Dik»  Coissz. 

iy  = 


*  (1  —  **)*  y{l  —  x^)' 

OranosT  door  S.  Dik,  Cobitsz;  J.  BissiiTy  W.  tah  Huist,  Ja., 
W.  L.  Itahoe  en  W.  t  Vk»»ipiit. 

Ono88iH«  «on  S.  DiK|  Coihsz. 
Mm  iteUe 

s  =  <7a«.  ^, 
dan  it 

1  —  **  =  5m.*  4>,  |/(1  —  a?«)  =  5tn.  $  en  ïiP  =  —  Sin.  ^ï<p, 
zoodat  de  opgegeven  difFerentiaalvorai  overgaat  in 

**  Sin.*<p  Cot.<p' 

wunraix  de   integraal  Toorkomt   ia   de    Dtff.   en  Int.-Rek,    van 
L  R.  ScHBiDT,  2e  druk,  bl.  339;  wij  hebben  dientrolgens 

» =  r:^  +  :^- '^'^- ^- '''^' ^^^  +  **>' 

of  wel 

Hierin  weder  Sin.  4>  =  )^1  —  '*)  rabititaerende,  komt  er 

»=3(i~.«Mi-*>fKï=^)"'^''-^-^i-Ki-^)' 

of  na  behoorlijke  herleiding 

4-8s»  ynTZ.r^  +  ^^"-^' 

3'-3(l-**)Kl-**)      ^'^^ ï^ • 

CCXLYIL    V  o  o  ft  8  T  s  L. 
Door  S.  I)iK|  CoRHsz. 
jffel  momenl  van  traagheid  te  vinden ,  van  eene  gelykdack' 
tige  omwenieHngeparaboloïde  y  die  om  hare  aa  toentelt. 
Ofgilost  door  S.  Dik,  Corhsz,  W.  L,  Itirgh  en  W.  G.  Vi&sbput. 

Oplossikg  van  S.  Dik  ,  Goansz. 
Laat  AOB  (Fig.  182)  de  omwentelingsparabolotde  voorstellen , 
bepaald  door  hare  hoogte  OG  =  A,  en  door  de  vergelijlLing 
y^  ^z  ps  der  parabool  OA,  wier  wentding  om  de  as  der  s, 
het  genoemde  lïgchaam  heeft  voorfgebragt,  dan  kan  het  begeerde 
moment  van  traagheid,  omdat  de  parabolotde  gelijkshchtig  is, 
gevonden    worden    door  toepassing  der   algemeene   formule   (zie 
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I.  R.  Schoot,  Dpiamiea,  U.  310,  %  368) 

waarin  P  de  massa  van  het  ligcfaaam  Yoorslelt. 

Hier  hebben   wij   dan,   omdat  y*  =  j9S   is  en  de  integralen 
▼an  dr  =  O  tot  i;  =  A  moeten  worden  genomen*, 

o 
is   na  ook  nog  de  straal  AG  =  r  des  grondvlaks  gegeven,  dan 
ü  r'  =  pA ,  en  wij  hebben 

£(ifi«M)  =|r»  X  P. 
▼oor  het  gevrdagde  moment  van  traagheid. 

CCXLVIII.    VooBStii. 
Door  J.  Bador  Ghijbbit. 
Wanneer  men  een  getal  k  door  een  kleiner  getal  B  êeelk^ 

verhrijgt  men  tot  quotiënt  een  geheel  getal  Q ,  met  nog  een  ge^ 

vt 
broken  -  ,  toaarin  R  ^  B  m.    Laat  men  van  de  getallen  LenB 

o 

evenveel  achterste' c^Yere  ioeg^  en  gaan  jg^  hierdoor  over  ih  a  en 
b,  dan   Mal  de  deeling  van  a  door  b  almede  tot  quotiëm  geven 

een  geheel  getal  q,  met  nog  een  gehrohen  - ,  loaarin  r  ^  b  ie. 

Men  begeert  nu  :  P.  te  bewegen  p  dat  q  niet  kleiner  dan  Q  kan 
wezen;  en  2^.  te  onderzoeken,  hoeveel  eenheden  q^  ten  hoogete, 
Q  zal  kunnen  overtreffen. 

OfüKLOBT  door  J.  Badox  Ghubbh  efi  W.  tah  Haabst  ,  Jt« 

0?iossiRa  van  J.  Badoh  Ghubbh. 
Indien  A   en  B,  door  weglating  Tan  de  ii  achterste  cijfers,  in 
a  en  5  overg^n,  en  men  dan  de  waarden  d^  weggelatene  Takken, 
als  getallen  op  zich  zehen  beschoawd,  door  c  en  J  Toorstelt,  is 

A  =  lO^fl  +  0    en    B  =  10»A  +  d, 
en  daarin  is  zeker 

c  <  10»    en    d  (^  10». 
Voorts  is,  Tolgens  de  opgaaf , 

A        ^       R  a  r 

-=Q  +  5    en    i  =  q  +  y 
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waarin  R  ^  B^  r  ^  &  is;  knnDende  R  eo   r   ook   beide   of  een 
Tan  beide  nal  lijui  hetgeen  zal  plaats  hebben  indien  de  deeiingea 
fan  k  door  B,  en  ?an  a  door  b,  beide  of  een  Tan  beide  opgaan. 
üit  de  boTenataande  YcrgelijLingen ,  kan  men  dadelijk  afleiden 
a.=  bq  ^  r, 
R  _  A  _  10>»g.4-  c  _  10«  (^  4-  r)  -H  c 
^  "^  B  "^  B  ~  10»A  -h  rf  ~         lOnb  +  d        ' 
of^  den  laaUten  term  tot  een  gemengden  vorm  herleidende, 
R  10«r  +  c  ~  qd 

^  +  B  =  «  +       lOnb  +  d      ■' W 

kunnende  de  teller  10"r  +  c  "^  qd^  naargelang  van  de  waarden 
der  daarin  Toorkomepde  gi^theden ,  positief,  negatief,  of  ook  nol 
zijn;  dat  is  men  kan  hebben  qd  ^  lO'^*  +  q,  qd  =  l(hr  +  c 
of  qd  >  lOv  +  c. 

Daar  b  ien  minste  éënie  eenheid  grooter  dan  r  inoet  wezen,  heeft 
men  b  —  r  =  of  >  1  j 

maar  ook  is  10"  y  e  f 

en  door  TermenigToIdiging  blijkt  dos,  dat  men  ook  heeft 

10«(A  —  r)>ci 
zooveel  te  meer  is  dan 

10-{b^r)  +  d{q+  1)>  c, 
of  10«A  -i-  d  y  10^  +  c  —  qd; 

onderstellen  wij   dns ,  dat   qd  (^  I0"r  -f-  c  is ,  dan  is  in  (a)  niet 

«       R                 1^  10«r  4-   o    —   arf  . .  ^       ,     . 

alleen  -,  maar  ook  jrr^ een    positief   gebroken 

kleiner  dan  de  eenheid ;  daar  Q  en  ^  geheele  getallen  ferbeelden  , 
moeten  derlial?e  in  («}  de  beide  breuken  aan  elkander  gelijk ,  en 
dos  ook  f  =  Q  zijn. 

Onderstellen  wij,  dat  qd  =  10"r  +  c  en  dos  10"r  +  c—  qdzzz  O 
is,  dan  moet  volgens  («)  noodzakelijk  ook  R  =  O  zijn,  en  wij 
hebben  wederom  f  =  Q. 

Onderstellen  wij  echter,  dat  qd  )  10»r  +  c  is,  en  schrijven 
wij  de  vergelijking  («)  in  de  gedaante 

dan  zien  wij   dadelijk,  dat,  in  deze  onderstelling,  q  —  Q  noch 
negatief,  noch  nul  kan  wezen,  en   dat    dns    noodzakelijk  f  )  Q 
moet  zijn. 
De  eenige  mogelijke  gevallen  zijn  derhalve  f  =  Q  en  f  )  Q , 
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vettialve  nimmer  9  ^  Q   kan  wezen,  zoodat üq  aan  het  eeratesgc* 
deelte  der  fniag  f oldaan  ia. 

Geeft  men  aan  de  zea  g:rootheden  h,  c,  d,  n^  q  en  r  wille- 
keurige waarden ,  mils  binnen  zoodanige  grenzen  ala  met  den  aard 
der  zaak  overeenkomen ,  dan  zal  men  eerst  de  OTereenkomsfige 
waaiden  van  a=:,bq  +  r,  A  =  10»a  +  c  en  B  =  10»A  -|-  d, 
en  daarna  ook  die  van  Q  en  R  kannen  berekenen.  Om  dos  te 
onderzoeken ,  wat  de  grootste  overmaat  fan  q  boven  Q  is,  zal  men 

R 
blgkena   (^),    daar  -r  <  1    is 9  slechts   hebben  na  te  gaan,  welke 

o  • 

waarden  men  aan  b,  c,  d^  n,  q  en  r  geven  moet,  opdat  het 
positieve  gebroken 

_  qd  —  (I0"r  +  c) 
lO^b  +  d 
zoo  groot   mogelijk    worde ;  maar   door  q  groot  genoeg  te  nemen , 
kan  men    het    gebroken    G  en   das  ook  9  —  Q  zoo  groot  laten 
worden  als  men  goedvindt ,  en  er  bestaat  das  geene  limiet  voor  de 
overmaat  diq  q  boven  Q  hebben  kan. 

Wil  men  b.v.  dat  9  —  Q  =  1000  zij ,  dan  zal  volgens  0} 
1000  -^  ^  yrf  -  {IQnr  +  c) 

moetcB  weien ;  oeemt  men  nn  naai*  welgevallen  «  :^  3,  &  =:  2 
e  =  112,  d  :^  127  en  r  =  1 ,  waardoor  de  voorwaarden 
e  ^  10*,  d  ^  10"  en  r  ^  ft  vervnld  rijn,  dan  heeft  men  dade- 
Igk  B  =  2127,  en 

iOOO-     R      ,    127g-1112 
^^-2127+ 2Ï27 ' 

hieruit  volgt ,  omdat  positief  en  kleiner  dan  1  is, 

waarait  gemakkelijk  gevonden  wordt 

,<  16766  ig    en    ,  >  16740  ^, 

neemt  men  nn  nog  voor  q  een  geheel  getal  binnen  deze  grenzen, 
dan  zal  9  —  Q  =  1000  zijn. 

Zoo  heeft  men:  voor  q  =  16756,  a  =^  bq  +  r  =z  33513 
en  A  =  10"  a  +  c  i^  33513112 ,  waardoor  men  voor  de  twee 
quotiënten  heeft 

Kk  5 
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k  =  M618112        ,„^«   100       a  =  35515        ,^^„ 

B^ 2127  =  '"'^  2Ï27'   T= 2  =  ^^^^^ 

Toor  9  =  16741  heeft  men  detgelijLs,  a  =  S3483,  A  =  534831 12, 
A.  =  33488112        ,„,,  2005     a  =  33483        ^^^ 

F^ 2127  =  ''^^^  2Ï27 '    *-= 2  =  ^ö'***  > 

roodat  in  beide  gevallen  de  geheelen  Tan  het  laatste  quotiënt    die 
Tan  het  eerste  met  1000  eenheden  overtreffen. 

Begeert  men  echter  de  grootste  overmaat  Tan  q  boven  Q  te  vin- 
den,  vanneer  er-  slechts  getallen  A  en  B  beschouwd  wmdea  wier 
quotiënt  kleiner  dan  10  is  |  hetgeen  zijne  toepassing  bij  de  gewone 
bewerking  der  deeling  vindt,  dan  heeft  men  nog 

Q  +  |<io. 

en  dos  volgens  (p)  ook 

loodat  men  nu  aan  6,  c,  J,  ii,  f  en  r  waarden  zal  moeten  geven, 
die  het  gebroken  G  zoo  groot  mogelijk  maken ,  en  tevens  aan  de 
Toorwaarde  (y)  Toldoen. 

Om  de  breuk  G  zoo  groot  mogelijk  te  maken ,  zal  men  q  zoo 
groot  mogelijk ,  doch  r  en  <?  zoo  klein  mogelijk  moeten  nemen }  en 
schrijft  men  de  Toorwaarde  (y)  in  den  Torm 

lOnt  +  d^^^        10"^  +  d' 
dan  ziet  men  duidelijk  dat  zij    Toor  de  kleinstmogeiyke  waarden 
Tan  r  en  c  de  grootstmogelijke  waarde   Tan    q    toelaat.      Derhalve 
nemen  wij  voor  r  en  c  de  kleinstmogelijke  waarden,  namdijk  rzzzO 
en  c  =  O ;  hierdoor  wordt  dan 

~  10«6  -i-  d' 
tenr^l  de  Toorwaarde  (y)  na  herleiding  overgaat  in 

»<^<^  +  ^-XT ö'') 

Alma  ziet  men  weder  dadelijk,  dat  men  voor  b  de  kleinsfmoge* 
lijke  waarde  &  =:  1  moet  nemen ,  opdat  gelijktijdig  de  Toorwaarde 
{</')  eene  grootere  waarde  Toor  q  toelaten  moge  eo  de  breol  6  too 
groot  mogelijk  worde ;  wij  nemen  dot  £  =  1 ,  en  hebben  dan 
J^ 1 


G  = 


10»  +  d        10^ 

d    "^ 
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Ï<t0{l  +  ^} (y") 

Daar  d  ^  10*  is,  rd  jrr-  de  groototmogelijle  waarde  Terkr^geD, 
10* 

indien  men  d  =  10*  -*  1  neemt  ^  maar  opdat  gdijltijdig  weder 
de  voorwaarde  (7")  de  grooUtmogelqke  waarde  voor  q  moge  toela- 
ten en  G  aoo  groot  mogelijk  worde ,  zal    men   blijkbaar   aan  -r^r- 

lü* 

de  grootatmogelijke  waarde  moeten geyen;  wij  nemen  dos  cl=  10*  -—  1, 
en  hebben  dan 

9  {10--1) 


6  = 


2.10»  —  1    ' 
1 


ï  <  20  -  -j^—r', (y"0 

abmede  B  =  10"i  +  4  =  2.10"  —  1. 

Opdat  dadelijk  de  Towwaaide  (y'")  de  grootttmogelqke  tnude 
Tan  q  moge  toelaten,  zal  men  daar  q  een  geheel  getal  Toontelt, 
•leehtt  M  ^  1  i>dioeTen  te  nemen ;  die  groolatmogelqke  waarde 
Tw  q  i»  dan  q  =  19,  en  «ij  hebben 

19  (10»  -  1) 

• ""     2.10»  —  1    ' 
terw^l  volgen*  (p) 

«-«  =  2lö?=rï  +  'ï 

is  y  waarm  R  blijkbaar  Tan  ii  afhangt. 
lbai|;elftng  men  n  grooter  neemt»  zal  ook  G  =     ^  ^^^  ^ 

90 
grooter  worden;    maar   voor  n  :=  2  is  G  =  O  -rrwT,    en    voor 

fi  =  00  is  G  =  9^ ,  zoodat  welke  waarde  men  ook  foor  n 
neemt ,  mits  slechts  n^  1,  altijd  de  waarde  fan  G  tosscbeU  9  en 
10  zal  fallen  en  das  q  —  Q  =10  zal  wezen,  omdat  ^  —  Q 
een  geheel  getal  is. 

Uit  dtt  alles  folgt  dan,  dat  zoo  —  ^  10  is,   jf  ten  hoogste   Q 

D 

t 

met  10  eenheden  kan  overtreffen;  en  dat  de  getallen  A  en  B, 
waarbij  dit  plaats  heeA,  ferkregen  worden,  door  in  de  gestelde 
formen  rz=0,c  =  0,  ;6  =  1,9  =  19,  J=  10*  —  1  en 
«  ^  1  te  nemen.  Zoo  hebben  w^ :  foor  »  =  2  en  dos  d  =  99, 
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a  =  6g  +  r=10,  A=:  10*a+c  =  1900,  B  =  10«A+rf=  199, 
üD  dan  is 

A  =  1900  _  ö  109    a  =  19  _ 
B  =    199  ~       199'  b  =1    1~  ^   ' 
voor  H  =  3cpdaicl  =  999,  a  =  19, A=  10«a-hc=:  19000, 
fi  =  10*6  -^  d  :=  1999  en  dan  is 

A  =  19000  _       1009    g  =  19  _ 
B  =    1999  ~       1999'  6  =    1  —  ^^' 
voor  n  =  4  en  das  d  :=  9999 

A  =  190000  _       10009    g  =  19  _ 
B  =    19999  ~      19999'  *  =    1  ~       ' 
t'D  ZOO  verrolgens^  zijnde  altijd  de  geheelen  Tan  het  tweede  quo- 
tiënt ,  10  eenheden  grooter  dan  die  van  het  eerste. 

Indien  men  begeerde  dat  r  niet  gelijk  nul  ware,  zon  men,  even 
als  boven  redenerende,  vinden,  dat  men  om  ^  —  Q  zoo  groot 
mogelijk  te  maken ,  muet  nemen  r=  1,  c=:0,&  =2, 
^=  14 ,  rf  =  10*  —  1  en  n  )  1 ,  waarmede  q  —  Q  =  5 
zal  overeenstemmen ;  voor  n  =  2  en  dus  d  =  99,  heeft  men 
dan  g  =  6g  +  r  =  29,  A  =  10«g  -h  c  =  2900, 
B  =c  10»^  +  df  =  299^  en  dan  is 

A  =  2900  _  o  209       g  =  29  _  ^. 
B  =    299  -  ^^  299  '""  T^^  "  ^**' 
waarvan  nu  bet  laatste  quotiënt  5  eenheden  meer  bevat  dan  het  eerste. 

CCXLIX.      VOOBSTIL. 

Door  J.  BjUDon  Ghubën. 

I\oee  r^tkoeken,  wier  M^den  gegeven  «|ffi,  z^n  in  enenwij' 
dige  tiakken  op  eene  gegevene  hoogte  boven  elkander  gqdaaUt, 
aoodanig  dat  ook  de  staden  van  den  eenen  regthoek  evenw§dig 
loopen  met  die  van  den  anderen.  Brengt  men  nu  vlakken: 
1^.  door  de  voorzyde  van  den  ondersten  en  de  achterzijde  van 
den  bovensten  regthoek;  2^.  door  de  ackterzyde  van  den  onder- 
sten en  de  voorz^de  van  den  bovensten;  3^.  door  de  linkerz^de 
van  den  ondersten  en  de  regterz^de  van  den  bovensten;  en 
4^.  door  de  regterzijde  van  den  ondersten  en  de  linkerz^de  van 
den  bovensten  regthoek;  dan  zal  tusschen  ieze  vier  vlakken 
eene  ligchamèl^ke  ruimte  begrepen  zijn^  die  van  onder  en  van 
boten  door  de  genoemde  regthoeken  begrensd  wordt.  Men  begeert 
den  inhoud  dier  ligehamelijke  ruimte,  uit  de  gegevens  te  berekenen. 

Opsblost  door  J.  Badon  Ghijbe.^  en  W.  va2v  Haikst  ,  Ja. 


Digitized 


by  Google 


OPGAVEN.    NO.  240  477 

Oplomiro  van  J.  BiDon  Giubbn. 

Laten  ABCD  en  A'B'GO)'  (Fig.  183)  de  genoemde  reglhoeken 
zijn,  dan  zullen  de  vier  Tlakken^  die  men  op  de  aangewezene 
wijze  door  hnnne  zijden  brengt,  elkander  twee  aan  twee  snijden. 
De  doorsneden  der  vlakken ,  die  door  twee  aan  elkander  sluitende 
zijden  der  regthoeken  gaan^  zijn  de  lijnen  AA'^BB',  CC'  en  DD\ 
die  nit  de  hoekpnnten  van  den  ondersten  regthoek  naar  de  tegen- 
gestelde hoekpunten  van  den  bovensten  loopen ;  de  doorsn^len 
echter  der  vlakken ,  die  door  twee  overstaande  zijden  der  regt- 
hoeken gaan,  z^n  lijnen  EF  en  GH  evenwijdig  met  die  zijden. 
Hierait  ziet  men,  dat  de  ligchamelijke  raimte,  door  de  genoemde 
vier  vlakken  en  de  beide  regthoeken  ingesloten,  nit  drie  onder- 
scheidene ligühamen  is  zamengesteld  j  namelijk :  een'  afgeknot  drie- 
hoekig prisma,  waarvan  AB,  CD  en  £F  de  evenwijdige  ribben  zqn; 
een  dergelijk  prisma,  dat  A'D',  B'C'  en  GH  tot  evenwijdige 
ribben  heeft;  benevens  eene  driehoekige  piramide  £FGH,  waarvan 
de  ribben  EF  en  GH  elkander  regthoekig  kruisen.  Het  komt  er 
das  op  aan,  den  inhood  van  elk  dezer  drie  ligchamen  te  bereke- 
nen»  als  wanneer  hnnne  som  den  gevraagden  inhoud  zal  opleveren. 
Hiertoe  zullen  wij  vooreerst  de  ribbe  £F  en  hare  hoogte  boven 
het  grondvlak,  gelijk  mede  de  ribbe  GH  en  hare  diepte  beneden 
het  bovenvkk  berekenen  indien  AB  =  CD  =  a,  BC  =  AD  =  ^, 
ATB'  =  CD'  =  a',  B'C'  =  A'D'  =  V,  benevens  de  hoogte  A, 
van  het  bovenvlak  boven  het  grondvlak ,  gegeven  zijn. 

Stellen  wij  dat  EF  op  den  afstand  x  van  het  grondvlak,  GH 
op  den  afstand  y  van  het  bovenvlak  ligt,  dan  ligt  EF  op  den 
afttand  k  —  x  van  het  bovenvlak,  en  GH  op  den  afttand  A  — y 
van  het  grondvlak  3  wij  hebben  derhalve  blijkbaar  de  evenredigheden 

AE  :  A'E  =  a?  :  A  —  a?    en     AG  :  A'G  =  A  —  y  :  y; 
maar  uit  de  gelijkvormige  driehoeken  der  figuur  volgt  ook 

AE  :  A'E  =  6  :  &'  en     AG  :  A'G   =  a  :  a'; 

derhalve  is  dan 

«  :  A  —  »  =  6  :  6',     A  —  y  :  y  =  a  :  a', 
waamit  onmiddellijk  gevonden  wordt 


hh                VA           ^                           (tó'  — a'*)A 
— ,y  =  — : — :  en  A  —  x —  1/  = — i i — 


—  b+b''^       a  +  a'  ^        (a  +  aO(A  +  jy 

zijnde  A  —  ar  —  y  klaarblijkelijk  de  kortste  a&tand  der  elkander 
regthoekig  kruisende  lijnen  EF  en  GH. 

Voorts  is  almede  blijkbaar 
AG:EG  =  A— y:A  — ar.— y,  A'E:EG=  A  — d?i A  — ar  — y. 
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terwijl  oit  de  gelijkfonaijp  driehoeken  der  fignw  volgt 

AG  :  E6  =  a  :  EF,    A'S  :  EG  =  &'  :  GH; 
derhalve  if 

h  —  yth  —  »  —  y=aiïS,    A— *:A  — a^  — y=:i':GH, 
waaruit  geTonden  wordt 

A  —  y  A  —  jf 

of  I  na  voor  dr  en  y  de  reeds  gevondene  waarden  gesuhatkoeerd  te 

hebben,        EF=:--r r—  en  GH  = — — . 

b  +  b'  a  +  a' 

De  doorsnede  van  het  prisma  AF,  loodregt  op  drie  evenwijdige 

ribben  genomen ,   is  een  driehoek,  waarvan  de  hoogte  gelijk  aan 

den  afstand  ar  en  de  bazis  gelijk  aan   de   zqde  BC  of  AD  der 

regthoeki  ABCD  is ,  en  die  driehoek  heeft  dat  4ot  inhood 

de  som  der  drie  evenwijdige  ribben  van  hetxelfile  prisma ,  is 

*^  ^    b  +  b'  6  +  6'  ♦ 

en  vdgens  eene  bekende  ttelliog  is  dos 

Pfum.  AF  _  |.  (T+T^i • 

Het  prisma  k*R  door  een  vlak  loodregt  op  de  drie  erenw^dige 
ribben  snijdende ,  is  de  doorsnede  een  driehoek,  «aarran  de  hoogte 
gelijk  aan  den  afstand  y ,  en  de  baiis  gelijk  aan  de  zijde  A.'B'  of 
CD'  des  r^thoeks  k'B'CD'  is;  de  inbond  dier  doorsnede  is  dos 

*«V  =  *.  ^r+7" 

terwijl  de  som  der  drie  evenwijdige  ribben   is 

ab^  —  a'b        2a'b'  +  iab'  —  a'6 
2V  +  GH  =  2b'  +  — T^  =  -1"^*^  11 

zoodat  wi]  hebben 

Pri«^k'R-i    «"*(2a'y  +  3ay-«'6) 

De  inbond  der  piramide  ËFGH,  wier  ribben  EF  en  GH  elkander 
r«^oekig  kraisen,  kan  onmiddellijk  gevonden  worden  uit  de  be- 
kende stelling  I  dat  zoodanige  inhood  het  $  gedeelte  is  van  het 
product  der  elkander  regthoekig  kruisende  ribben  en  haren  koitstea 
afstand.    Alzoo  is 

Pir.  EFGH  =  i  ET  X  GH  X  (A  —  x  —  y), 
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60   dao    zal   men  beTinden ,  dat  de  teller  van  het  eerste  gebroken 
door  {a  +  a'Y  deelbaar  is;  deze  deeling  geeft  tot  quotiënt 

2ab  +  2a'ó'  —  oA'  —  a'A, 
nn  dns  is  dan 

waarvoor  men  ook  nog  kan  «cbriJTen 

/=,*{,»+^»-+(.-.1(a-.1+pi|^f^fïïi5,}. 

^AVHSBKiNGKif.  1^.  Indien  grond-  en  bovenvlak  gelijkvormige 
regthoeken  zijn ,  verandert  ons  ligchaam  in  een  zamenstel  Tan 
twee  vierhoekige  piramiden,  die  met  de  toppen  tegen  elkander 
staan;  vallende  dan  de  ponten  E,  F,  G  en  H  in  den  gemeenen 
top  te  zamen  |  zoodat  de  piramide  EFGH  verdwijnt.  In  dit  geval 
is  dan  ook 

a  ih  =.  a'  ih\    dus    tó'  =  a'b    of    ah*  —  a'b  =  O, 
waardoor  de  gevonden  inhoud  overgaat  in 

I'  =  ih{2ab  +  2a'b'  —  «6'  —  a'b); 
stellen     wij    na    a(    =    6,   a'b'   =    B^  dan   is    niet    alleen 
aa'bb"  =  GB ,   maar   wegens   ab'  =  a*b  ook  (aft')*  =  («'*)* 
=  GB  of  ab*  =  a'b  =  y'GB,  zoodat  wij  verkrijgen 

r  =  |A  {ö  +  2?  —  |/GB}, 
welke  formule ,  op  het  teeken  van  de  wortelgrootheid  na,  dezelfde 
is   als   die,  waardoor   de    inhoud   eener   a%eknotte  piramide  ge- 
vonden wordt. 

2^.  Zoo  wij  den  inhoud  der  piramide  EFGH  door  P  voorsteUen, 
is  zoo  als  wij  vonden 

-  '    (a  +  ay  {b  +  b'Y' 
trekken  wij  hot  dubbel  van  dezen  inhoud,  af  van    den    gevonden 
inhoud  /,  dan  komt  er  onmiddellijk 

ƒ  —  2P  =  ih{2ab  +  2a'b'  —  ab'  —  a'b). 
Daar  /  —  P  de  som  der  twee  afgeknotte  prisma's  AF  en  A'H 
voorstelt ,  is  /  —  2P   blijkbaar  hetgeen    er   overblijft,   wanneer 
van   de   som  der  prisma's  AF  en  A^H,  de  piramide  EFGH  wordt 
afgetrokken;  de  uitdrukking 

U  =  lh{2ab  +  2a'b'  —  ab'  —  a'b) 
stelt  dus  analytisch  de  som  der  drie  genoemde  ligchamen ,  of  den 
begeerden  inhoud  voor,  mits  men  het  gedeelte  van  dien  inhoud, 
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ketwdk  nch   toMchen  de  Iqnea  EF  eo  6H  bevindt,  all  nepdef 
betchoawt. 

3^.  Snijdt  mea  het  ligtthaam  doof  een  vkk  evenwijdig  aan  het 
gvondvlak,  en  daarvan  op  eeaigen  afttand  t»  verwijderd ,  loo  al 
men  bevinden »  dat  de  inhond  dier  doormede  eene  functie  van  « 
is ,  die  den  vonn  ^  (t»)  =  «  4-  0«  +  y»^  heeft.  Vgor  «f  <  # 
valt  die  doorsnede  in  het  prisma  AF^  voor  u  y  h  —  y  valt  i^ 
in  het  prisma  k'R,  terwgl  zij,  voor  eene  waarde  van  t»,  tnsschen 
fft  =  sent»^=A  —  y,  binnen  de  piramide  EF6H  valt. 

Omdat  deie  fimctie  den  genoemden  vonn  heeft,  zon  het 
aehyien,  dat  de  gevraagde  L'gchamelqke  inhond  in  eens  gevonden 
kon  worden,  door  de  merkwaardige  leerwijze,  welle  door  den 
Heer  LotiTTO  is  verllaard  en  bewezen  in  eene  Bedrage  M  de 
SÊêfwmHriê  p  te  vinden  in  de  Nieuwe  Wie-  en  JViUuurkunitge 
Ferhamdelingen  des  Genootschaps,  2de  Deel,  1ste  Stok,  bladz,  129. 
Dit  ii  echter  het  geval  niet.    Neemt  men  namelijk  in  de  formnle 

r=  jA(e  +  4i!f  + J?), 

voor  6  den  inhoud  des  regthoeks  ABCD,  voor  B  den  inbond  des 
regthoeks  A'B'C'D' ,  en  voor  M  den  inhond  des  reg$ioeki(,  die 
de  doorsnede  is  van  pns  ligchaam  met  een  vlak  midden  tosschen 
grond-  en  hovenvlak  genomen,  dan  heeft  men  vooreerst  6  z=  oA 
en  1?  =  a'b'.  Het  genoemde  middenvlak  snijdt  hUjkha^,,  ni^r- 
gelang  a  )  of  ^  o'  is ,  öf  den  driehoek  ABG  volgens  eeoe  lijn 
wier  lengte  is  ^  (a  —  9'),  df  den  driehoek  A'fi'6  volgens  eene 
lijn  die  ^  (a'  —  a)  tot  lengte  heeft;  datzelfile  middenvlak  tn^t 
even  zoo,  naaigehng  h  y  of  ^  b'  is,  öf  den  driehoek  BGP  yol- 
gens  eene  ti^n  i  (b  —  b'),  ó£  den  driehoek  B'C'F  volgens  eene 
IQn  \  {b*  —  6);  de  lengte  en  breedte  der  middendoorsn^e  ZQn 
dns  i:  i  («  —  «O  ^  i  i  (*  —  *')  >  ^Mniit  voor  den  inhond 
altijd  volgt  Jf  =  i  (a  —  a*)  (ft  —  AQ-  ^^^^  waarden  van  G^ 
B  en  M  geven  dan , 

r  =  I  A  (oS  +  «'5  -h  (fl  —  a')  (5  —  60} 
af  F  =  J  A   {2aA  H-  2a'A'  —  ab'  —  a'b]  ; 

helyeeo  naar  behooren  strookt  met  de  nitkomst,  door  den  Heer 
Loa^TTo  in  $  18  der  iMUigeb«)lde  Bedrage  gevonden,  wïmt  aldaav 
heeft  men 

F  =J  A  {  anft  +  VA'  +  («A'  +  a'A)  60$.  ^} , 
en  door  (P  =  180^  te  nemen ,  komt  men    op    de   bovenstaande 
vraarde  van  F  temg.      Die  waarde  van  F   is  dan,  blijkens  het 
I  Dm.  L  1 
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Tooijpande ,  niet  de  begeerde  inhoud,  nuuir  de  oremuuit  der  prima's 
AF  en  A'fl  boven  de  piramide  £F6H. 

4^.  De  reden  ^  waarom  de  formale  F  ^=z  i  k  {G  +AM+B) 
niet  de  som  der  drie  gedeeltelijke  ligcbameni  maar  bet  venekÜ 
van  de  aom  der  prisma's ,  en  de  tnncben  liggende  piramide  geeft , 
ligt  Yoor  de  band.  Immers  Toor  de  bedoelde  fanctie  van  t»,  zal 
men  gemakkelijk  vinden 

F  (u)  =  («  -  L+1  u)  (i  -  l±i-  «) ; 

tiende  bierbig  ondersteld ,  dat  de  doorsnede  beneden  EF  viel.    Stelt 

men  bierin  «  =  0,    ti.=z^A,   «r=A,   «  =  «=!  , 

a'h                ah 
•»=:A  —  y=A— r  = r,  dan  komt  er  naar 

a  +  a'        a  +  a' 

bebooren 

F{0)z=zab,  F{ih)  =  i{a  —  a'){b^b'),  F{h)=za'b' 
F  {af)  =  0  en  F(h  —  y)=z  0. 
De  beide  &ctoren  van  F(u)  konnen  niet  gelijktijdig  nolirotdeD, 
tenzij  gelijktijdig 

_      ah  _      bh 

**"«  +  «' *°*  ~  b  -^  b' 
kan  wezen ;  biemit  zon  dan  Tolgen 


«  +  o'        5  +  5' 
of  ab'  =  a'b', 

dat  is,  de  grond-  en  bovenvlakken  souden  gel^kvormig  z^n,  en 
w^  zonden  in  bet  bijiondere  geval  verkeeren,  dat  sub  1^.  be- 
sebonwd  is.  In  dit  bijzondere  geval  verdwijnt  de  piramide  EF6H , 
en  dos  zal  dan  de  formule  F  =z  i  h  {G  +  iM  +  J3)  de  be- 
geerde uitkomst  geven;  maar  daar  de  Actoren  van  u  dan  gelijk- 
tijdig nul  .worden ,  zullen  zij  ook  gelijktijdig  van  den  positieven  tot 
den  n^tieven  toestand  overgaan,  en  dus  zal  F  (n)  voortdurend 
positief  blijven. 

Verkeeren  wQ  ecbter  niet  in  dit  bijzondere  geval ,  dan  zullen 
de  fiictoren  van  F  (ti)  niet  gelijktijdig ,  maar  voor  verscbHIende 
waarden  van  u,  van  den  positieven  tot  den  negatieven  toestand 
overgaan  j  bij    den   eenen   fector  zal    dit    fdaats    hebben    indien 

bk 

«  ;=r    is,  en  dos  de  doorsnede,  wier  inbond  door  F  (•»} 
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if  Tooigattdd,  in  de  enkele  lign  EF  oTei^t;  bq   den   anderen 

ah 
fiictor  zal  dit  gebeuren  indien  »  =  A  —  y  =  ■    i8«   en 

®  ^        a  +a'       * 

dot  de  dooranedfB  in  de  enkele  lijn  GH  overgaat.  Derhalve  zal, 
wanneer  de  doorsnede  tosachen  de  lijnen  EF  en  GH  valt ,  F  (u) 
ncigatief  zijn,  en  hieruit  volgt  onmiddellijk,  dat  de  formule 
r  =  }  A  (ér  +  4if  +  J^  ook  het  gedeelte  van  den  inhoud , 
dat  tnaachen  de  lijnen  EF  en  GH  valt ,  als  eenen  negatieven  in- 
houd in  rekening  brengt 

Wil  men  dus  bij  de  berekening  van  eenen  inhoud,  werkelijk 
de  som  der  deelen  vinden,  zonder  dat  daarbij  deelen  in  aanmer- 
king mogen  komen ,  die  -negatieve  of  af  te  trekkcne  inhouden 
zonden  hebben,  dan  wordt  tot  de  toepasselijkheid  der  formule 
F  =:  i  h  {G  +  ^M  +  £),  behalve  het  kenmerk  in  $  3  der 
aangehaalde  Bedrage  opgegeven ,  ook  nog  gevorderd ,  dat  de  in- 
houd T  eener  willekeurige  doorsnede ,  evenwijdig  met  grond-  en 
bovenvlak  genomen ,  niet  van  den  positieven  tot  den  negatieven 
toestand  mag  overgaan ,  gedurende  dat  Y  van  G  tot  £  verandert. 

GCL,       VOORSTBL. 

Door  J.  Badon  Ghijsbv. 

Jfen  vraagt  de   vergelijking  van  de   ontwandene  der  gewone 

epicycloïde  te  vinden ,  door  ioepasêing  der  algemeene  fotmuha  , 

voorkomende  in  de  Diff.  en  lnt.*Rek.  van  1.  R.  Schudt,  {  161  • 

Opgelost   door  J.   Badoh   GausBir ,   W.   va5  Haakst  ,  Ja.  en 

W.  L.  IvAircu. 

Oplossing  van  J.  Badon  Gbtjbbs. 

De  genoemde  algemeene  formules  zijn : 

'•-«•<''-*)  =  7:^f^- •••■('> 

.en  »  =  K«*  +  y*  —  2«y  Sin.  ♦);....  (2) 

hierin  beteekenen  0  en  js  9e  pool-coordinaten  van  een  onbepaald 
pont  eener  kromme  lijn,  f«  en  t»   de    pool-coordinaten   van  een 

\  overeenkomstig  punt  der  ontwondene  kromme ,  terwijl  t|/  de  hoek 
is,  in  het  onbepaalde  punt  der  eerste  kromme  door  raaklijn  én 
voerstraal  gevormd,  en  y  de  kromtestraal  dier  kromme  in  ^atpnnt; 
wordende  4^  en  7  bepaald  door  de  diffcrenliaal-vergelijkiDgen 

Voor  een  wiUcleorig  punt  P  de  gewone-  epicycloïdc,  in  Fig.  iS4 
LI  2 
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toeqpiteldy  «attrbg  ho^  XOP  =  ^  en  OP  n:  s  ü,  keUwi  ^rij 
(lie  bg  I.  R.  ScniDT,  $  162) 

s  =  4a  Af».*  ^0yi|»  =  }^en7=r|a  iK».  i  ^  ; 
,  deze  waarden  in  (1)  en  (2)  OTerbreogendei  hebben  w§  daa    «ai 
berleiding 

ÏSw*.  (f*  —  (p)  =  2Cot.i<p <3) 

en  I*  =  Ja  Sin.  i  (p  y^é  —  i  Sin.^  i  0),i  .  ,    (4} 

waarin  AoeA  XOP'  =  /k  en  OP'  =  ti  de  coördinaten  van  laet 
pont  P'  der  ontwondene  zijni  dat  tot  bet  pont  P  der  «picydoMle 
behoort.  De  Tergelijking  der  ontwondene  zal  dus  geioadea  wor- 
den I  door  0  tQMchen  de  vergelijkingen  (3)  en  (4)  te  eliminereo. 

Tot   het   Terrigten   dezer  eliminatie,   hebben    w^    vooreerst   de 
identieke  vergelijking 

=^(4(7(«.»i0+5m.H<P);=2(7oa.i(Jr/{l-h(iraiv,i^)»}  , 

en  hierin,  de  uit  (3)  voortvloeijende  waarde  ^Tang.^ = Cai.{fA'^40» 
flubstitnerende  I  kouit  er 

waardoor  (4)  overgaat  in 

_  ifik  Sin,  i  0  Coa.  i  (p  _        4a  Sin.  0        _ 

**  ~         Sin.  {fi  —  0)         ~  3  Sin.  (f«  —  0)  ~ 

4a  Sin.  0 4a 

~ 3 Sin. /4Co$.0^i Coê.fASin.<p  "^  3 Sin. (i C<d.(p'—3Co8. §m^ 

hieruit  volgt  dan 

3tt  Sin.  (i  CoU  <p  —  ^^  Cos.  fi  =z  ia 

^      ^         4a  +  3i#  Coi.  u 

of  Cot.  (p  = f-—: r-!- (6) 

3f«  Stn   fA  ^  ' 

Verder  hebben  wij  de  identieke  vergelijkingen 
dos  is  volgens   (3) 

hetgeen  gemakkelijk  herleid  wordt  tot 
Cot.^CpCotfA+i{Coi<p+Cotfi)^Cot0Coi.ft;Jrl)^^^ 
hierin  vervolgens  voor  Cat.  0  de  waarde  (5)  overbreqgende,   ver- 
dwijnt 0,  en  wij  verkrijgen,  na  behoorlijke  herleidioig , 
{l6a^  +  2iauCos.f4+9u*)Cöê.ft  +  eauSin.^fi^  _  .^. 

+(4a{7w,f*+3i#)K10fl*+24aiiCos.M+8t*')i  ~    '  '   •  ^^ 
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hfllgeaB  din  de  «ergdgÜDg;  ted  de  oDlwondeiie  it. 

Deie  Tergd^king  kan  door  verplaatsing  der  pool  «eer  sereen- 
f  oadigd  wordeik  NemoD  vig  namelijk  00'  =r  |a ,  4in  atellm  wi$ 
Aoe*  X'OT'  =  (^V  OV  —  V  alsmede  |a  =  a'xoodat  00'  =  4a' 
is,  dan  hebben  w§  in  den  driebeek  0'OF,  hoek  0'OP'  =  ISO*"  —  fs 
koek  00*?'  =  180^  —  0'  en  Aoe*  OP'O'  =  ^-h0'—  ISO^J 
die  driehoek  terechüft  al  dadelijk  de  vergel^king 

OT'  =  1/(00'*  +  OP'*  —  200'  X  OP'  Co$.  0'OP) 
of  «'  =  |/{(J^«)*  +  f»*  +  !  «u  Cw.  f*), 

waaruit  volgt 

|/(}6a*  +  24af»  Coa.  fi  +  9u*)  =  3«'  1  ,-. 

en  löa*  +  24im  Cos.  ^  +  9u*    =  9«'*/  '  "  '  ^'^ 

hierdoor  gaat  dan  (6)  vooreerst  over  in 

S»^*  Cbs.  ^ -{.  2aM  i^.^  pb  +  »' {iaCos.  f*  +  iH)  =  0 , 
of  daar  •  =  3a'  gesteld  is,  in 

ji'*(7o».^+2a'«iK«.*^+«'(4a'Cw./K+u)  =  0.  .  (8) 
üit  den  driehoek  0'OP  volgt  ook  nog 

OP'  :  OT'  =  Sin.  00'P'  :  Sin.  0'OP' 
of  tt  :  *'  =  ^'  :  Sin   ^, 

dat  is  I»  JSin.  ft  szn  «'  Sin.  (p'     ) 

en  tt»  iWn,»  ^  =  i'*  An.»  0'J  ' ^^^ 

indien  v^  dnè^  na  de  vergelJjkrog  (8)  met  u  vermenigvaldigd  te 
hebben,  dete  waarde  van  «*  &«.*  fA  in  den  tweeden  term  over- 
brengen ,  hebben  wij ,  na  deeling  door  s' , 

m' uCo8./ê  +  2a'js'  Sin.*  0'  +  Aa'u  Coa,  fi+u*  =0;  .{10) 
en  200  wig  in  de  vergelijking  (7)  a  =  3a'  stellen,  geeft  rij 

«*  =  «'*  —  8a 'u  Coê.  Il  —  iCa'*, 
waardoor  (10)  overgaat  in 

V«  —  lOa'*  +  («'—  4a>  t^os.^  +  2aV  Sin.*  0'=z  O .  (U) 
Eindelijk  is  nog ,  nit  dênzelfden  driehoek  O'OF 

OF  :  00'  =  Sin.  OOT'  :  Sin.  OP'0', 
of  mU'z=zSin.{l80<>^')iSin.{fé'ii>'-^180''):zSin.<p';^S^^^ 
hieruit  volgt     —  u  Sin.  (^  +  <J')  =  4a  'Sin.  0' , 

'^uSin.  IA  Cos.  0'  —  uCoê.  fé  Sin.  0'  =  4a'  Sin.0'^ 
welke  veifdijking  door  middel  van  (9)  overgaat  in 

—  m'  Sin.0'  Coa.  0'  —  u  Coa.pt  Sin.<P'=::ia' Sin.<p' 
en  dan  geeft      uCIw.jm  =  — (s'Cw.<^'+4a'); .  .   •    .    .  (12) 
dese  waarde  van  u  Coa.  pt  in  (11)  overbrengende,  komt  er 
*'»  — iea"~(V  — 4aO(«'Co».4)'-h4aO+2a'»'&-fi.«(ï)'  =  0, 
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(kt   it|   na   ontwllkeluig  en   im   1   —   Cos.*  0'  in   fdaaU  T«n 
Sin»^  0'  geselireTen  te  hebben, 

ofy  na  vereeniging  van  termen  en  deeling  door  m', 

»^{1— Coê.(p')  — 2a' {1—2  Cos.(p'+ Cos.*  (p^  =  0, 

dat  is  «'(1  — CM.<p')  =  2a'(l  — (7cw.<POS 

of  *'  =  2a'{l—Caê.(p'), 

en  eindcHjk  « '  ==  4a' Au.*  i  <p '. (13) 

Dit  is  na  de  poolfergelijking  der  ontwondene,  indien  O'  als 
pool  en  0'X^  als  oorsprong  der  hoeken  is  aangenomen,  üit  die 
vergelijking  blykt ,  dat  deze  ontwondene  wederom  eene  gewone  epi- 
cycloide  iS|  wier  afmetingen  het  |  gedeelte  tan  die  der  oorspron* 
kelijke  epicycloïde  zijn,  en  wier  stand  met .  betrekking  tot  de 
oorspronkelijke  zoodanig  is,  als  wij  die  in  de  fignnr  hebben  aan- 
gewezen. 

Om  de  tergelijking  (13)  nit  de  vergelijking  (6)  af  te  leiden, 
zon  het  genoegzaam  zijn,  nit  de  vergelijkingen  (9)  en  (12),  in 
verband  met  de  identieke  vergelijking  Sin»^  fi  +  Cm.'  ft  ^=-h 
de  waarden  van  »,  Sin.  /ec »  en  Cos.  fc  op  te  lossen ,  en  de 
daardoor  verkregene  waarden  in  (6)  te  sobstitueren.  Hierbij  zal 
men  dan  echter  vrij  omslagtige  herleidingen  te  venïgten  hebbea, 
die  wij  door  den  boven  gevolgden  weg  hebben  ontweken* 

De  vergelijking  van  de  x>ntwondene  der  epicyclcide  kan  echter 
nog  veel  korter  gevonden  worden.  Hierbij  neemt  men.  dan  dade- 
lijk O',  op  den  a&tand  00'  =  fa  :=  ia'  van  O  gelegen  als 
pool,  en  0'X'  als  oorsprong  der  hoeken  aan. 

Immers  daar  PP^  =  y  de  kromtestraal  van  het  pont  P  is,  is 
de  hoek  P'PO  het  complement  van  den  hoek  i|i,  door  de  raaLl^o 
en  den  voerstraal  van  het  punt  P  gevormd;  zoo  men  dos  P'Q 
en  0'R  loodregt  op  OP  trekt,  is  hoek  PP'Q  =  ^.  Dit  de  drie- 
hoeken PP'Q  en  00  ^R  volgt  derhalve 

P'Q  =  PP'  Coê.  PP'Q  =  y  Co8.^ = fa  5in.i<f  Co8.i(p  =  ia'  Sm4, 
en    OR  =  00'  Sin.  O'OR  =  |a  Sih.  (p  z=  4a'  Sin.  0; 
soodat   de  lijnen  P'Q  en  OR ,  die  wegens  haren   loodregten  stand 
op  OP  evenwijdig  loopen ,  onderling  gelijk  zijn ,  waarnit  verder  de 
gelijkheid  en  evenwijdigheid  der  lijnen  0'P'  en  QR  volgt.    Alzoo 
is  dan 
(p'  =  koek  X'O'P'  =  180O  —  koek  XOP  =  180©  -  <p, 
\(p'  =  90O  —  i^     en     Sin.i0'  =  Co8,l(p. 
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Uit  de  figoor  heeft  men  nu  onmiddellijk 
0'P'  =  OP  —  OR  —  PQ  =  OP  —  00'  Coa,  0'OR  —  PP'  Sin.  PP'Q, 
dat  is  «'  =  «  +  4a'  Cw.0  —  y  An.*; 

hierin    Toor  s,  y  eo  i|»  de  bekende  waarden  stellende  en  hcriei* 
dende,  komt  er  achtervolgens : 
m'  =  ia  5m.>  i(p  +  4ii'  Caê.(p  —  |a  Sin,^  i(f> 

=  12a'  JSin.^  \<p  +  4a' {Cos.^  i<p  —  Sin.*  \<p)  —  8a'  Sin.*  \0 

=:4a'€o8.*i(P, 
ot,  omdat  Coê.^cp  =  Sin.^^^  gevonden  is, 
a'  =  4a'  Sin.*  i<f ', 

Het  verdient  opmerking ,  dat  de  voerstralen  OP  en  0'P' ,  tot 
twee  overeenkomstige  ponten  Tan  de  epicydoïde  en  hare  ont- 
wondene  behoorendci  evenwijdig  loopen. 
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